
教案五：积分 

第五讲    积 分 
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例 2．计算 ( )3max ,
D

xy x dσ∫∫ ，其中 

( ){ }, 1 1,0D x y x y= − ≤ ≤ ≤ 1≤ 。 

解 在 ( ){ }2
1 , 1 0,0D x y x y x= − ≤ ≤ ≤ ≤ 和 

( ){ }2
2 , 0 1, 1D x y x x y= ≤ ≤ ≤ ≤ 上， ( )3max ,xy x xy=  

而在 ( ){ }2
3 , 1 0,D x y x x y 1= − ≤ ≤ ≤ ≤ 和 

( ){ }2
4 , 0 1,0D x y x y x= ≤ ≤ ≤ ≤ 上， ( )3 3max ,xy x x=  

则 
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+  
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例 3．满足下列性质的曲线 C：设 0 0 0( , )p x y 为曲线 上任一

点，则由曲线

22y x=

2
0 , 2 , 2x x y x y x= = = 所围成区域的面积 A 与曲线

和 C所围成区域的面积 B相等。 2
0 , 2y y y x= =

例4 . 证明：
2 2

0
sin( ) 0x dx

π
>∫ 。 

解 令 2x u= ，则 
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π
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−
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+ +∫ ∫ ∫  

0> 。 

例 5．
2

40 1
x dx

x
+∞

+∫  

解 令
1 u
x
= ，则

2
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例 6．计算 2
0

lnsinI xdx
π

= ∫  

解 令 2x t= ，则 

4 4
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4 4 4
0 0 0

4 4 2
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4
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2 lnsin 2 2 ln 2 sin cos
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于是 2
0

lnsinI xdx
π

= ∫ = ln 2
2

π 。 

例 7．求积分
2

20

sin
1 cos

x x dx
x

π

+∫ 。 

解  
2 2

2 20 0

sin sin sin
1 cos 1 cos 1 cos

x x x x x xdx dx dx2x x x
π π π

π
= +

+ + +∫ ∫ ∫  

（1） 

2

2 20

sin ( )sin
1 cos 1 cos

x x tdx dtt
x t

π π

π

π+
= −

+ +∫ ∫  代入（1）得 

原式 
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= 2 20 0

sin cos arctan cos |
01 cos 1 cos

t dt d t t
t t

π π ππ π π− = =
+ +∫ ∫  

=
2

2
π

− 。 

例 8．设 2( ) sin
x

x
f x t

π
+

= ∫ dt

)

。则 

(1) ( ) (f x f xπ+ = ; 

(2) 求 。 max{ ( ) | }f x x∈

解 (1) 略； 

(2) ( ) sin( ) sin 0
2

f x x xπ′ = + − = ，得到 1 2
3,

4 4
x xπ π
= = 是驻点。于是

只要比较
3(0), ( ), ( ), ( )

4 4
f f f fπ ππ 即可。 

 
 
 
 
作业： 

练习 1  计算：
0

ln(sin )x x dx
π

∫ 。 

练习 2  设非负函数 ( )f x 在[ ]0,1 上连续，且单调上升， 

[ ]0,1 , ( )t y f∈ = x 与直线 及(1)y f= x t= 围成图形的面积为 ，

与直线

1( )S t

( )y f x= (0)y f= 及 x t= 围成图形的面积为 。 2 ( )S t

(1)证明：存在唯一的 ,使得(0,1)t∈ 1 2( ) ( )S t S t= 。 

(2) 取何值时两部分面积之和取最小值？ t

练习 3 设区域 为 ，证明: D 122 ≤+ yx

π
5
2dd)(sinπ

165
61 322 ≤+≤ ∫∫ yxyx

D

。 
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练习 4 设 )( xf 连续，积分区域 是由直线D xy = ， 及 轴围

成 ，试证明 

1=y y

21

0
d)(

2
1dd)()( ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫∫∫ xxfyxyfxf

D

。 

练习 5 设 ，求  3
1

( ) sin
x

G x t t dt= ∫
2

1
( )G x dx∫

练习 6 求积分 | 1|
D

xy dxd−∫∫ y，

1 1{( , ) 2, 2}
2 2

D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

练习 7 求积分
1

2
1
2

1(1 )
x

xx e d
x

+
+ −∫ x。 

练习 8 求积分 
2

20 x x

xdxI
e e −=
+∫ 。 

练习 9 证明： 
0

sin 20
2

xdx
x

π
π

∞
< <∫ + 。 

练习 10 证明：
61

1ln 21

0

π
=

−∫ dx
x
x 。 

练习 11 计算积分 ( ) )0(,sincosln)(
2

0

222 >+= ∫ adxxxaaI

π

。 

练习 12 设 [ ] [ ],1,0,1)(0,0)0(,)( 1,0
1 ∈∀≤′<=∈ xxffCxf 试证明对一切

，成立 [ ]1,0∈t

[ ]∫∫ ≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ tt

dxxfdxxf
0

3
2

0

)()( 。 
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练习 13 设 dx
x
axaI ∫ +

+
=

1

0 21
)1ln()( , 求 I (1)。 

练习 14 计算 I = dxxxn
∫

π
0 sin  ,其中 n为正整数。 

    练习 15 求：
1

0
2 1([ ] 2[ ])dx
x x
−∫ 。 
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