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基于区间数的多目标灰色局势决策模型
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摘　要 : 基于区间数的距离和灰熵分析 ,将灰色局势决策拓展到决策信息为区间数的情况 ,给出了灰色局势决策目

标权重的优化方法.考虑各局势的效果测度与正理想效果值的接近性以及目标权重本身的不确定性 ,建立了多目标

优化模型 ,利用拉格朗日乘子法求解该模型 ,得到了灰色局势决策的目标权重表达式.利用区间数的可能度对每个事

件的局势进行排序 ,进一步完善了传统的灰色局势决策理论.最后通过实例验证了该模型的有效性和实用性 .
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Abstract : Based on the interval distance and grey entropy analysis , this paper makes the grey situation decision expand

to the decision2making information which takes the form of interval numbers. The optimization method of objective

weight s of grey situation decision is proposed , which takes the proximity of effect measure and desired effect value in

situations , and the uncertainty of objective weight into account . A multi2objective optimization model is established ,

the Lagrange multiplier method model is used , and then the expression of objective weight of grey situation decision is

obtained. Sorting the situation of everything by using possibility of interval number , this paper improves the theory of

the t raditional grey situation decision further. Finally , an example shows the effectiveness and practicability of the

model.
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1　引　　言
　　灰色局势决策[1 ,2 ]是灰色系统理论的重要组成

部分 ,是人们对多指标、多对策问题作决策时重要而

实用的方法 ,也是管理决策理论中一种全新的方法.

自从邓聚龙教授提出以来 ,灰色局势决策得到了广

泛的应用[325 ] .然而 ,在实际决策问题中 ,由于决策环

境的复杂性和不确定性 ,决策者往往无法给出效果

测度的具体数值 ,而只能以区间数的形式给出 ,这就

使得决策者无法根据传统方法进行决策.

近年来 ,决策信息为区间数的决策问题在国内

外引起了广泛重视[6210 ] .文献 [ 11 ]建立了基于区间

数的灰靶决策模型 ,从而把灰靶决策模型由实数序

列拓展到区间数序列 ,使灰靶决策理论得到发展.目

前 ,关于含区间信息的灰色局势决策模型的研究还

很少见.在灰色局势决策模型中 ,对于事件而言 ,不

同的对策之间具有平行性 ,而决策的目标之间则不

具有平行性.不同的目标对于优选的作用不同 ,不同

的决策者对不同目标的主观认识上的差异 ,也会导

致目标权重的不一致.

本文基于区间数距离的相关概念和灰熵分

析[12 ] ,首先确定灰局势的效果测度正理想向量和负

理想向量 ;然后考虑各局势的效果测度与理想效果
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值的接近性以及目标权重本身的不确定性 ,建立了

多目标优化模型 ,利用拉格朗日乘子法[13 ,14 ]求解该

模型 ;再后给出了灰色局势决策的目标权重的表达

式 ,根据区间数的运算法则可得综合效果测度矩阵 ,

再根据区间数排序方法确定最优局势 ;最后通过实

例验证了该方法的有效性和实用性.

2　基于区间数的灰色局势决策模型
2 . 1　区间数距离的相关概念

记 �a = [ aL , aU ] = { x | aL ≤x ≤aU } ,称 �a为一
个区间数.特别地 ,若 aL = aU ,则 �a退化为一个实
数.

定义 1　设 A = [ a1 , a2 ] ( a1 ≤a2 ) 和 B = [ b1 ,

b2 ] ( b1 ≤b2 ) 为区间数集中的两个区间数 ,称

L ( A , B) =
1

p
2

[ ( a1 - b1 ) p + ( a2 - b2 ) p ]1/ p

为区间数 A 与 B 的距离.

当 p = 1时 ,记

L 1 ( A , B) =
1
2

[ | a1 - b1 | +| a2 - b2 | ] ,

称 L 1 ( A , B) 为海明距离 ;

当 p = 2时 ,记

L 2 ( A , B) =
1

2
[ ( a1 - b1 ) 2 + ( a2 - b2 ) 2 ]1/ 2 ,

称 L 2 ( A , B) 为欧氏距离.

当 A 和 B 均为实数时 ,即 a1 = a2 , b1 = b2 ,则

L ( A , B) = | a1 - b1 | = d ( A , B) ,

其中 d ( A , B) 表示实数 A 与 B 之间的距离.

区间数距离是实数距离的推广.这说明本文的

决策模型是传统局势决策模型的推广 ,它适用于决

策信息为实数的情况.

2 . 2　传统灰色局势决策的拓展

文献[1 ,2 ]给出了等权处理的灰色局势决策模

型.下面在此基础上 ,给出决策信息为区间数且目标

权重不相等的多目标灰色局势决策模型.

设 A = { a1 , a2 , ⋯, an} 为事件集 , B = ( b1 , b2 ,

⋯, bm } 为对策集 , S = { sij = ( ai , bj ) | ai ∈A , bj ∈

B} 为局势集 , �u( k)
ij ( i = 1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, m) 为

局势 sij ∈S在 k 目标下的效果样本值.决策信息并

非一个具体的精确数 ,而是一个区间数 ,因此局势

sij 在 k目标下的效果样本值�u ( k)
ij 为区间数 ,记为 �u( k)

ij

= [ u
( k) L
ij , u

( k) U
ij ] ,其中 u

( k) L
ij 和 u

( k) U
ij 分别为局势 s ij 在

k目标下的效果样本值的上限和下限.

不同的目标往往具有不同的极性.根据实际情

况 ,对效果样本值分别进行以下两种变换 ,变换后的

一致效果测度区间为 �r( k)
ij = [ r

( k) L
ij , r

( k) U
ij ].

1) 对于希望效果样本值越大越好、越多越好这

类目标 ,可采用上限效果测度

r
( k) L
ij = u

( k) L
ij / ∑

n

i = 1
u

( k) U
ij , u

( k) U
ij = u

( k) U
ij / ∑

n

i = 1
u

( k) L
ij .

　　2) 对于希望效果样本值越小越好、越少越好这

类目标 ,可采用下限效果测度

r
( k) L
ij =

1
u

( k) U
ij

/ ∑
n

i = 1

1
u

( k) L
ij

, r
( k) U
ij =

1
u

( k) L
ij

/ ∑
n

i = 1

1
u

( k) U
ij

.

　　以上两种效果测度 �r( k)
ij 可满足 : 1) r

( k) L
ij 和 r

( k) U
ij

无量纲 ;2) r
( k) L
ij , r

( k) U
ij ∈ [0 ,1 ] ;3) 效果越理想 , �r( k)

ij

越大.因此 ,可得到局势集 S在 k目标下的一致效果

测度矩阵

�R ( k)
= ( �r( k)

ij ) =

�r( k)
11 �r( k)

12 ⋯ �r( k)
1 m

�r( k)
21 �r( k)

22 ⋯ �r( k)
2 m

… … ω …
�r( k)
n1 �r( k)

n2 ⋯ �r( k)
nm

.

　　设ηk ( k = 1 ,2 , ⋯, s) 为目标 k 的决策权重 ,

∑
s

k = 1

ηk = 1 ,则局势 sij的综合效果测度可表示为 �r ij =

∑
s

k = 1

ηk �r ( k)
ij ,综合效果测度矩阵为

�R = ( �rij ) =

�r11 �r12 ⋯ �r1 m

�r21 �r22 ⋯ �r2 m

… … ω …
�rn1 �rn2 ⋯ �rnm

.

　　若max
1≤j≤m

{ �rij } = �rij 0 ,则称 bj0 为事件 ai的最优对

策 ;若max
1≤j≤m

{ �rij } = �ri0 j ,则称 ai0 为与对策 bj 相对应

的最优事件 ;若max
1≤j≤m

{ �rij } = �ri0 j0 ,则称 si0 j0 为最优局

势.

2 . 3　灰局势目标权重的优化模型与求解

首先根据局势集在 s个目标下的一致效果测度

矩阵 ,确定正负理想效果测度.由于各个目标的效果

测度为区间数 ,借鉴文献 [15 ] 的处理思想 ,分别在

效果测度的上限和下限中寻找正负理想效果测度.

对于事件 ai ,定义 v+
i = max

k
max

j
r

( k) U
ij 为 a i的正理想

效果测度 , v -
i = min

k
min

j
r

( k) L
ij 为 a i 的负理想效果测

度.

相应地 ,对于 n个事件 ,可得到正理想效果测度

向量 V + = ( v+
1 , v+

2 , ⋯, v+
n ) 和负理想效果测度向量

V - = ( v -
1 , v -

2 , ⋯, v -
n ) .

局势 ( ai , bj ) 在目标 k下 ,一致效果测度 �r( k)
ij 与

其对应的正负理想效果测度 v +
i 和 v -

i 的偏差 ,可分

别表示为

d+ ( �r( k)
ij , v+

i ) =

1

2
[ ( r

( k) L
ij - v+

i ) 2 + ( r
( k) U
ij - v+

i ) 2 ]1/ 2 , (1)

983
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d- ( �r( k)
ij , v-

i ) =

1

2
[ ( r

( k) L
ij - v-

i ) 2 + ( r
( k) U
ij - v -

i ) 2 ]1/ 2 . (2)

　　对于事件 ai ,在目标 k下 ,所有对策的一致效果
测度与其对应的正负理想测度 v+

i 和 v -
i 的偏差 ,可

分别表示为目标权重ηk 的函数

D+
i = ∑

m

j = 1
d+ ( �r( k)

ij , v+
i )ηk , (3)

D -
i = ∑

m

j = 1
d- ( �r( k)

ij , v-
i )ηk . (4)

　　对于全部 n个事件 ,在所有对策和目标下 ,一致

效果测度与正负理想效果测度的总偏差可分别表示

为

D+ (ηk ) = ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
∑

s

k = 1
d+ ( �r( k)

ij , v+
i )ηk , (5)

D - (ηk ) = ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
∑

s

k = 1

d- ( �r( k)
ij , v-

i )ηk . (6)

　　这里需要确定权重ηk ,使得每种局势的一致效

果测度与正理想效果测度的总偏差最小 ,与负理想

效果测度的总偏差最大.可归结为如下多目标优化

问题 :

( �P) ∶

min D+ (ηk ) = ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
∑

s

k = 1
d+ ( �r( k)

ij , v+
i )ηk ,

max D - (ηk ) = ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
∑

s

k = 1
d- ( �r( k)

ij , v -
i )ηk ,

s. t . ∑
s

k = 1

ηk = 1 ,ηk ≥0 , k = 1 ,2 , ⋯, s.

(7)

　　由于信息不完全的决策系统的权重本身具有
一定的不确定性 ,确定目标权重应使权重序列ηk 的

不确定性尽量减少.由文献[12 ]关于灰熵的定义可
知 ,目标权重序列η= {ηk} ( k = 1 ,2 , ⋯, s) 为灰内涵

序列 ,它的灰熵定义为

H á (η) = - ∑
s

i = 1

ηi lnηi . (8)

　　灰熵 H á (η) 与 Shannon熵函数有着相同的结

构 ,具有对称性、非负性、可加性、上凸性和极值性.

它们的不同之处在于 Shannon熵是概率熵 ,而灰熵

是非概率熵 ,灰熵的灰性由序列的灰性决定[12 ] . 由
灰熵函数的上凸性和极值性可知 ,这种区别并不影

响灰熵的极值性.根据极大熵原理 ,确定目标权重应
使权重序列ηk 的不确定性尽量减少 ,因此施加灰熵
H á (η) 的极大化约束为

( �P′) ∶
max H á (η) = - ∑

s

i = 1

ηi lnηi ,

s. t . ∑
s

k = 1

ηk = 1 ,ηk ≥0 , k = 1 ,2 , ⋯, s.

(9)

( �P) 和 ( �P′) 可转化为如下单目标优化问题 :

min{μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
∑

s

k = 1
d+ ( �r( k)

ij , v+
i )ηk -

μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
∑

s

k = 1
d- ( �r( k)

ij , v -
i )ηk + (1 - 2μ) ∑

s

k = 1

ηk lnηk} ,

s. t . ∑
s

k = 1

ηk = 1 ,ηk ≥0 , k = 1 ,2 , ⋯, s.

(10)

其中0 <μ< 1/ 2 ,表示3个目标之间的平衡系数 ,可

根据实际情况给定.考虑到 3 个目标函数是公平竞

争的 ,一般取μ = 1/ 3 .

构造拉格朗日函数

L (ηi ,λ) =

μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
∑

s

k = 1

d+ ( �r( k)
ij , v+

i )ηk -

μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
∑

s

k = 1
d- ( �r( k)

ij , v-
i )ηk +

(1 - 2μ) ∑
s

i = 1

ηk lnηk - λ(∑
s

k = 1

ηk - 1) . (11)

根据极值存在的必要条件 ,有

5L/ 5ηk =

μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1

d+ ( �r( k)
ij , v+

i ) - μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1

d- ( �r( k)
ij , v-

i ) +

(1 - 2μ) (lnηk + 1) - λ = 0 ,

5L
5λ = ∑

s

k = 1

ηk - 1 = 0 , k = 1 ,2 , ⋯, s.

(12)

解得

ηk = exp{ [λ+μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
d- ( �r( k)

ij , v -
i ) -

μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
d+ ( �r( k)

ij , v+
i ) ]/ (1 - 2μ) - 1} . (13)

由于∑
s

k = 1

ηk = 1 ,将式 (13) 代入 ,得

exp [λ/ (1 - 2μ) ] =

∑
s

k = 1
exp{ [μ∑

n

i = 1
∑
m

j = 1
d- ( �r( k)

ij , v -
i ) -

μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
d+ ( �r( k)

ij , v+
i ) ]/ (1 - 2μ) - 1} . (14)

式 (14) 代入式 (13) ,得
ηk =

exp{
μ∑

n

i = 1
∑
m

j = 1

d- ( �r ( k)
ij , v-

i ) - μ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1

d+ ( �r( k)
ij , v+

i )

1 - 2μ
- 1}

∑
s

k = 1

exp{
μ∑

n

i = 1
∑
m

j = 1

d- ( �r( k)
ij , v -

i ) - μ∑
n

i = 1
∑
m

j =1

d+ ( �r ( k)
ij , v+

i )

1 - 2μ
- 1}

.

(15)
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2 . 4　最优局势的确定

目标权重确定以后 , 便可根据公式 �rij =

∑
s

k = 1

ηk �r ( k)
ij 计算出综合效果测度矩阵.由于综合效果

测度矩阵中的元素为区间数 ,要确定每个事件的最

优局势 ,就涉及到区间数的排序问题.本文利用文献

[9 ,10 ]的排序方法对每个事件选择最优局势.

对于事件 ai ,按照公式

p ( �rij 1 ≥ �rij
2
) =

min{ l�rij1
+ l�rij2

, max ( �rU
ij 1 - �rL

ij 2 ,0) }

l�r ij1
+ l�rij2

,

计算 �rij 1≥ �rij 2 的可能度 ,将 m个对策进行两两比较 ,

便得到可能度矩阵.这样 ,对局势进行排序便转化为

求解可能度矩阵的排序向量.这里的可能度矩阵是

一个 m ×m阶模糊互补判断矩阵 ,可用公式[10 ]

ωj =
1

m ( m - 1) (∑
m

k = 1

p jk +
m
2

- 1) ,

得到可能度矩阵的排序向量ω = (ω1 ,ω2 , ⋯,ωm ) ,

再用ωj ( j = 1 ,2 , ⋯, m) 对局势进行排序 ,从而确定

出最优对策.

综上所述 ,多目标加权的灰色局势决策步骤如

下 :

第 1步 : 根据事件集 A = { a1 , a2 , ⋯, an} 和对

策集 B = { b1 , b2 , ⋯, bm } ,构造局势集 S = { sij =

( ai , bj ) | ai ∈A , bj ∈B} ;

第 2步 : 确定决策目标 ;

第 3步 :对目标 k = 1 ,2 , ⋯, s ,求相应的效果样

本矩阵 ;

第 4步 :求 k目标下一致效果测度矩阵 ,并确定

事件的正负理想效果测度向量 ;

第 5步 : 给出平衡系数μ,并计算各目标的决策

权η1 ,η2 , ⋯,ηs ;

第6步 : 由 rij = ∑
s

k = 1

ηk �r ( k)
ij 得到综合效果测度矩

阵 ;

第 7步 : 利用区间数排序方法确定最优局势.

3　应用实例
　　设某企业拥有 4个工厂 (记为工厂 1 ,工厂 2 ,工

厂 3 ,工厂 4) ,现欲对 3种产品 (记为产品 1 ,产品 2 ,

产品 3) 的生产进行决策.

第 1步 : 建立事件集、对策集和局势集.选择工

厂为事件 ,事件集 A = { a1 , a2 , a3 , a4 } ,其中 a1 , a2 ,

a3 , a4 分别代表 4个工厂 ;选择产品为对策 ,对策集

B = { b1 , b2 , b3 } ,其中 b1 , b2 , b3 分别代表生产 3种产

品.由事件 A 和对策集 B 可构造局势集

S = { sij = ( ai , bj ) | ai ∈A , bj ∈B} .

　　第 2步 : 确定决策目标.以产值、产销率、管理

费用作为决策目标.

第 3步 : 求各目标的效果样本矩阵.在 3个目标

下的效果测度矩阵分别为

�U (1)
=

[1 000 ,1 200 ] [480 ,560 ] [200 ,250 ]

[940 ,960 ] [450 ,550 ] [150 ,200 ]

[670 ,720 ] [400 ,450 ] [260 ,300 ]

[400 ,500 ] [370 ,430 ] [300 ,350 ]

,

�U (2)
=

[0 . 95 ,0 . 98 ] [0 . 86 ,0 . 91 ] [0 . 82 ,0 . 84 ]

[0 . 87 ,0 . 90 ] [0 . 81 ,0 . 83 ] [0 . 83 ,0 . 86 ]

[0 . 92 ,0 . 93 ] [0 . 94 ,0 . 96 ] [0 . 90 ,0 . 92 ]

[0 . 90 ,0 . 92 ] [0 . 97 ,0 . 99 ] [0 . 93 ,0 . 94 ]

,

�U (3)
=

[80 ,100 ] [40 ,50 ] [15 ,18 ]

[50 ,60 ] [40 ,50 ] [12 ,14 ]

[20 ,30 ] [50 ,60 ] [20 ,24 ]

[70 ,80 ] [25 ,30 ] [14 ,16 ]

.

　　第 4步 : 求一致效果测度矩阵.对于产值和产

销率这两个目标均要求越高越好 ,故选择上限效果

测度 ;对于管理费用则要求越低越好 ,故选择下限效

果测度.

�R (1)
=

[0 . 295 9 ,0 . 398 7 ] [0 . 241 2 ,0 . 329 4 ] [0 . 181 8 ,0 . 274 7 ]

[0 . 278 1 ,0 . 318 9 ] [0 . 226 1 ,0 . 323 5 ] [0 . 136 4 ,0 . 219 8 ]

[0 . 198 2 ,0 . 239 2 ] [0 . 201 0 ,0 . 264 7 ] [0 . 236 5 ,0 . 329 7 ]

[0 . 118 3 ,0 . 166 1 ] [0 . 185 9 ,0 . 252 9 ] [0 . 272 7 ,0 . 384 6 ]

,

�R (2)
=

[0 . 254 7 ,0 . 269 2 ] [0 . 233 1 ,0 . 254 2 ] [0 . 230 3 ,0 . 241 4 ]

[0 . 233 2 ,0 . 247 3 ] [0 . 219 5 ,0 . 231 8 ] [0 . 233 1 ,0 . 247 1 ]

[0 . 246 6 ,0 . 255 5 ] [0 . 254 7 ,0 . 268 2 ] [0 . 252 8 ,0 . 264 4 ]

[0 . 241 3 ,0 . 252 7 ] [0 . 262 9 ,0 . 276 5 ] [0 . 261 2 ,0 . 270 1 ]

,

�R (3)
=

[0 . 103 3 ,0 . 172 4 ] [0 . 181 8 ,0 . 277 8 ] [0 . 204 7 ,0 . 288 4 ]

[0 . 172 2 ,0 . 275 9 ] [0 . 181 8 ,0 . 277 8 ] [0 . 263 2 ,0 . 360 5 ]

[0 . 344 4 ,0 . 689 7 ] [0 . 151 5 ,0 . 222 2 ] [0 . 153 5 ,0 . 216 3 ]

[0 . 129 2 ,0 . 197 0 ] [0 . 303 0 ,0 . 444 4 ] [0 . 230 3 ,0 . 309 0 ]

.

　　第 5步 : 给出平衡系数μ,并计算各目标的决策

权η1 ,η2 ,η3 .考虑到 3个目标函数是公平竞争的 ,故

取μ = 1/ 3 .根据式 (15) 可计算出
η1 = 0 . 335 2 ,η2 = 0 . 309 4 ,η3 = 0 . 355 4 .

　　第6步 :由 �rij = ∑
s

k = 1

ηk �r ( k)
ij 计算综合效果测度矩

阵

�R =

[0 . 214 7 ,0 . 278 2 ] [0 . 217 6 ,0 . 287 8 ] [0 . 205 0 ,0 . 269 3 ]

[0 . 226 6 ,0 . 281 5 ] [0 . 208 3 ,0 . 278 9 ] [0 . 211 4 ,0 . 278 3 ]

[0 . 265 2 ,0 . 404 3 ] [0 . 200 0 ,0 . 250 7 ] [0 . 212 0 ,0 . 269 2 ]

[0 . 160 2 ,0 . 203 9 ] [0 . 251 4 ,0 . 328 3 ] [0 . 254 0 ,0 . 322 3 ]

.
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　　第 7步 : 利用区间数排序方法确定最优局势.

根据文献 [9 ,10 ] 给出的区间数排序方法 ,可以得

出 :事件 a1的最优对策 b2 ,事件 a2的最优对策 b1 ,事

件 a3 的最优对策 b1 ,事件 a4 的最优对策 b2 ;对策 b1

对应的最优事件为 a3 ,对策 b2 对应的最优事件为

a4 ,对策 b3 对应的最优事件为 a4 .由此可见 ,最优局

势为 S31和 S42 ,即企业的最优决策是 :工厂 3生产产

品 1 ,工厂 4生产产品 2 .

4　结 　　论
　　本文研究决策矩阵为区间数的多目标灰色局势

决策问题.考虑各局势的效果测度与正理想效果值

的接近性以及目标权重本身的不确定性 ,建立了多

目标优化模型 ,利用拉格朗日乘子法提出了目标权

重的一种赋权法 ,并根据区间数的可能度对每个事

件的最优局势进行排序.该模型的计算易于在计算

机上实现.该方法为解决具有区间数多目标灰色局

势决策问题提供了一种实用的决策方法.在事先给

出各方案隶属函数的条件下 ,还可利用模糊区间方

法进一步研究决策信息为区间数的局势决策模型.
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