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摘 要: 研究含比例型手续费的离散时间投资组合优化问题.基于马尔可夫决策过程模型和性能灵敏度分析方法,

推导两个不同投资策略之间的资产长期平均增值率的差分公式,利用差分公式的结构特点,证明了最优性方程,并设

计出可在线应用的策略迭代算法. 仿真实例验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: The discrete-time portfolio optimization problem with proportional transaction costs is considered. By

formulating this problem as a Markov decision problem, the difference of the long-run average growth rate of total wealth

of two different policies is obtained by using a sensitivity-based approach. By analyzing the structure of the difference

formula, the optimality equation and the policy iteration algorithm for the optimal investment policy can be intuitively

derived. Thereby the on-line implementation of the policy iteration algorithm is designed. A numerical example illustrates

the effectiveness of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

动态投资组合优化问题是金融领域的基本问

题, 至今已有 50余年的研究历史[1-5]. 在动态投资组

合优化问题中, 投资者为了实现资产最大化, 需要适

时地调整风险资产 (如股票等)与无风险资产 (如债券

等)的比例. 在传统的研究中,投资组合优化问题首先

被描述为随机控制问题,然后利用动态规划原理和哈

密尔顿-雅可比-贝尔曼方程 (HJB方程)进行求解[1-4].

该类方法常常以连续时间模型为基础, 允许无穷小

时间内的无穷小量交易,这在实际中往往不可行. 同

时,如果资产特性未知,或者交易需付手续费,则求解

HJB方程会比较困难[6-7]. 针对这些情况,需要考虑采

用数值方法或近似方法进行求解,如文献 [5, 8].

本文研究离散时间的动态投资组合优化,并考虑

含有比例型交易成本的问题,投资优化的目标是使资

产的长期平均增值率最大化. 本文采用基于性能灵敏

度分析的优化方法, 首先分析了不同投资策略下, 资

产长期平均增值率的差异,并以此为基础, 推导出最

优性条件,开发出可以在线应用的基于样本路径的策

略迭代优化算法.

相对于传统方法,基于性能灵敏度分析的优化方

法具有分析简洁直观、便于开发基于样本路径的在线

算法、在资产特性的参数未知或者模型结构变化不

大 (仍然满足马尔可夫性)时仍然能够应用等特点. 同

时, 与文献 [9]基于灵敏度分析方法在线性系统连续

状态问题的应用相比,投资组合问题作为一般连续状

态问题,系统动态特性较为复杂.本文通过利用有限

状态拟合所有状态的性能势,给出了连续状态问题性
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能势估计的通用公式. 仿真实例验证了在线策略迭代

算法的有效性.

1 投投投资资资组组组合合合优优优化化化问问问题题题

考虑包含一个无风险资产 (如债券)与𝑁个风险

资产 (如股票)的投资组合.对于增值率为常数 𝑟0的无

风险资产,其价格 𝑝0(𝑡)的变化满足 𝑝0(𝑡 + 1)/𝑝0(𝑡) =

e𝑟0 ;对于风险资产,这里考虑基本的几何布朗运动模

型,第 𝑖支风险资产的价格 𝑝𝑖(𝑡)变化服从

𝑝𝑖(𝑡+ 1)/𝑝𝑖(𝑡) = e𝑟𝑖+𝜎𝑖𝑤𝑖,𝑡 .

其中: 𝑟𝑖为增值率; 𝜎𝑖为波动率; 𝑤𝑖,𝑡为服从标准正态

分布的随机数, 满足𝐸[𝑤𝑖,𝑡] = 0, 𝐸[𝑤𝑖,𝑡𝑤𝑗,𝑡] = 𝛼𝑖,𝑗 ,

𝛼𝑖,𝑗描述了第 𝑖支风险资产与第 𝑗支风险资产之间的

相关性.

令𝑆0(𝑡)表示在时刻 𝑡投资组合中无风险资产的

市值, 𝑆𝑖(𝑡)表示在时刻 𝑡投资组合中第 𝑖支风险资产

的市值, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 在每个时刻,投资者均会根

据既定的投资策略决定如何分配组合中无风险资产

与风险资产的比例. 令𝑈𝑖(𝑡)表示在时刻 𝑡从无风险资

产流向第 𝑖支风险资产的资金量 (即出售无风险资产,

购买第 𝑖支风险资产), 𝑉𝑖(𝑡)表示在时刻 𝑡从第 𝑖支风

险资产流向无风险资产的资金量 (即出售第 𝑖支风险

资产,购买无风险资产), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 这里不考虑

融资或融券交易,即买卖风险资产不存在借贷资金或

资产的情况. 假设交易成本与实际交易资金量成正

比,买卖第 𝑖支风险资产的手续费比例分别记为𝜆𝑖 ∈
[0, 1]和𝜇𝑖 ∈ [0, 1], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 根据以上描述,资

产组合的动态变化满足如下方程:

𝑆0(𝑡+1) =

e𝑟0
[
𝑆0(𝑡)−

𝑁∑
𝑖=1

(1+𝜆𝑖)𝑈𝑖(𝑡)+

𝑁∑
𝑖=1

(1−𝜇𝑖)𝑉𝑖(𝑡)
]
, (1)

𝑆𝑖(𝑡+1) = e𝑟𝑖+𝜎𝑖𝑤𝑖,𝑡 [𝑆𝑖(𝑡)+𝑈𝑖(𝑡)−𝑉𝑖(𝑡)],

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (2)

其中𝑤𝑖,𝑡为服从标准正态分布的随机数, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁 . 在时刻 𝑡,资产组合的总价值记为

𝑀(𝑡) = 𝑆0(𝑡) +

𝑁∑
𝑖=1

𝑆𝑖(𝑡).

投资者的目标是实现资产组合总价值的长期平均增

值率 𝜂最大,即

𝜂 = lim
𝑇→∞

1

𝑇
𝐸[ln𝑀(𝑇 )]. (3)

以上是投资组合优化问题的基本描述, 但从

控制的角度看, 该随机过程的状态 {𝑆0(𝑡), 𝑆1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑆𝑁 (𝑡), 𝑡 ⩾ 0}随着时间推移可能会变得无穷大,因此

是不稳定的. 定义新的状态变量

𝑠0(𝑡) :=
𝑆0(𝑡)

𝑀(𝑡)
, 𝑠𝑖(𝑡) :=

𝑆𝑖(𝑡)

𝑀(𝑡)
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

新的控制泛函

𝑢𝑖(𝑡) :=
𝑈𝑖(𝑡)

𝑀(𝑡)
, 𝑣𝑖(𝑡) :=

𝑉𝑖(𝑡)

𝑀(𝑡)
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

基于新定义状态变量和控制泛函,资产总值满足

𝑀(𝑡+ 1) =

𝑀(𝑡)
{
e𝑟0

[
𝑠0(𝑡)−

𝑁∑
𝑖=1

(1 + 𝜆𝑖)𝑢𝑖(𝑡)+

𝑁∑
𝑖=1

(1− 𝜇𝑖)𝑣𝑖(𝑡)
]
+

𝑁∑
𝑖=1

e𝑟𝑖+𝜎𝑖𝑤𝑖,𝑡(𝑠𝑖(𝑡) + 𝑢𝑖(𝑡)− 𝑣𝑖(𝑡))
}
. (4)

资产总值的长期平均增值率可以改写为

𝜂 =

lim
𝑇→∞

1

𝑇
𝐸
{ 𝑇−1∑

𝑡=0

ln
[
e𝑟0

(
𝑠0(𝑡)−

𝑁∑
𝑖=1

(1 + 𝜆𝑖)𝑢𝑖(𝑡) +

𝑁∑
𝑖=1

(1− 𝜇𝑖)𝑣𝑖(𝑡)
)
+

𝑁∑
𝑖=1

e𝑟𝑖+𝜎𝑖𝑤𝑖,𝑡(𝑠𝑖(𝑡) + 𝑢𝑖(𝑡)− 𝑣𝑖(𝑡))
]}

. (5)

不难看出,新的状态变量 𝑠0(𝑡) ∈ [0, 1]和 𝑠𝑖(𝑡) ∈ [0, 1]

(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)分别为无风险资产和第 𝑖支风险资

产占资产总值的比例,满足

𝑠0(𝑡) +

𝑁∑
𝑖=1

𝑠𝑖(𝑡) = 1, ∀𝑡 ⩾ 0.

类似地, 新的控制泛函𝑢𝑖(𝑡)和 𝑣𝑖(𝑡)分别为时刻 𝑡买

卖第 𝑖支风险资产占资产总值的比例,满足

0 ⩽
𝑁∑
𝑖=1

(1 + 𝜆𝑖)𝑢𝑖(𝑡) ⩽ 𝑠0(𝑡), 0 ⩽ 𝑣𝑖(𝑡) ⩽ 𝑠𝑖(𝑡).

根据新定义的状态变量和控制泛函,投资组合优

化问题可以看作是随机过程 𝑠(𝑡) = {𝑠0(𝑡), 𝑠1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑠𝑁 (𝑡)}上的最优控制问题,控制策略 (即投资策略)为

𝑑 = {𝑢𝑖(𝑡, 𝑠(𝑡)), 𝑣𝑖(𝑡, 𝑠(𝑡)), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}. 投资者

的目标是寻找最优的投资策略, 使得其对应的资产

总值长期平均增值率最大. 最优资产增值率记为 𝜂∗

= max𝑑 𝜂
𝑑,其中上标 𝑑为策略的相关性.

2 基基基于于于性性性能能能灵灵灵敏敏敏度度度分分分析析析的的的优优优化化化方方方法法法

本节采用基于性能灵敏度分析的方法分析和求

解投资组合优化问题.首先定义与投资组合优化问题

等价的马尔可夫决策过程,然后基于性能势的核心概

念,推导不同投资策略的资产长期增值率的差分公式,

并设计策略迭代算法.

2.1 等等等价价价马马马尔尔尔可可可夫夫夫决决决策策策过过过程程程

考虑以 𝑠(𝑡) = {𝑠0(𝑡), 𝑠1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑁 (𝑡), 𝑡 ⩾ 0}为
状态变量的投资组合优化问题,由于在任何时刻,均
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有 𝑠0(𝑡) +

𝑁∑
𝑖=1

𝑠𝑖(𝑡) = 1, 只需取𝑋(𝑡) = (𝑠1(𝑡), 𝑠2(𝑡),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑁 (𝑡))T作为马尔可夫决策过程的状态变量,即以

各支风险资产占资产总值的比例为状态变量, 状态

空间为𝑺 = [0, 1]𝑁 . 文献 [3]已证明,在风险资产增值

率与波动性都时不变的情况下, 连续时间投资组合

优化问题的最优投资策略是平稳的, 因此只考虑平

稳策略, 即投资策略 𝑑 = {𝑢𝑖(𝑠(𝑡)), 𝑣𝑖(𝑠(𝑡)), 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}是从状态空间到行动空间的映射.

令𝑩为状态空间𝑺的𝜎代数. 为了简单,假设本

文所讨论的集合和函数均可测. 当时刻 𝑡各支风险资

产所占总资产的比例为𝑋(𝑡) = 𝑥 ∈ [0, 1]𝑁时,由于各

种资产的价格变化和投资者根据某既定策略 𝑑进行

交易,在时刻 𝑡 + 𝑘,状态变量𝑋(𝑡 + 𝑘)处于子集𝐵 ∈
𝑩的概率可以表示为𝑃 𝑑,𝑘(𝐵∣𝑥), 𝑘 ⩾ 1, 上标 𝑑为其

策略相关性. 集函数𝑃 𝑑,𝑘(𝐵∣𝑥)称为 𝑘步状态转移函

数, 满足𝑃 𝑑,𝑘(𝑺∣𝑥) = 1, ∀𝑥 ∈ 𝑺. 当 𝑘 = 1时, 一步

状态转移函数𝑃 𝑑,1通常简记为𝑃 𝑑. 为了一致性, 记

𝑃 𝑑,0(𝐵∣𝑥) = 𝐼(𝐵∣𝑥), 𝐼为示性函数,满足 𝐼(𝐵∣𝑥)=1当

且仅当𝑥∈𝐵. 两个转移函数𝑃 𝑑,𝑘1(𝐵∣𝑥)和𝑃 𝑑,𝑘2(𝐵∣𝑥)
的乘积定义为

(𝑃 𝑑,𝑘1𝑃 𝑑,𝑘2)(𝐵∣𝑥) :=
w
𝑺
𝑃 𝑑,𝑘2(𝐵∣𝑦)𝑃 𝑑,𝑘1(d𝑦∣𝑥). (6)

进而有𝑃 𝑑,𝑘 = 𝑃 𝑑,𝑘−1𝑃 𝑑. 对于任何转移函数𝑃 𝑑,𝑘(𝐵∣
𝑥)(𝑘 ⩾ 0)和任何函数 𝑞(𝑥),定义对应的转移算子为

(𝑷 𝑑,𝑘𝑞)(𝑥) :=
w
𝑺
𝑞(𝑦)𝑃 𝑑,𝑘(d𝑦∣𝑥). (7)

同时,可知 (𝑷 𝑑,𝑘𝑞)(𝑥) = 𝐸[𝑞(𝑋(𝑘))∣𝑋(0) = 𝑥].

根据总资产长期平均增值率的表达式 (5), 可以

定义单阶段总资产的期望增值率.当风险资产的比例

为 (𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑁 )时,定义

𝑓𝑑(𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑁 ) =

𝐸
{
ln
[
e𝑟0

(
1−

𝑁∑
𝑖=1

𝑠𝑖 −
𝑁∑
𝑖=1

(1 + 𝜆𝑖)𝑢𝑖+

𝑁∑
𝑖=1

(1− 𝜇𝑖)𝑣𝑖

)
+

𝑁∑
𝑖=1

e𝑟𝑖+𝜎𝑖𝑤𝑖(𝑠𝑖 + 𝑢𝑖 − 𝑣𝑖)
]}

. (8)

其中: 上标 𝑑 = {𝑢𝑖, 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}为策略相关
性, 𝑓𝑑为关于𝑛维正态随机变量 (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑁 )求

期望. 给定某初始资产比例𝑥 = (𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑁 ),在策

略 𝑑下,总资产长期平均增值率为

𝜂𝑑(𝑥) =

lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇−1∑
𝑡=0

𝐸[𝑓𝑑(𝑋(𝑡))
∣∣∣𝑋(0) = 𝑥] =

lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇−1∑
𝑡=0

(𝑷 𝑑,𝑡𝑓𝑑)(𝑥) = (𝑷 𝑑∗𝑓𝑑)(𝑥), (9)

其中𝑷 𝑑∗为样本路径平均算子,定义为

𝑷 𝑑∗ := lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇−1∑
𝑡=0

𝑷 𝑑,𝑡.

在马尔可夫决策过程中, 𝜂𝑑称为策略 𝑑的性能指

标, 𝑓𝑑称为单步收益函数. 因为风险资产的波动性满

足高斯分布,而高斯分布在状态空间的各个子集均有

支撑,所以假设对于任意函数 𝑞(𝑥),当 𝑡 → ∞时,有如

下遍历性:

lim
𝑡→∞

(𝑷 𝑑,𝑡𝑞)(𝑥) = (𝜋𝑑𝑞)𝑒(𝑥). (10)

其中: 𝜋𝑑为概率测度; 𝜋𝑑ℎ :=
w
𝑺
𝑞(𝑥)𝜋𝑑(d𝑥)为在测

度𝜋𝑑下函数ℎ的均值; 𝑒(𝑥) ≡ 1, ∀𝑥 ∈ 𝑺. 𝜋𝑑通常称为

转移函数𝑃 𝑑,𝑘对应的稳态分布 (或不变分布),它可以

看作是由投资策略 𝑑经过长期交易使得资产分布稳

定后,各支风险资产占总资产的比例,因此有

𝜂𝑑(𝑥) = lim
𝑘→∞

(𝑷 𝑑,𝑘𝑓𝑑)(𝑥) = (𝜋𝑑𝑓𝑑)𝑒(𝑥). (11)

在不产生歧义的情况下,本文也用 𝜂𝑑表示标量𝜋𝑑𝑓𝑑,

有 𝜂𝑑(𝑥) = 𝜂𝑑𝑒(𝑥).

对于任意𝑥 ∈ 𝑺,定义性能势 𝑔(𝑥)为

𝑔𝑑(𝑥) =

lim
𝑇→∞

𝐸
{ 𝑇−1∑

𝑡=0

[𝑓𝑑(𝑋(𝑡))−𝜂𝑑]
∣∣∣𝑋(0) = 𝑥

}
. (12)

直观上说, 𝑔𝑑(𝑥)度量了某种初始风险资产比例对总

资产长期平均增值率的潜在贡献. 可以证明, 𝑔𝑑(𝑥)满

足如下泊松方程:

(𝑰 − 𝑷 𝑑)𝑔𝑑(𝑥) = 𝑓𝑑(𝑥)− 𝜂𝑑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑺. (13)

泊松方程的解相差一个常数, 即如果 𝑔𝑑是式 (13)的

解,则对于任意常数 𝑐, 𝑔𝑑 + 𝑐𝑒也是它的解.

2.2 投投投资资资策策策略略略优优优化化化

基于灵敏度分析方法的核心思想是从两个策略

的性能差异入手评价和改进策略.首先讨论两个不同

投资策略下资产增值率的差分公式. 记两个投资策

略 𝑑和ℎ对应的马尔可夫过程分别为 {𝑋𝑑(𝑡), 𝑡 ⩾ 0}
和 {𝑋ℎ(𝑡), 𝑡 ⩾ 0},同理,其他与策略相关的量也以不

同上标 𝑑和ℎ区分. 根据泊松方程 (13),两个投资策略

下总资产的长期平均增值率满足如下引理.

引理 1 增值率差分公式为

𝜂ℎ − 𝜂𝑑 = 𝜋ℎ[(𝑓ℎ + 𝑷 ℎ𝑔𝑑)− (𝑓𝑑 + 𝑷 𝑑𝑔𝑑)]. (14)

证证证明明明 由式 (9)、(10)和泊松方程 (13)可得

𝜂ℎ(𝑥)− 𝜂𝑑(𝑥) = (𝑷 ℎ∗𝑓ℎ)(𝑥)− 𝜂𝑑(𝑥) =

(𝑷 ℎ∗𝑓ℎ)(𝑥) + (𝑷 ℎ∗𝑔𝑑)(𝑥)− (𝑷 ℎ∗𝑔𝑑)(𝑥)−
(𝑷 ℎ∗𝜂𝑑)(𝑥) + (𝑷 ℎ∗𝜂𝑑)(𝑥)− 𝜂𝑑(𝑥) =

[𝑷 ℎ∗(𝑓ℎ + 𝑷 ℎ𝑔𝑑)](𝑥)− [𝑷 ℎ∗(𝑔𝑑 + 𝜂𝑑)](𝑥)+

𝜂𝑑(𝑷 ℎ∗𝑒)(𝑥)− 𝜂𝑑(𝑥) =
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{𝜋ℎ[(𝑓ℎ + 𝑷 ℎ𝑔𝑑)− (𝑓𝑑 + 𝑷 𝑑𝑔𝑑)]}𝑒(𝑥). □

上式最后一步利用了变形之后的泊松方程 𝑔𝑑

+ 𝜂𝑑 = 𝑷 𝑑𝑔𝑑 + 𝑓𝑑. 该性能差分公式的直观解释为:

在两个不同投资策略下,总资产的长期平均增值率由

两部分决定, 一部分是当前状态两个策略单阶段资

产增值率的差,即 𝑓ℎ − 𝑓𝑑;另一部分是当前交易对总

资产长期平均增值率在未来的长期影响,由 (𝑷 ℎ𝑔𝑑 −
𝑷 𝑑𝑔𝑑)度量.

根据差分公式 (14),可以设计出求解最优投资策

略的迭代算法. 首先,需要重新定义两个函数之间的

关系=、⩾、>和ર. 给定状态空间𝑺上的某个概率测

度 𝜈,对于函数 𝑞(𝑥)和 𝑞′(𝑥),除了某个测度为零 (满足

𝜈(𝐵) = 0)的集合𝐵外,对于所有𝑥 ∈ 𝑺,有:

1)如果 𝑞′(𝑥) = 𝑞(𝑥),则记 𝑞′ =𝜈 𝑞;

2)如果 𝑞′(𝑥) ⩾ 𝑞(𝑥),则记 𝑞′ ⩾𝜈 𝑞;

3)如果 𝑞′(𝑥) > 𝑞(𝑥),则记 𝑞 >𝜈 𝑞;

4)如果 𝑞′(𝑥) ⩾ 𝑞(𝑥),且在某个测度为正 (𝜈(𝐵) >

0)的集合𝐵内有 𝑞′(𝑥) > 𝑞(𝑥),则记 𝑞 ર𝜈 𝑞.

类似地, 还可以定义关系⩽𝜈、<𝜈和≺𝜈 . 由上述

定义的关系符号和性能差分公式 (14),得到如下引理.

引理 2 (比较引理) 如果 𝑓ℎ + 𝑷 ℎ𝑔𝑑 ર𝜋ℎ 𝑓𝑑 +

𝑷 𝑑𝑔𝑑,则 𝜂ℎ > 𝜂𝑑.

通常,由于不知道 𝜋ℎ的分布,验证关系≻𝜋ℎ较为

困难.然而,在投资组合优化问题中,因为风险资产的

波动性由高斯分布描述,高斯分布在状态空间的任何

子集上均有支撑,对于所有平稳策略 𝑑,其对应的稳态

概率测度满足𝜋𝑑(𝐵) > 0, ∀𝐵 ∈ 𝑩,所以可以在关系

符号中略去下标𝜋𝑑. 由引理 2, 得到如下最优条件和

最优方程.

定理 1 (最优条件与最优方程) 策略 𝑑是最优

的,当且仅当

𝑓𝑑 + 𝑷 𝑑𝑔𝑑 ર 𝑓𝑑 + 𝑷 𝑑𝑔𝑑, ∀𝑑, (15)

即

𝑓𝑑 + 𝑷 𝑑𝑔𝑑 = max
𝑑

{𝑓𝑑 + 𝑷 𝑑𝑔𝑑}. (16)

利用引理 2,可以设计求解最优投资策略的迭代

算法, 其思路为, 从任意策略 𝑑0出发, 在第 𝑘步迭代,

根据策略 𝑑𝑘,按如下方式构造改进策略:

𝑑𝑘+1 = argmax
𝑑

{𝑓𝑑 + 𝑷 𝑑𝑔𝑑𝑘}. (17)

如果 𝑑𝑘+1和 𝑑𝑘只在测度为零的集合上有差别,则迭

代停止.由引理 2可知,在每步迭代中,改进策略的资

产增值率均增加,定理 1保证了算法停止时得到的策

略是最优的.

3 基基基于于于样样样本本本路路路径径径的的的策策策略略略迭迭迭代代代算算算法法法

根据式 (17), 在每一步迭代中, 需要求出泊松方

程的解 𝑔𝑑𝑘 . 由于投资组合优化问题的非线性性质,求

解泊松方程的闭式解并不容易,需要利用样本路径上

以往的交易和资产价格变化信息,由式 (12)估计得到

性能势. 除了性能势外,基于样本路径上的历史信息

还可以估计出转移函数𝑃 𝑑和单阶段资产增值率 𝑓𝑑.

换言之,即使不知道资产的增值率和波动性参数, 仍

可以采用基于样本路径的策略迭代算法. 本节将详细

讨论基于样本路径的策略迭代算法的设计和实现.

在时刻 𝑡, 记各支资产的价格为 𝑝(𝑡) = (𝑝0(𝑡),

𝑝1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑁 (𝑡))T. 为了一致性,将无风险资产看作波

动性为 0的风险资产, 即𝜎0 = 0. 对于单阶段资产增

值率 𝑓𝑑,根据式 (8),如果资产的增值率 𝑟𝑖和波动性𝜎𝑖

已知,则可以采用数值积分的方法直接计算 𝑓𝑑;如果

资产的参数未知, 则需要从样本路径上估计得到 𝑓𝑑.

传统方法首先估计 𝑟𝑖和𝜎𝑖, 然后计算 𝑓𝑑. 然而, 这种

方法只适用于风险资产满足高斯模型的情况. 本节采

用更一般的对风险资产模型依赖较少的方法,从样本

路径上的交易和价格变化历史直接估计 𝑓𝑑,有

𝑓𝑑(𝑥) =

𝑇−1∑
𝑡=0

[𝐼(𝑥∣𝑋(𝑡))𝑓𝑑(𝑋(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑝(𝑡+ 1))]

𝑇−1∑
𝑡=0

𝐼(𝑥∣𝑋(𝑡))

. (18)

其中: 𝐼(𝑥∣𝑋(𝑡))为示性函数, 𝑓𝑑(𝑋(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑝(𝑡+1))定

义为

𝑓𝑑(𝑋(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑝(𝑡+ 1)) =

ln
[𝑝0(𝑡+ 1)

𝑝0(𝑡)

(
𝑠0(𝑡)−

𝑁∑
𝑖=1

(1 + 𝜆𝑖)𝑢𝑖(𝑡)+

𝑁∑
𝑖=1

(1− 𝜇𝑖)𝑣𝑖(𝑡)
)
+

𝑁∑
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡+ 1)

𝑝𝑖(𝑡)
(𝑠𝑖(𝑡)+

𝑢𝑖(𝑡)− 𝑣𝑖(𝑡))
]
. (19)

在策略迭代算法中, 最重要的一步是估计性能

势 𝑔𝑑𝑘 . 因为资产组合问题是连续状态空间问题, 所

以只能先估计有限个状态的性能势,然后利用它们拟

合其他状态的性能势. 令𝑺𝑀 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑀} ⊂
𝑺表示状态空间中由𝑀个不同状态组成的子集, 称

为基集, 𝑋𝑚 ∈ 𝑺𝑀为基状态, 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 . 根据

性能势定义 (12),对于基状态𝑋𝑚 ∈ 𝑺𝑀 ,其性能势可

以利用下式估计:

𝑔𝑑(𝑋𝑚) ≈
𝑇−𝐿+1∑

𝑡=0

[
𝜌(𝑋𝑚, 𝑋(𝑡))

𝐿−1∑
𝑙=0

𝑓𝑑(𝑋(𝑡+𝑙))
]

𝑇−𝐿+1∑
𝑡=0

𝜌(𝑋𝑚, 𝑋(𝑡))

, (20)

其中 𝜌(𝑋𝑚, 𝑋(𝑡))为权重系数. 事实上,式 (20)估计了
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泊松方程的某个特解,它满足规范化条件

𝑔𝑑(𝑥) = lim
𝑇→∞

𝐸
{ 𝑇−1∑

𝑡=0

𝑓𝑑(𝑋(𝑡))
∣∣∣𝑋(0) = 𝑥

}
.

式 (20)可以看作多种方法的通用表达式. 如果将状态

空间离散为𝑀个子集, 然后在每个子集中选择一个

代表状态作为基状态𝑋𝑚,并将示性函数作为权重函

数, 即 𝜌(𝑋𝑚, 𝑋(𝑡)) = 1当且仅当𝑋𝑚和𝑋(𝑡)在同一

子集中, 则式 (20)可以看作是离散化方法. 基状态的

选择会影响策略迭代算法的收敛速度,理论上, 基状

态个数越多,算法收敛越快;同时,基状态在空间分布

比较均匀合理时,算法的收敛也会较快. 本文选取样

本路径上的𝑀个不同状态作为基状态, 为了操作简

单, 可以选择随机投资策略下的样本路径的前𝑀个

状态, 这样产生的基状态空间分布比较均匀. 同时,

本文选择与距离相关的权重函数进行拟合,如 𝜌(𝑋𝑚,

𝑋(𝑡)) = ∥𝑋𝑚, 𝑋(𝑡)∥2,那么,根据基状态的性能势,其

他非基状态的性能势可以按下式进行估计:

𝑔𝑑(𝑥) ≈
𝑀∑

𝑚=1

𝜅(𝑋𝑚, 𝑥)𝑔𝑑(𝑋𝑚), 𝑥 ∈ 𝑺 − 𝑺𝑀 , (21)

其中𝜅(𝑋𝑚, 𝑥)为权重系数,满足
𝑀∑

𝑚=1

𝜅(𝑋𝑚, 𝑥) = 1.

最后,需要估计𝑷 𝑑𝑔𝑑. 由于资产组合问题的非线

性性质,估计状态转移概率并计算𝑷 𝑑𝑔𝑑并不容易,但

是可以将𝑷 𝑑𝑔𝑑作为整体直接估计.根据定义

𝑷 𝑑𝑔𝑑(𝑥) =w
𝑺
𝑔𝑑(𝑦)𝑃 𝑑(d𝑦∣𝑥) = 𝐸[𝑔𝑑(𝑋(𝑡+1))∣𝑋(𝑡) = 𝑥], (22)

利用 𝑔𝑑(𝑋(𝑡+ 1))作为𝑷 𝑑𝑔𝑑(𝑋(𝑡))的估计式,得到

𝑷 𝑑𝑔𝑑(𝑥) ≈

𝑇−1∑
𝑡=0

[𝐼(𝑥∣𝑋(𝑡))𝑔𝑑(𝑋(𝑡+ 1))]

𝑇−1∑
𝑡=0

𝐼(𝑥∣𝑋(𝑡))

, (23)

其中 𝐼(𝑥∣𝑋(𝑡))为示性函数. 类似地,将式 (23)中的策

略 𝑑换为ℎ可以估计得到𝑷 ℎ𝑔𝑑.

根据上述各个估计式,基于样本路径的策略迭代

算法如下.

算法 1 基于样本路径的策略迭代算法.

Step 1: 初始化. 选择算法中的参数, 包括𝑇、𝑀

等,任选一个投资策略 𝑑0,并令 𝑘 = 0.

Step 2: 策略评价. 由策略 𝑑𝑘进行交易, 得到样

本路径 {𝑋𝑘(0), 𝑋𝑘(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑘(𝑇 − 1)}和价格变化历
史 {𝑝𝑘(0), 𝑝𝑘(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑘(𝑇 − 1)}. 基于历史信息和式

(18)、(20)、(21)和 (23),估计式 (16)中的各个参量.

Step 3: 策略改进. 根据式 (16)或 (17)构造改进策

略 𝑑𝑘+1. 如果 𝑑𝑘+1 = 𝑑𝑘 (或满足其他停止条件),则算

法停止, 最优投资策略为 𝑑𝑘; 否则, 令 𝑘 = 𝑘 + 1, 返

回 Step 2.

文献 [9]证明了机器学习算法的收敛性. 在实际

应用中, 由于归一化后状态和行动变量都在 [0,1]之

间,可以采取离散化的方法将状态与行动离散化为有

限个值,这样根据实际可用样本的数量选择离散化的

粗细程度,使得算法的收敛满足要求.下面通过一个

实例验证基于样本路径的策略迭代算法的效果.

例 1 考虑只包含一支风险资产和一支无风险

资产的投资组合,无风险资产的增值率为 𝑟0, 风险资

产的增值率为 𝑟1,波动率为𝜎1. 由于含有手续费的离

散时间投资组合优化问题的最优解不易求得,这里使

用连续时间问题的最优解进行比较.

文献 [3]已经证明,在满足 ∣𝑟1 − 𝑟0∣ < 𝜎2
1/2的一

般情况下, 含有比例型手续费的连续时间投资组合

优化问题的最优策略是采用最少的交易操作保持风

险资产的比例位于特定的区间; 在满足 ∣𝑟1 − 𝑟0∣ ⩾
𝜎2
1/2的特殊情况下, 最优策略是全部投资于风险资

产. 本例中取 𝑟0 = 6%, 𝑟1 = 12%, 𝜎1 = 0.6. 根据上述

结论,当没有交易手续费时, 连续时间情况的最优策

略是保持风险资产的比例为

𝑠∗1 = (𝑟1 − 𝑟0)/𝜎
2
1 + 1/2 ≈ 0.67;

当交易费用存在时,最优策略是保持风险资产的比例

位于以 𝑠∗1 ≈ 0.67为中心的特定区间内, 并且随着交

易费用的增加,区间也会扩大.

采用基于样本路径的策略迭代算法对以下 3种

不同手续费的情况进行求解: 1)𝜆1 = 𝜇1 = 0,即无手

续费的情况; 2)手续费比例为𝜆1 = 𝜇1 = 0.01; 3)手续

费比例为𝜆1 = 𝜇1 = 0.03.

以每周作为交易周期,在策略迭代算法中,首先

任意选择初始投资策略,如随机策略.在初始随机策

略下, 在每个交易周期开始时, 随机买卖一定数量的

风险资产. 经过一定时间, 根据已有的交易、历史价

格的变化信息、式(18)、(20)、(21)和 (23),计算出策略

迭代算法中所需要的相关参量,并构造更好的改进策

略.在改进策略下, 重复上述过程, 进行策略迭代.经

过 3次迭代,得到如图 1所示的策略.
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图 1 基于样本路径的策略迭代算法结果

图 1中, 𝑥轴为风险资产占总资产的比例, 即状
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态变量𝑋 = 𝑠1; 𝑦轴为不同状态下所采取的交易, 以

𝑢1 − 𝑣1的形式表示. 即在某个状态:

1)若𝑢1 − 𝑣1 > 0,则买入风险资产,数量为 ∣𝑢1 −
𝑣1∣;

2)若𝑢1 − 𝑣1 < 0,则卖出风险资产,数量为 ∣𝑢1 −
𝑣1∣;

3)若𝑢1 − 𝑣1 = 0,则不进行任何交易.

对于第 1种情况 (𝜆1 = 𝜇1 = 0), 连续时间情况

下的最优策略应该是一条经过点 (0, 0.67)、(0.67, 0)

和 (1,−0.33)的直线.由图 1可见,基于样本路径的策

略迭代算法给出的策略与连续时间情况下的最优策

略非常接近.其中的差别主要源于本文考虑的是离散

时间情况的问题.对于其他两种情况, 迭代算法给出

的策略形式是合理的,与连续时间情况下的策略形式

相符,其中一些误差主要来自估计相关参量时的误差.

即使这些误差存在, 对策略性能的影响也比较微弱,

这是因为在上述形式的策略下,系统的稳定状态以大

概率位于以 0.67为中心的无交易区间,上述误差只是

影响过渡状态的策略性能,对于稳定状态下的系统性

能影响比较微弱.

4 结结结 论论论

本文采用基于性能灵敏度分析的优化方法分析

和求解金融领域的动态投资组合优化问题,推导出不

同投资策略下资产长期平均增值率的差分公式,以此

为基础证明了最优性条件,并开发出可以在线应用的

基于样本路径的策略迭代优化算法. 与传统基于动态

规划的方法相比,基于灵敏度分析的方法具有以下特

点: 1)分析简洁直观,对投资策略收益的比较、最优性

方程的推导、策略迭代算法的设计都是基于投资策略

增值率的差分公式; 2)性能势等核心概念都是用样本

路径定义,因此可以直接开发基于样本路径的在线算

法, 即根据历史投资信息对投资策略进行学习优化;

3)所提出的方法适用性较强,在资产特性参数未知或

模型结构变化不大 (满足马尔可夫性)时,仍然能够应

用. 例如,考虑风险资产增值率存在跳变的情况,如果

跳变具有马尔可夫性,则本文分析框架和方法仍然适

用. 如何挖掘问题特点,设计更加高效的在线算法是

未来的研究重点.
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