
教案：紧致性 3 

乘积空间的紧致性 
 

   易知紧致性没有遗传性。但有可乘性，先证以下引理： 

引理  设 是A X的紧致子集，y是Y的一点，在乘积空间 X Y× 中，W

是 { }A y× 的邻域，则存在 和 的开邻域U 和V ，使得U VA y W× ⊂ 。 

证： x A∀ ∈ ，则 ( , )x y 是W 的内点，因此 ,x y∃ 的开邻域 ,x xU V ，

使得 ，而{ |x xU V W× ⊂ }xU x A∈ 是 A在 中的开覆盖，又X A紧致，

有有限子覆盖{ |xU x A∈ } }
1
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nx xU U 。令
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则U 和V 分别是 和 的开邻域，且A y
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定理 2.7  若 X与Y都紧致，则 X Y× 也紧致。 

证：设 µ 是 X Y× 的开覆盖，要证它有有限子覆盖。 y Y∀ ∈ ，则

，从而是紧致的。{ }X y X× ≅ µ也是它在 X Y× 中的开覆盖，有有限子

覆盖。即存在µ中有限个开集，他们的并集 是yW { }X y× 的邻域。由引

理，有 y的邻域 ，使得 ，因而yV yX V W× ⊂ y yX V× 被µ中有限个开

集覆盖。{ | }yV y Y∈ 是紧空间Y 的开覆盖，有有限子覆盖 ，

于是即 ，其中每个
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( )
iyX V× 都被µ中有限个开集覆

盖。于是 X Y× 被µ中有限个成员覆盖。 

命题 1：[0 是紧致空间。 ,1]

推论：[0,1] [0,1]
n

× ×  紧致。 

命题 2：紧致度量空间是有界的。 
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证： 是 的开覆盖，有有限子覆盖，

。令 

{ ( ,1) | }i iB x x X∈ X

1{ ( ,1), , ( ,1)}nB x B x

max{ ( , ) |1 }i jM d x x i j n= ≤ < ≤  

,x y X∀ ∈ ， ，有( ,1), ( ,1)iB x B x∃ j ( ,1), ( ,1)i jx B x y B x∈ ∈ ，

于是 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2i i j jd x y d x x d x x d x y M≤ + + ≤ +  

所以 有界。 X

命题 3： A是 的紧致子集
n ⇔ A是有界闭集。 

证：⇒易知。 

⇐  [ , ]nA N N⊂ − ，而紧致空间的闭子集紧致。 

 

紧致度量空间 
 

命题 2.10  紧致 空间是列紧的。 1C

度量空间 的子集( , )X d A称为 的一个X δ −网（ 0δ > ），如果

, ( , )x X d x A δ∀ ∈ < ，即 ( , )
a A

B a Xδ
∈

=∪ 。 

命题 2.11   对任给 0δ > ，列紧度量空间存在有限的δ −网。 

设µ是列紧度量空间 ( , )X d 的一个开覆盖， X µ∉ 。定义 

( ) sup{ ( , ) | }Cx d x U Uµϕ µ= ∈ 。则 µϕ 是 上的连续函数。 X

定义 2.3    设µ是列紧度量空间 ( ),X d 的一个开覆盖，X µ∉ ，称

函数 µϕ 的最小值为µ的 数，记作Lebesgue ( )L µ 。 

命题 2.12    ( )L µ 是正数；并且当 ( )0 Lδ µ< < 时， x X∀ ∈ ， ( ),B x δ
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必包含在µ的某个开集U 中。 

命题 2.13    列紧度量空间是紧致的。 
定理 2.5     若 X 是度量空间，则 X 列紧 X⇔ 紧致。 
 

（2004浙大考研试题）若一族开区间{ }Iα 覆盖了闭区间[0 ，则必

存在一个正数

,1]

0δ > ，使得[0 中的任意两点,1] 1 2,x x 满足 1 2x x δ− <

时，必属于某个开区间 { }I Iβ α∈ 。 

证明：（1）作函数 :[0,1]f → ，  sup{ ( , ) | }Cx d x Iα α ∈Γ

则 f 连续，且 ( ) 0f x > 。而闭区间上的连续函数一定有最小值，令

1 min{ ( ) | [0,1]}
2

f x xδ = ∈ 。 

（2） x X∀ ∈ ，0 ( )f xδ< < ，因此存在 Iα，使得 ( , )Cd x Iα δ> ，

从而 ( , )x x Iαδ δ− + ⊂ 。 

（3）而满足 1 2x x δ− < 的点 1 2,x x 必在某个 ( , )x xδ δ− + 中，

从而命题得证。 
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