
教案 11：可数公理 

1.3可数公理 
邻域系：设 ，把 的所有邻域的集合称为 的邻域系，记作

。 

x X∈ x x

( )N x

邻域基： 的一个子集( )N x Γ称为 的一个邻域基，如果 的每个邻域

至少包含 中的一个成员。 

x x
Γ

EX1. 本身为 的一个邻域基。 的所有开邻域构成 的一个邻

域基。 

( )N x x x x

EX2. 若Γ是拓扑空间 X 的拓扑基，则 { | }B x BΩ = ∈Γ ∈ x是 的一个

邻域基。 

EX3. 对于度量空间 ( , )X d ， x X∈ ，{ ( , ) | 0}B x ε ε > 是 的一个邻域

基。{ (

x

, ) |B x q q为正有理数}是 的一个邻域基。x 1{ ( , ) | }B x n
n

∈ 也是 的

一个邻域基。 

x

1C 公理：任意一点都有可数的邻域基。 

EX4. 对于度量空间 ( , )X d ，{ ( , ) |B x q q为正有理数}是 的一个可数

邻域基。

x
1{ ( , ) | }B x n
n

∈ 也是 的一个可数邻域基。故度量空间满足 公

理。 

x 1C

EX5. ( , )fτ 不满足 公理。 1C

Pro.1 如果 X 在 处有可数邻域基，则 有可数邻域基{ ，使得

时， 。 

x x }nV

m n> m nV V⊂

Pro.2 若 X 是 空间，1C ,A X x A⊂ ∈ ，则 A中存在收敛到 的序列。 x

Col. 若 X 是 空间，1C 0x X∈ ，映射 满足：当:f X Y→ 0nx x→ 时，

0
( ) ( )nf x f x→ ，则 在f 0x 连续。 
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2C 公理：有可数拓扑基。 

EX6. 由离散度量诱导出的拓扑空间不是 空间。 2C

2C 空间⇒ 空间，事实上，若1C X 有可数拓扑基Γ，则任意点 有可

数的邻域基{ |

x

}B x B∈Γ ∈ 。 

2C 空间是可分空间。 

Pro.3 可分度量空间是 空间。 2C

EX7. Hilbert空间Eϖ是度量空间，规定内积 

1
({ },{ })n n n

n
nx y x

∞

=

= ∑ y ，它决定度量 :ρ  

2

1
({ },{ }) ( )n n n n

n
x y xρ

∞

=

= −∑ y 。 

Th2.1 ( 定理) 若拓扑空间
..

Lindel o f X 满足 ， 公理，则它也满足

公理。 

2C 3T

4T

 

1.4拓扑空间的遗传性与可乘性 
一种拓扑性质称为有遗传性的，如果一个拓扑空间具有它时，子空间

也具有它；一种拓扑性质称为有可乘性的，如果两个拓扑空间具有它时，

它们的乘积空间也具有它。 
EX8.  可分性是可乘的，但不具有遗传性。 

      公理都有遗传性和可乘性。 1 2 3, ,T T T

      公理没有遗传性和可乘性。 4T

1C 公理和 公理都有遗传性和可乘性。 2C

例题： 

证明 X 为 Hausdorff 空间当且仅当 }|),{()( XxxxX ∈=∆ 是乘积空
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间 XX × 的闭集。 

证明：（必要性）要证 为闭集，只要证它的余集是开集。

， 为内点。由 知， ，

因 X 为 Hausdorff 空间知，存在 的开邻域U ，

)(X∆

CXyx ))((),( ∆∈∀ ),( yx CXyx ))((),( ∆∈ yx ≠

x y的开邻域V ，使得

，于是 ，所以 为内点，这就证明

了 为闭集。   

Φ=VU ∩ CXVUyx ))((),( ∆⊂×∈ ),( yx

)(X∆

（ 充 分 性 ） 对 , ,x y X x y∀ ∈ ≠ ， 由 ( )X∆ 的 定 义 知 ，

，即 ，由( , ) ( )x y X∉∆ ( , ) ( ( ))Cx y X∈ ∆ )(X∆ 为闭集知： 为

开 集 ， 于 是 存 在 开 集 使 得 ， 由

知， 为

( )CX∆

,U V CXVUyx ))((),( ∆⊂×∈

( ( ))CU V X× ⊂ ∆ ,U V ,x y的不相交的邻域，这就证明了 X为

Hausdorff空间。 
 
作业： 
P.43  Ex 7  Ex 16  Ex 18 
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