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摘 要: 针对随机事件驱动的网络化控制系统,研究其中的有限时域和无限时域内最优控制器的设计问题.首先,根

据执行器介质访问机制将网络化控制系统建模为具有多个状态的马尔科夫跳变系统;然后,基于动态规划和马尔科

夫跳变线性系统理论设计满足二次型性能指标的最优控制序列,通过求解耦合黎卡提方程的镇定解,给出最优控制

律的计算方法,使得网络化控制系统均方指数稳定;最后,通过仿真实验表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: The finite and infinite horizon optimal control problem is studied for networked control systems wherein actuators

are activated in groups by a stochastic event. The system is built as a switching Markov jump linear system according to the

medium access mechanism of actuators. Based on the theory of Markovian jump linear system and dynamic programming,

the optimal control sequence is derived to satisfy the quadratic performance index. The calculation technique of optimal

control law is given by solving stabilizing solutions of coupled Riccati equations to achieve the stability of networked control

systems in the exponentially mean square sense. Finally, a numerical example is given to demonstrate the effectiveness of

the proposed method.
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0 引引引 言言言

在网络化控制系统 (NCS)中,控制器通过共享网

络与数量众多的传感器和执行器进行通信. 由于网络

资源有限, 在每个控制周期内只有部分传感器/执行

器能够获得信道与远程控制器进行数据交换,称此为

NCS的介质访问约束. 介质访问约束现象广泛存在于

NCS中, 比如,借助有限带宽通信的复杂工业控制系

统、存在互扰的声纳和雷达的海空监控系统等[1-3]. 介

质访问约束使得控制器输入和控制量均无法及时获

得更新, 在一定程度上会影响系统控制性能,甚至造

成系统失稳. 因此,对于NCS的介质访问约束及其相

关问题的研究具有重要的理论意义和应用价值[4-6].

国内外很多学者对NCS的介质访问调度和控

制器设计问题进行了研究. Brockett首次采用通信

序列[7]描述网络通信介质的访问顺序, 由此开启了

介质访问调度的序幕. 在通信序列概念的基础上,

Rehbinder等[8]利用静态通信序列将NCS建模为周期

系统,通过求解一个组合优化问题获得最优的周期通

信序列. Lincoln等[9]提出了一种更加行之有效的最

优通信序列搜索策略,该策略借助动态规划法移除信

息树上不必要的枝干以避免维数扩张,通过合并搜索

信息树性能指标进行反向迭代,从而得到最优通信序

列和控制器. 近年来, Zhang等[10]利用周期通信序列

保持NCS的结构特性, 完成了通信调度与控制器的

协同设计. 随后, 文献 [11]考虑了介质访问约束和诱

导时延共存的NCS,设计了具有时延补偿的最优状态

反馈控制器和静态通信序列.上述通信序列都局限于

离线设计的静态周期序列, 在系统出现随机扰动时,
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很难做出及时的响应, 不利于通信资源的合理利用.

Guo等[12-13]在控制与通信调度高度耦合的条件下,设

计了NCS的输出反馈控制器及其动态调度序列, 由

于介质访问序列是基于反馈策略在线确定的,可以避

免静态调度中出现的问题.

上述研究都基于这样一个假设, 即NCS中的传

感器和执行器都为时钟驱动且为可调度的. 然而,在

部分NCS中, 传感器和执行器与控制器的通信均由

随机事件驱动,如森林火灾监测和灭火系统、气象监

测系统等. 此时,基于通信调度的控制方法不再适用

于这类NCS. 近年来, Guo[14]针对一类执行器的介质

访问状态由过程驱动的NCS,提出时滞依赖状态反馈

控制器的设计方法, 实现了系统的均方稳定控制,但

其结果需要求解非严格线性的矩阵不等式,计算量较

大,且常常得不到有效解. 文献 [15]将控制器综合与

执行器分配机制结合在一起,在此基础上设计了模式

和时滞依赖的状态反馈控制器, 且利用标准的数字

软件即可获得有效解. 需要指出的是,目前与具有通

信受限的NCS相关的大部分研究成果, 主要集中在

NCS的建模、控制和稳定性分析方面,没有充分考虑

NCS的控制性能. 针对此类存在介质访问约束的

NCS,如何进行控制器的综合,同时兼顾系统的稳定

性和控制性能值得深入研究.

本文针对执行器访问为随机事件驱动的NCS,研

究其有限时域和无限时域内最优控制器的设计问题.

考虑到随机事件的概率分布特性, 将NCS建模为具

有多个状态的跳变系统.以动态规划和跳变线性系统

理论为基础,设计了使二次型性能指标极小化的最优

控制器.在求解耦合代数黎卡提方程镇定解的基础上,

给出了最优控制律的计算方法, 保证了NCS的均方

指数稳定.

1 系系系统统统描描描述述述

本文符号说明如下: 𝑅𝑛和𝑅𝑛×𝑛分别为实数域

上的𝑛维和𝑛× 𝑛维Euclidean空间; 𝑃 > 0(𝑃 ⩾ 0)为

𝑃 对称正定 (半正定)矩阵; 上标“ T ”和−1分别为矩

阵转置和矩阵求逆; tr(𝑋)为求矩阵𝑋的迹; {𝑋𝑖}𝑁𝑖=1

为矩阵𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑁的集合; 𝐸(𝑣)和Pr(𝑣)分别为

随机变量 𝑣的数学期望和概率; 定义𝑍 = {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ },

𝑇 = {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,T − 1}, 𝑁 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,N }, 𝑇 和𝑁为

正整数.

NCS结构如图 1所示,被控对象为离散线性时不

变系统,即

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘) +𝐺𝜔(𝑘). (1)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 = [𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑢𝑚]T ∈ 𝑅𝑚分别为系统的状态和控制输入, 𝑥(0) =

𝑥0; 𝜔(𝑘) ∈ 𝑅𝑟为高斯白噪声向量,满足𝐸(𝜔(𝑘)) = 0,

𝐸(𝜔(𝑘)𝜔T(𝑘)) = 𝑍, 当 𝑙 ∕= 𝑘时, 𝐸(𝜔(𝑘)𝜔T(𝑙)) = 0;

𝑥𝑝为传感器 𝑝测量到的系统状态, 𝑢𝑖为执行器 𝑖接收

到的控制信号; 𝐴, 𝐵, 𝐺分别为具有相应维数的常数

矩阵.
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图 1 NCS结构

在NCS中, 被控对象通过共享网络与控制器进

行连接. 由于网络通信带宽的限制,在任意时刻只有

𝑞个执行器能够被激活,从控制器取得实时控制信息,

其中 1 ⩽ 𝑞 < 𝑚. 在下一个控制周期,另外 𝑞个执行器

被激活执行控制任务.因此,对于NCS的执行器端而

言,共有𝑁 = 𝐶𝑞
𝑚种激活模式. 为了方便讨论,假设被

控对象的状态是直接可量测的,传感器与控制器之间

不存在任何通信约束.

采用二值函数 𝜌𝑖(𝑘)表示 𝑘时刻执行器端的介

质访问状态, 其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 当 𝜌𝑖(𝑘) = 1时,

𝑢𝑖(𝑘) = �̄�𝑖(𝑘),表示执行器 𝑖被激活,控制信息在 𝑘时

刻获得更新;当 𝜌𝑖(𝑘) = 0时, 𝑢𝑖(𝑘) = 0,表示执行器 𝑖

在 𝑘时刻未获得网络的访问权,则执行器在 𝑘时刻的

介质访问状态可以用通信序列 𝜌(𝑘) = [𝜌1(𝑘), 𝜌2(𝑘),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌𝑚(𝑘)]T来表示. 经过网络传输后得到控制信号

𝑢(𝑘) = 𝑀𝜌(𝑘)�̄�(𝑘). (2)

其中: �̄�(𝑘)为控制器的控制输出; 𝑀𝜌(𝑘) = diag{𝜌(𝑘)}
为通信矩阵, 表示𝑚个执行器的激活状态. 假设

𝑀𝜌(𝑘)可建模为参数已知的Markov过程, 从有限集

{𝑀 𝑖
𝜌}𝑁𝑖=1中取值,并服从以下条件概率:

Pr{𝑀𝜌(𝑘) = 𝑀 𝑖
𝜌} = 𝜋𝑖(𝑘),

Pr{𝑀𝜌(𝑘 + 1) = 𝑀 𝑗
𝜌 ∣𝑀𝜌(𝑘) = 𝑀 𝑖

𝜌} = 𝜋𝑖𝑗 . (3)

其中: 𝜋 = [𝜋𝑖𝑗 ]为模态转移概率矩阵; 𝜋𝑖𝑗 > 0为通

信矩阵𝑀𝜌(𝑘)从模态 𝑖到模态 𝑗的转移概率, 且满足
𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗 = 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 ; 𝜋0 = [𝜋01 𝜋02 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋0𝑁 ]T为各

个模态的初始概率分布;

𝜋(𝑘) = [𝜋1(𝑘) 𝜋2(𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋𝑁 (𝑘)]T

为各个模态在 𝑘时刻的概率分布, 且𝜋(𝑘 + 1) =

𝜋T𝜋(𝑘). 假设此Markov过程具有遍历性, 则对于任

意初始概率𝜋0 = [𝜋01 𝜋02 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋0𝑁 ]T,当 𝑘 → ∞时,

概率分布收敛于向量𝜋 = [𝜋1 𝜋2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋𝑁 ]T.
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为了研究问题方便,定义一个转移概率为𝜋𝑖𝑗的

Markov链 {𝜃(𝑘); 𝑘∈Z}, 𝜃(0) = 𝜃0, 𝜃(𝑘)∈𝑁 .当𝑀𝜌(𝑘)

= 𝑀 𝑖
𝜌时, 𝜃(𝑘) = 𝑖,且有

Pr{𝜃(𝑘) = 𝑖} = Pr{𝑀𝜌(𝑘) = 𝑀 𝑖
𝜌} = 𝜋𝑖(𝑘).

定义已知信息集为 𝐼𝑘 = {𝑥(𝑡), 𝜃(𝑡); 𝑡 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑘},显然 𝐼𝑘 ⊂ 𝐼k+1 ⊂ 𝐼𝑇 .

综合考虑对象动态 (1)和执行器端的介质访问状

态,并以 �̄�(𝑘)作为被控对象的控制输入,可得

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝜃(𝑘)�̄�(𝑘) +𝐺𝜔(𝑘), (4)

其中𝐵𝜃(𝑘) = 𝐵𝑀
𝜃(𝑘)
𝜌 . 显然, {𝐵𝜃(𝑘); 𝑘 ∈ 𝑍}是一个转

移概率为𝜋𝑖𝑗的Markov过程.

本文的主要任务是在初始条件为 (𝑥0, 𝜃0)时, 为

系统 (4)设计最优的控制输入序列 �̄�(0), �̄�(1), ⋅ ⋅ ⋅ , �̄�(𝑇
− 1),使得二次型性能指标

𝐽(𝑥0, 𝜃0, �̄�) =

𝐸(𝑥T(𝑇 )𝑄(𝑇 )𝑥(𝑇 )+

𝑇−1∑
𝑘=0

(𝑥T(𝑘)𝑄(𝑘)𝑥(𝑘) + �̄�T(𝑘)𝑅(𝑘)�̄�(𝑘))) (5)

极小化,极小值记为 𝐽∗(𝑥0, 𝜃0). 其中: 𝑄(𝑇 ) ⩾ 0, 𝑄(𝑘)

⩾ 0, 𝑅(𝑘) > 0, 𝜃(𝑘) ∈ 𝑁 , 𝑘 ∈ 𝑇 .

2 有有有限限限时时时间间间最最最优优优控控控制制制器器器设设设计计计

本节在极小化二次型性能指标 (5)的条件下, 为

系统 (4)设计有限时间最优控制器. 定义允许的控制

输入序列集合为𝑈 = {�̄�(𝑘); 𝑘 ∈ 𝑇}. 由外部干扰信

号𝜔(𝑘)的独立性可知

𝐸(𝜔(𝑘)𝑥T(𝑘)) = 0, 𝐸(𝜔(𝑘)�̄�T(𝑘)) = 0. (6)

假设对于任意的测量函数 𝑔和ℎ,以下等式成立:

𝐸(𝑔(𝜔(𝑘))ℎ(𝜃(𝑘 + 1))∣𝐼𝑘) =

𝐸(𝑔(𝜔(𝑘))∣𝐼𝑘)
𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝜃(𝑘)𝑗ℎ(𝑗). (7)

定理 1 对于系统 (4),使得系统渐近稳定且最小

化二次型性能指标 (5)的控制律由下式给出:

�̄�(𝑘) = 𝐾𝜃(𝑘)(𝑘)𝑥(𝑘). (8)

最优性能指标为

𝐽∗(𝑥0, 𝜃0) =

𝑁∑
𝑖=1

(
tr(𝜋𝑖(0)𝑥(0)𝑃𝑖(0)𝑥

T(0))+

𝑇−1∑
𝑘=0

𝜋𝑖(𝑘)tr(𝐺𝑍𝐺T𝑃𝑖(𝑘 + 1))
)
. (9)

其中

𝐾𝜃(𝑘)(𝑘) = −(𝑅(𝑘) +𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘))

−1×
𝐵T

𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴, (10)

𝑃𝜃(𝑘)(𝑘) =

𝑄(𝑘) +𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴−
𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘)(𝑅(𝑘)+

𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘))

−1𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴,

𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1) =

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝜃(𝑘)𝑗𝑃𝑗(𝑘 + 1),

𝑃𝜃(𝑘) = 𝑃T
𝜃(𝑘) > 0, 𝑃𝜃(𝑇 )(𝑇 ) = 𝑄(𝑇 ),

𝜃(𝑘) ∈ 𝑁, 𝑘 ∈ 𝑇. (11)

证证证明明明 定义最优控制值函数𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘)为

𝑉 (𝜃(𝑇 ), 𝑥(𝑇 ), 𝑇 ) = 𝐸(𝑥T(𝑇 )𝑄(𝑇 )𝑥(𝑇 )∣𝐼𝑇 ), (12)

𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘) =

min
�̄�(𝑘)

𝐸(𝑥T(𝑘)𝑄(𝑘)𝑥(𝑘) + �̄�T(𝑘)𝑅(𝑘)�̄�(𝑘)+

𝑉 (𝜃(𝑘 + 1), 𝑥(𝑘 + 1), 𝑘 + 1)∣𝐼𝑘). (13)

显然, 𝐽∗(𝑥0, 𝜃0) = 𝑉 (𝜃(0), 𝑥(0), 0). 将值函数 (12)和

(13)重写为

𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘) = 𝐸(𝑥T(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘)𝑥(𝑘)∣𝐼𝑘) + 𝛼(𝑘),

𝑘 = 𝑇, 𝑇 − 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1, 0. (14)

其中

𝛼(𝑇 ) = 0,

𝛼(𝑘) =

𝑇−1∑
𝑡=𝑘

𝑁∑
𝑖=1

𝜋𝑖(𝑡)tr(𝐺𝑍𝐺T𝑃𝑖(𝑡+ 1)),

𝑘 = 𝑇 − 1, 𝑇 − 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 1, 0.
下面利用数学归纳法进行证明. 当 𝑘 = 𝑇 时,有

𝑃𝜃(𝑇 )(𝑇 ) = 𝑄(𝑇 ), 𝜃(𝑇 ) ∈ 𝑁 , 𝛼(𝑇 ) = 0,显然式 (14)成

立. 假设式 (14)在 𝑘 + 1时刻成立,即

𝑉 (𝜃(𝑘 + 1), 𝑥(𝑘 + 1), 𝑘 + 1) =

𝐸(𝑥T(𝑘 + 1)𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1)∣𝐼𝑘+1) + 𝛼(𝑘 + 1),

(15)

则在 𝑘时刻,有

𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘) =

min
�̄�(𝑘)

(𝐸(𝑥T(𝑘)𝑄(𝑘)𝑥(𝑘) + �̄�T(𝑘)𝑅(𝑘)�̄�(𝑘)∣𝐼𝑘)+

𝐸(𝐸(𝑥T(𝑘 + 1)𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1)∣𝐼𝑘+1)+

𝛼(𝑘 + 1)∣𝐼𝑘)). (16)

已知条件均值具有如下平滑特性[16]:

𝐸(𝑉 (𝑘 + 1)∣𝐼𝑘) = 𝐸(𝐸(𝑉 (𝑘 + 1)∣𝐼𝑘+1)∣𝐼𝑘). (17)

考虑式 (17),并将式 (4)代入 (16),得到

𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘) =

min
�̄�(𝑘)

(𝐸(𝑥T(𝑘)𝑄(𝑘)𝑥(𝑘) + �̄�T(𝑘)𝑅(𝑘)�̄�(𝑘)∣𝐼𝑘)+

𝐸(𝑥T(𝑘 + 1)𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1)∣𝐼𝑘) + 𝛼(𝑘 + 1)) =

min
�̄�(𝑘)

(𝐸(𝑥T(𝑘)𝑄(𝑘)𝑥(𝑘) + �̄�T(𝑘)𝑅(𝑘)�̄�(𝑘)∣𝐼𝑘)+
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𝐸((𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝜃(𝑘)�̄�(𝑘) +𝐺𝜔(𝑘))T𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)×
(𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝜃(𝑘)�̄�(𝑘) +𝐺𝜔(𝑘))∣𝐼𝑘) + 𝛼(𝑘 + 1)) =

min
�̄�(𝑘)

(𝐸(𝑥T(𝑘)𝑄(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑥T(𝑘)𝐴T𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)×

𝐴𝑥(𝑘)∣𝐼𝑘) + 𝐸(2�̄�T(𝑘)𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)𝐴𝑥(𝑘)+

2�̄�T(𝑘)𝐵T
𝜃(𝑘)(𝑘)𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)𝐺𝜔(𝑘) + 2𝑥T(𝑘)𝐴T×

𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)𝐺𝜔(𝑘) + �̄�T(𝑘)(𝑅(𝑘) +𝐵T
𝜃(𝑘)×

𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘))�̄�(𝑘) + 𝜔T(𝑘)𝐺T×
𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1)𝐺𝜔(𝑘)∣𝐼𝑘)) + 𝛼(𝑘 + 1). (18)

对式 (18)求数学期望,并应用式 (7)可得

𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘) =

min
�̄�(𝑘)

(𝑥T(𝑘)𝑄(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑥T(𝑘)𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴𝑥(𝑘)+

2�̄�T(𝑘)𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴𝑥(𝑘)+

�̄�T(𝑘)(𝑅(𝑘) +𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘))�̄�(𝑘)+

2tr(𝐺𝐸(𝜔(𝑘)𝑥T(𝑘)∣𝐼𝑘)𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1))+

2tr(𝐺𝐸(𝜔(𝑘)�̄�T(𝑘)∣𝐼𝑘)𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1))+

tr(𝐺𝐸(𝜔(𝑘)𝜔T(𝑘)∣𝐼𝑘)𝐺T𝑃𝜃(𝑘+1)(𝑘 + 1))) + 𝛼(𝑘 + 1).

(19)

考虑式 (6),有

𝐸(tr(𝐺𝐸(𝜔(𝑘)𝑥T(𝑘)∣𝐼𝑘)𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1))) = 0, (20)

𝐸(tr(𝐺𝐸(𝜔(𝑘)�̄�T(𝑘)∣𝐼𝑘)𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1))) = 0,

(21)

𝐸(tr(𝐺𝐸(𝜔(𝑘)𝜔T(𝑘)∣𝐼𝑘)𝐺T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1))) =

𝐸(tr(𝐺𝐸(𝜔(𝑘)𝜔T(𝑘))𝐺T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1))) =

𝑁∑
𝑖=1

𝜋𝑖(𝑘)tr(𝐺𝑍𝐺T𝑃𝑖(𝑘 + 1)). (22)

将式 (20)∼ (22)代入 (19),可得

𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘) =

min
�̄�(𝑘)

(
𝑥T(𝑘)𝑄(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑥T(𝑘)𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴𝑥(𝑘)+

2�̄�T(𝑘)𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴𝑥(𝑘) +

𝑁∑
𝑖=1

𝜋𝑖(𝑘)×

tr(𝐺𝑍𝐺T𝑃𝑖(𝑘 + 1)) + �̄�T(𝑘)(𝑅(𝑘) +𝐵T
𝜃(𝑘)×

𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘))�̄�(𝑘)
)
+ 𝛼(𝑘 + 1). (23)

因为控制输入 �̄�(𝑘)无约束,令
∂𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘)

∂�̄�(𝑘)
= 0,

可得

�̄�T(𝑘)𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴𝑥(𝑘) + (𝑅(𝑘)+

𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘))�̄�(𝑘) = 0.

由𝑅(𝑘) > 0可知, 𝑅(𝑘) +𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘) > 0,

从而可以得到最优控制序列 (8).

考虑到

𝛼(𝑘) =

𝑁∑
𝑖=1

𝜋𝑖(𝑘)tr(𝐺𝑍𝐺T𝑃𝑖(𝑘 + 1)) + 𝛼(𝑘 + 1),

将式 (8)代入 (23),可得

𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘) =

𝐸(𝑥T(𝑘)(𝑄(𝑘)+𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴−𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)×
𝐵𝜃(𝑘)(𝑅𝜃(𝑘)

(𝑘) +𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘))

−1×
𝐵T

𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴)𝑥(𝑘)∣𝐼𝑘) + 𝛼(𝑘). (24)

令

𝑃𝜃(𝑘)(𝑘) =

𝑄(𝑘) +𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴−𝐴T𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)×
𝐵𝜃(𝑘)(𝑅(𝑘) +𝐵T

𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐵𝜃(𝑘))
−1×

𝐵T
𝜃(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘 + 1)𝐴,

即

𝑉 (𝜃(𝑘), 𝑥(𝑘), 𝑘) = 𝐸(𝑥T(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)(𝑘)𝑥(𝑘)∣𝐼𝑘) + 𝛼(𝑘).

这说明,在 𝑘时刻式 (14)也是成立的.当 𝑘 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 − 1时,采用式 (8)的最优控制器,可得

𝐽∗(𝑥0, 𝜃0) = 𝐸(𝑥T(0)𝑃𝜃(0)(0)𝑥(0)) + 𝛼(0) =

𝑁∑
𝑖=1

(
tr(𝜋𝑖(0)𝑥(0)𝑃𝑖(0)𝑥

T(0))+

𝑇−1∑
𝑘=0

𝜋𝑖(𝑘)tr(𝐺𝑍𝐺T𝑃𝑖(𝑘 + 1))
)
. □

3 无无无限限限时时时间间间最最最优优优控控控制制制器器器设设设计计计

在无限时间区间内设计控制器, 需要对二次型

性能指标进行重新定义.假设当 𝑘 → ∞时,加权矩阵

𝑄(𝑇 ) = 𝑄(𝑘) = 𝑄, 𝑅(𝑘) = 𝑅, 此时二次型性能指标

(5)变为

𝐽(𝑥0, 𝜃0, �̄�) =

𝐸
( ∞∑
𝑘=0

𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + �̄�T(𝑘)𝑅�̄�(𝑘)
)
. (25)

其中: 𝑄 ⩾ 0, 𝑅 > 0, 𝜃(𝑘) ∈ 𝑁 , 𝑘 ∈ 𝑍. 由于干扰信

号𝜔(𝑘)的存在,性能指标 (25)有可能趋于无界值,因

此定义平均二次型性能指标

𝐽𝑎𝑣(𝑥0, 𝜃0, �̄�) =

lim
𝑇→∞

1

𝑇

(
𝐸
(𝑇−1∑
𝑘=0

𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + �̄�T(𝑘)𝑅�̄�(𝑘)
))

. (26)

那么,最优平均二次型性能指标为

𝐽∗
𝑎𝑣(𝑥0, 𝜃0) = inf

�̄�∈𝑈
𝐽𝑎𝑣(𝑥0, 𝜃0, �̄�). (27)

本节的任务是设计静态状态反馈矩阵 {𝐾𝑖}𝑁𝑖=1,

使得系统 (4)均方指数稳定, 并且使二次型性能指标

(26)极小化. 在进行最优控制器设计前, 先给出相关

定义.
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定义 1 对于任意初始状态 (𝑥0, 𝜃0),如果存在𝛼

> 0, 0 < 𝛽 < 1, 使得对于所有的整数 𝑘 ⩾ 0, 都有

𝐸(∥𝑥(𝑘)∥2∣𝑥0, 𝜃0) ⩽ 𝛼𝛽𝑘∥𝑥0∥2, 则系统 (4)是均方指

数稳定的.

定义 2 假设所需参数均由系统 (4)给出, 定义

耦合的代数黎卡提方程为

𝑃𝑖 = 𝑄+𝐴T𝑃𝑖𝐴−𝐴T𝑃𝑖𝐵𝑖(𝑅+𝐵T
𝑖 𝑃𝑖𝐵𝑖)

−1𝐵T
𝑖 𝑃𝑖𝐴.

(28)

其中: 𝑃𝑖 = 𝑃T
𝑖 > 0, 𝑃𝑖 =

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

定义 3 若存在矩阵 {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1满足黎卡提方程

(28),使得控制输入

𝐾𝑖 = −(𝑅+𝐵T
𝑖 𝑃𝑖𝐵𝑖)

−1𝐵T
𝑖 𝑃𝑖𝐴, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁

(29)

能够镇定系统 (4),则称 {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1为黎卡提方程 (28)的

镇定解.

定义 4 对于集合

𝑀 = {𝑃𝑖∣𝑃𝑖 ⩽ 𝑄+𝐴T𝑃𝑖𝐴−
𝐴T𝑃𝑖𝐵(𝑅+𝐵T

𝑖 𝑃𝑖𝐵𝑖)
−1𝐵T

𝑖 𝑃𝑖𝐴},
其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 若存在矩阵 {𝑃𝑚

𝑖 }𝑁𝑖=1 ∈ 𝑀 , 满

足黎卡提方程 (28),且对于任意的 {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1 ∈ 𝑀 ,均有

𝑃𝑚
𝑖 ⩾ 𝑃𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,则称 {𝑃𝑚

𝑖 }𝑁𝑖=1为黎卡提方

程 (28)的最大解.

定理 2 对于系统 (4),如果代数黎卡提方程 (28)

存在镇定解 {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1, 则使得系统渐近稳定且最小化

二次型性能指标 (26)的控制律由下式给定:

�̄�(𝑘) = 𝐾𝜃(𝑘)𝑥(𝑘), (30)

最优性能指标为

𝐽∗
𝑎𝑣(𝑥0, 𝜃0) =

𝑁∑
𝑖=1

𝜋𝑖tr(𝐺
T𝑍𝐺𝑃𝑖). (31)

其中: 𝜃(𝑘) ∈ 𝑁 , 𝑃𝑖和𝐾𝑖分别由式 (28)和 (29)给定.

证证证明明明 已知 {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1为代数黎卡提方程 (28)的

镇定解,因此在控制输入为式 (30)时,系统 (4)是渐近

稳定的. 当 𝑘 → ∞时,概率分布

𝜋(𝑘) = [𝜋1(𝑘) 𝜋2(𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋𝑁 (𝑘)]T

收敛于向量𝜋 = [𝜋1 𝜋2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋𝑁 ]T,结合二次型性能指

标 (9), 在最优控制输入𝑈 = {�̄�(𝑘); 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,∞}
的作用下,可得

𝐽∗
𝑎𝑣(𝑥0, 𝜃0) =

lim
𝑇→∞

1

𝑇

(
inf
�̄�∈𝑈

𝑇−1∑
𝑘=0

𝐸(𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + �̄�T(𝑘)𝑅�̄�(𝑘))
)
=

𝑁∑
𝑖=1

lim
𝑇→∞

1

𝑇

(𝑇−1∑
𝑘=0

𝜋𝑖(𝑘)tr(𝐺
T𝑍𝐺𝑃𝑖)

)
=

𝑁∑
𝑖=1

𝜋𝑖tr(𝐺
T𝑍𝐺𝑃𝑖). □

定理 3 若不考虑系统 (4)的系统噪声, 即𝜔(𝑘)

= 0, 𝑘 ∈ 𝑍,则最优控制输入 (30)可使系统 (4)均方指

数稳定.

证证证明明明 由式 (28)可知, 𝑃𝜃(𝑘) > 0, 𝜃(𝑘) ∈ 𝑁 . 选

取李雅普诺夫函数𝑉 (𝑘) = 𝑥T(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)𝑥(𝑘),当𝑥(𝑘) ∕=
0时,有𝑉 (𝑘) > 0,进而有

𝐸(𝑉 (𝑘 + 1)∣𝐼𝑘)− 𝑉 (𝑘) =

𝐸(𝑥T(𝑘 + 1)𝑃𝜃(𝑘+1)𝑥(𝑘 + 1)∣𝐼𝑘)− 𝑥T(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)𝑥(𝑘) =

𝐸((𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝜃(𝑘)�̄�(𝑘))
T𝑃𝜃(𝑘+1)×

(𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝜃(𝑘)�̄�(𝑘))∣𝐼𝑘)− 𝑥T(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)𝑥(𝑘) =

𝑥T(𝑘)((𝐴+𝐵𝜃(𝑘)𝐾𝜃(𝑘))
T𝑃𝜃(𝑘)(𝐴+𝐵𝜃(𝑘)𝐾𝜃(𝑘))−

𝑃𝜃(𝑘))𝑥(𝑘) = −𝑥T(𝑘)(𝐾T
𝜃(𝑘)𝑅𝐾𝜃(𝑘) +𝑄)𝑥(𝑘).

令𝐹𝜃(𝑘) = 𝐾T
𝜃(𝑘)𝑅𝐾𝜃(𝑘) +𝑄,有

𝐸(𝑉 (𝑘 + 1)∣𝐼𝑘) = 𝑉 (𝑘)− 𝑥T(𝑘)𝐹𝜃(𝑘)𝑥(𝑘) ⩽(
1− 𝜆min(𝐹𝜃(𝑘))

𝜆max(𝑃𝜃(𝑘))

)
𝑉 (𝑘) <(

1− 𝜇

𝜎

)
𝑉 (𝑘) = 𝛽𝑉 (𝑘), (32)

其中 0<𝜇<𝜆min(𝐹𝜃(𝑘)), 𝜎 > 𝜆max(𝑃𝜃(𝑘)).显然, 𝜇 <

𝜎, 0 < 𝛽 < 1.同理可得

𝐸(𝑉 (𝑘)∣𝐼𝑘−1) < 𝛽𝑉 (𝑘 − 1). (33)

考虑式 (17),并对式 (32)求条件均值,可得

𝐸(𝑉 (𝑘)∣𝐼𝑘−2) =

𝐸(𝐸(𝑉 (𝑘)∣𝐼𝑘−1)∣𝐼𝑘−2) <

𝛽𝐸(𝑉 (𝑘 − 1)∣𝐼𝑘−2) < 𝛽2𝑉 (𝑘 − 2).

以此类推,最终得到𝐸(𝑉 (𝑘)) < 𝛽𝑘𝑉 (0),即

𝐸(𝑥T(𝑘)𝑃𝜃(𝑘)𝑥(𝑘)) < 𝛽𝑘𝑥T
0 𝑃𝜃0𝑥0.

进而有

𝐸(𝑥T(𝑘)𝑥(𝑘)) <

𝛽𝑘

𝜆min(𝑃𝜃(𝑘))
𝑥T
0 𝑃𝜃0𝑥0 ⩽

𝜆max(𝑃𝜃0)

𝜆min(𝑃𝜃(𝑘))
𝛽𝑘𝑥T

0 𝑥0 = 𝛼𝛽𝑘𝑥T
0 𝑥0,

其中𝛼 = 𝜆max(𝑃𝜃0)(𝜆min(𝑃𝜃(𝑘)))
−1.由定义 1可知,系

统 (4)是均方指数稳定的. □

定理 2给出了无限时间区间内的最优控制器设

计方法, 但在计算最优控制输入 {𝐾𝑖}𝑁𝑖=1时, 涉及到

求解耦合代数黎卡提矩阵方程 (28). 为了获得代数黎

卡提方程 (28)的镇定解,给出以下引理[17-18].

引理 1 假设系统 (𝐴,𝐵, 𝜋)是可镇定的,存在满

足代数黎卡提方程 (28)的矩阵 {𝑃𝑚
𝑖 }𝑁𝑖=1 ∈ 𝑀 ,对于任

意的 {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1 ∈ 𝑀 ,均有𝑃𝑚
𝑖 ⩾ 𝑃𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)成
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立,当且仅当线性矩阵不等式

max tr

𝑁∑
𝑖=1

𝑃𝑖;

s.t.

[
−𝑃𝑖 +𝐴T𝑃𝑖𝐴+𝑄 𝐴T𝑃𝑖𝐵𝑖

𝐵T
𝑖 𝑃𝑖𝐴 𝑅+𝐵T

𝑖 𝑃𝑖𝐵𝑖

]
⩾ 0,

𝑅+𝐵T
𝑖 𝑃𝑖𝐵𝑖 > 0 (34)

存在一组解 {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1,且𝑃𝑖 = 𝑃𝑚
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

引理 2 若耦合代数黎卡提方程 (28)存在镇定

解 {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1 ∈ 𝑀 , 则代数黎卡提方程 (28)的最大解

𝑃𝑚
𝑖 ⩾ 𝑃𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)也是代数黎卡提方程 (28)

的镇定解.

引理 1和引理 2给出了代数黎卡提方程 (28)存

在镇定解的充分条件.在此基础上, 给出镇定解的计

算步骤如下.

Step 1: 根据式 (34)求出耦合代数黎卡提方程

(28)的最大解.

Step 2:验证最大解能否镇定 (𝐴,𝐵, 𝜋)系统,若能

实现镇定, 则代数黎卡提方程 (28)的镇定解存在, 且

最大解同时为镇定解.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

为了验证所提出方法的有效性,给出相应的仿真

算例. 考虑具有如下参数的线性离散时不变系统:

𝐴 =

[
0.120 0 −1.023 5

−1.435 0 −2.090 5

]
,

𝐵 =

[
−1.435 0 2.091 8

−1.288 6 −1.505 0

]
,

𝐺 =

[
0.200 0 0.000 0

0.000 0 0.200 0

]
.

系统矩阵𝐴的特征值分别为 0.548 3和−2.518 8,

表明该系统是开环不稳定的. 本文的目的是设计状态

反馈控制器, 使得该系统均方指数稳定, 且极小化二

次型性能指标 (26). 假设在任意时刻,控制器与执行

器之间只存在一个通信信道,即 𝑞 = 1. 考虑到网络信

道中的介质访问约束,可知通信矩阵𝑀𝜌(𝑘)具有两个

模态,分别为

𝑀1
𝜌 = diag{1, 0}, 𝑀2

𝜌 = diag{0, 1}.
假设通信矩阵𝑀𝜌(𝑘)模态切换的概率转移矩阵为

𝜋 =

[
0.678 0 0.322 0

0.225 0 0.775 0

]
.

选取二次型性能指标 (26)中的状态加权矩阵𝑄 = 𝐼4,

控制信号加权矩阵𝑅 = 𝐼4. 利用LMI工具箱求解式

(34)可得代数黎卡提方程 (28)的最大解为

𝑃1 =

[
2.643 3 2.026 5

2.026 5 4.006 4

]
,

𝑃2 =

[
11.705 5 28.949 3

28.949 3 79.636 5

]
.

经过验证, 由引理1得出的最大解可以镇定当前的

(𝐴,𝐵, 𝜋)系统, 因此, 该最大解也为代数黎卡提方程

(28)的镇定解. 根据定理 2可得如下控制器增益:

𝐾1 =

[
−0.551 9 −1.319 5

−0.000 0 0.000 0

]
,

𝐾2 =

[
0.000 0 0.000 0

−1.206 9 −2.719 0

]
.

系统 (4)的执行器采用的Markov通信序列如图

2所示, 纵坐标数值 1和数值 2分别为输入通信序列

矩阵的编号.选择系统初始状态为𝑥(0)= [46 − 32]T,

在控制器 (30)的作用下, 系统状态轨迹如图 3所示.

可以看出,相应的闭环系统是渐近稳定的.
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图 2 输入通信序列
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图 3 状态轨迹

为了表明本文设计方法的优越性,在同样的初始

条件下采用文献 [15]的控制方案,得到系统状态输出

如图 4所示. 表 1给出了两种控制方案下系统的二次

型性能指标.通过比较可以看出,本文的控制方案不

仅保证了系统的均方指数稳定,而且具有更加优越的

控制性能.
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图 4 文献 [15]状态轨迹
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表 1 二次型性能指标比较

控制方案 状态项指标/104 控制项指标/103 二次型性能指标/104

本文 0.351 7 0.285 4 0.380 2

文献 [15] 1.499 9 1.509 0 1.650 8

5 结结结 论论论

本文针对存在介质访问约束的NCS,研究了其中

的有限时域和无限时域内最优控制器的设计问题.在

此类NCS中,由于网络通信带宽的限制,每个控制周

期中只有部分控制信号能够随机获得信道送至执行

器, 未获得控制信号的执行器输入被置为零值.在此

基础上,根据执行器通信矩阵的切换机理,将NCS建

模为具有多个状态的Markov跳变系统. 基于动态规

划和Markov跳变系统理论设计了满足二次型性能指

标的最优控制序列,通过求解耦合黎卡提方程的镇定

解,进而给出最优控制律的计算方法,实现了NCS的

均方指数稳定. 仿真结果表明了所提出方法的有效性

和正确性.
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