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摘 要: 为提高终端滑模控制中状态变量的全局快速收敛性,提出一种自适应变速指数趋近律.该趋近律引入状态

变量的一阶范数,根据状态变量距离平衡点的远近自适应调整指数趋近速度和等速趋近速度,从而实现缩短趋近时

间的同时削弱系统抖振. 应用该趋近律设计无轴承永磁同步电机 (BPMSM)转子速度及径向位移非奇异终端滑模控

制器,仿真结果表明,该方法能快速地跟踪转速及径向位移给定值,系统超调及稳态静差小,具有较强的鲁棒性.
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Abstract: In order to obtain faster convergence of state variables during the whole process in terminal sliding mode

control(TSMC), an adaptive variable-rated exponential reaching law is presented, where the 𝐿1 norm of state variables

is introduced. Exponential and constant approach speed can adaptively adjust according to the state variables’ distance to

the equilibrium position, which can shorten the reaching time and weaken system chattering. The method is applied to

the bearingless permanent magnet synchronous motor(BPMSM) system. Its speed and the radial displacement controller

of adaptive nonsingular terminal sliding mode control(NTSMC) are designed. Simulation results show that, the proposed

method can rapidly track the given values, overshoot and static error are small, and higher robustness can be obtained.

Key words: exponential reaching law；variable rate reaching law；nonsingular terminal sliding mode control；bearingless

permanent magnet synchronous motor

0 引引引 言言言

1988年Zak提出了终端滑模控制 (TSMC)[1],

TSMC通过在滑模中引入非线性项, 使系统能在有

限时间内收敛到指定轨迹. 为克服TSMC中容易出

现的奇异问题, Feng等[2]提出了非奇异终端滑模控

制 (NTSMC). TSMC、NTSMC及其各种改进算法[3-10]

由于具有有限时间收敛、动态响应快、跟踪精度高等

优点,被广泛应用于高速、高精控制系统.

为提高NTSMC中状态变量的收敛速度, 文献

[6]提出等速率变斜率时变滑模控制;文献 [7]为滑模

面引入衰减的时变项, 设计积分加时变动态滑模面,

上述方法增加了滑模面设计的复杂性. 文献 [8]设计

了变指数趋近律,但该方法未考虑状态变量趋近于零

时趋近律的选取. 文献 [9]在指数趋近律基础上,引入

了终端吸引子与系统状态变量的幂函数;文献 [10]设

计了关于切换面幂函数的趋近律,这两种方法均提高

了状态变量的收敛速度,并对滑模控制抖振进行抑制,

但由于引入幂函数,增大了系统设计及计算的复杂性.

本文提出一种自适应变速指数趋近律,该趋近律

引入了系统状态变量的一阶范数,可以根据系统状态

距离平衡点的远近自适应增大指数趋近速度,缩短趋

近时间,在快速趋近的同时,自动减小等速趋近速度,

从而保证系统在到达切换面的同时削弱系统抖振. 利

用该趋近律设计非奇异终端滑模控制器,并在一个二
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阶不确定非线性系统中进行仿真验证. 通过构建表贴

式无轴承永磁同步电机 (BPMSM)矢量控制平台, 设

计BPMSM转速及径向位移自适应NTSM控制器,验

证了本文所提出方法在电机控制应用中的有效性.

1 自自自适适适应应应 NTSMC及及及性性性能能能分分分析析析
考虑如下二阶不确定非线性动态系统 [11]:{

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑓(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢+ 𝑔(𝑡).
(1)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2]
T为系统状态变量; 𝑏(𝑥) ∕= 0; 𝑔(𝑡)为

系统不确定及外部干扰,且 ∣𝑔(𝑡)∣ ⩽ 𝑙𝑔, 𝑙𝑔为常数; 𝑢为

控制输入. 对于系统 (1)采用常规指数趋近律[11]进行

滑模控制器设计时,其趋近律为

�̇� = −𝜀sgn(𝑠)− 𝑘𝑠, 𝑘 > 0, 𝜀 > 0. (2)

该趋近律包含两个部分: �̇� = −𝑘𝑠为指数趋近项,其解

为 𝑠 = 𝑠(0)e−𝑘𝑡; �̇� = −𝜀sgn(𝑠)为等速趋近项.式 (2)中

系数 𝑘, 𝜀不具有自调整功能,对于不同位置状态变量,

其收敛特性不能达到最佳性能.本文提出一种自适应

变速指数趋近律

�̇� = −𝜀 1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
sgn(𝑠)− (𝑘 + 𝑐 ∥𝑥∥1)𝑠. (3)

其中: ∥𝑥∥1 =

𝑛∑
𝑖=1

∣𝑥𝑖∣为系统状态变量的一阶范数,

𝑘 > 0, 𝜀 > 0, 𝑐 > 0, 𝑛 > 0.

该自适应变速指数趋近律引入状态变量的一阶

范数,随系统状态距离平衡点的远近而自适应调整指

数趋近速度及等速趋近速度. 式 (3)中指数趋近项的

瞬时解为 𝑠 = 𝑠(0)e−(𝑘+𝑐∥𝑥∥1)𝑡, 当 ∥𝑥∥1很大, 指数衰

减速度远大于式 (2)的指数衰减速度时, 可大大缩短

趋近时间,此时,等速趋近项趋近速率 𝜀
1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
远

小于式 (2)中的 𝜀. 当 ∥𝑥∥1很小,可增大调节系数 𝑐来

缩短其滑模到达时间,同时减小系统抖振. 当选取的

状态变量𝑥在系统稳定过程中无限趋向于零时,自适

应变速指数趋近律便退化为普通指数趋近律.

采用该趋近律设计非奇异终端滑模控制器,如以

下定理所示,并将此控制器记为自适应NTSMC,下同.

定定定理理理 1 对于式 (1)所示非线性系统,选取滑模

面

𝑠 = 𝑥1 +
1

𝛽
𝑥
𝑝/𝑞
2 , (4)

设计控制律

𝑢 = − 𝑏−1(𝑥)
[
𝑓(𝑥) + 𝛽

𝑞

𝑝
𝑥
2− 𝑝

𝑞

2 + 𝑙𝑔sgn(𝑠)+

𝜀
1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
sgn(𝑠) + (𝑘 + 𝑐 ∥𝑥∥1)𝑠

]
, (5)

则系统(1)在有限时间内收敛. 其中: 𝑝和 𝑞(𝑝 > 𝑞)为

正奇数, 1 < 𝑝/𝑞 < 2, 𝛽 > 0, 𝑙𝑔 > 0, 𝑘 > 0, 𝜀 > 0,

𝑐 > 0.

证证证明明明

𝑠�̇� = 𝑠
(
𝑥2 +

1

𝛽

𝑝

𝑞
𝑥

𝑝
𝑞−1

2 �̇�2

)
=

1

𝛽

𝑝

𝑞
𝑥

𝑝
𝑞−1

2

{
𝑠[𝑔(𝑡)− 𝑙𝑔sgn(𝑠)]−

𝜀
1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
∣𝑠∣ − (𝑘 + 𝑐 ∥𝑥∥1)𝑠2

}
. (6)

1) 𝑥2 ∕= 0时,有

𝑠�̇� ⩽ 1

𝛽

𝑝

𝑞
𝑥

𝑝
𝑞−1

2

[
− 𝜀

1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
∣𝑠∣ −

(𝑘 + 𝑐 ∥𝑥∥1)𝑠2
]
⩽ 0, (7)

即𝑥2 ∕= 0时,满足滑模到达条件.

2) 𝑥2 = 0时,将式 (5)代入系统 (1)得

�̇�2 = 𝑔(𝑡)− 𝑙𝑔sgn(𝑠)− 𝜀
1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
sgn(𝑠)−

(𝑘 + 𝑐 ∥𝑥∥1)𝑠. (8)

�̇�2 ⩽ −𝜀 1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
, 𝑠 > 0; (9)

�̇�2 ⩾ 𝜀
1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
, 𝑠 < 0. (10)

当 𝑠 > 0, 𝑥2 = 0时, 由式 (9)可知, 𝑥2不是稳态,

𝑥2将在有限时间内转移到𝑥2 < 0,由式 (7)可知,系统

在有限时间内到达滑模面 𝑠 = 0. 同理,当 𝑠 < 0, 𝑥2 =

0时, 由式 (10)和 (7)可知, 系统在有限时间内从初始

状态到达滑模面 𝑠 = 0.

综上,系统可在有限时间内从任意状态转移到滑

模面. 由文献 [4]可知系统到达滑模面后可在有限时

间内收敛到原点. 2
以二阶非线性系统{

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −16𝑥2 + 125𝑢+ 0.1 sin(20𝑡)
(11)

为例, 设计非奇异终端滑模控制器, 以验证本文所提

出控制律的有效性.

选取非奇异终端滑模面 (4), 以式 (3)为趋近律,

设计控制律

𝑢 = − 1

125

[
− 16𝑥2 + 𝛽

𝑞

𝑝
𝑥
2− 𝑝

𝑞

2 + 𝑙𝑔sgn(𝑠)+

𝜀
1

1 + 𝑐 ∥𝑥∥1
sgn(𝑠) + (𝑘 + 𝑐 ∥𝑥∥1)𝑠

]
, (12)

则系统 (11)在有限时间内收敛.

选取状态变量初始值分别为𝑥(0) = [0.1, 0.1]T

(状态变量距离平衡点较近)和𝑥(0) = [30, 30]T (状态

变量距离平衡点较远)两种情况进行分析,并与采用

式 (2)作为趋近律的NTSMC进行对比. 仿真结果如

图 1和图 2所示. 从图中可以看出,自适应NTSMC可

实现状态变量有限时间收敛, 与采用指数趋近律 (2)

设计的控制器相比,其收敛速度更快.
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图 1 𝑥(0) = [0.1, 0.1]T时本文算法与NTSMC性能对比
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图 2 𝑥(0) = [30, 30]T时本文算法与NTSMC性能对比

2 BPMSM数数数学学学模模模型型型
BPMSM定子内嵌套极对数相差为 1的两套绕

组 (转矩绕组和悬浮力绕组), 通过控制两套绕组电

流实现转子悬浮与旋转. 表贴式BPMSM通常采用

转子磁场定向控制实现转矩与悬浮力的动态解耦.

BPMSM转矩部分采用矢量控制,即 𝑖𝑑 = 0, 在 𝑑-𝑞坐

标系下,转速数学模型为[13]

d𝜔

d𝑡
=

1.5𝑃1𝜓𝑓
𝐽

𝑖𝑞 − 𝐹

𝐽
𝜔 − 1

𝐽
𝑇𝐿. (13)

其中: 𝜔为转子角速度; 𝑖𝑑、𝑖𝑞分别为转矩绕组电流

在 𝑑、𝑞轴分量; 𝑃1为转矩绕组极对数; 𝜓𝑓为永磁体等

效励磁磁链; 𝐹 为转子与负载的摩擦系数; 𝑇𝐿为机械

转矩; 𝐽为转动惯量.

BPMSM径向悬浮力由电磁场虚位移法求得[14],

其𝑥 (水平)、𝑦 (垂直)方向的径向悬浮力𝐹𝑥、𝐹𝑦为[
𝐹𝑥

𝐹𝑦

]
=𝑀 ′𝐼

[
− cos𝜙 sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

][
𝑖𝑥

𝑖𝑦

]
. (14)

其中: 𝑀 ′为忽略电机非线性磁饱和时两套绕组之间

互感相对于𝑥和 𝑦的导数; 𝜙=𝜔𝑡+𝜃0, 𝜃0=arctan(𝐼𝑞/

𝐼𝑝), 𝐼𝑝为永磁体等效电流分量幅值, 𝐼𝑞为转矩电流分

量幅值.

考虑BPMSM转子偏心及径向力扰动影响,由动

力学方程,建立转子径向位移数学模型为⎧⎨⎩ �̈� =
1

𝑚
𝑓𝑥 +

1

𝑚
𝐹𝑥 − 1

𝑚
𝐹𝑥𝑟,

𝑦 =
1

𝑚
𝑓𝑦 +

1

𝑚
𝐹𝑦 − 1

𝑚
𝐹𝑦𝑟.

(15)

其中: 𝑚为转子质量; 𝐹𝑥𝑟、𝐹𝑦𝑟 (包含重力)分别为电机

运行时水平、垂直方向径向扰动力; 𝑓𝑥、𝑓𝑦分别为转

子偏心时与位移成正比的麦克斯韦径向力,可表示为

𝑓𝑥 = 𝑘𝑠𝑥, 𝑓𝑦 = 𝑘𝑠𝑦. (16)

𝑘𝑠为径向力位移刚度,仅与电机结构有关.

3 BPMSM自自自适适适应应应NTSMC设设设计计计
3.1 转转转速速速自自自适适适应应应NTSMC设设设计计计

转速控制器用于精确跟踪BPMSM速度给定𝜔∗,

并对参数变化、负载扰动具有鲁棒性. 假设𝜔∗平滑

且 2阶连续可导,定义状态变量⎧⎨⎩ 𝑒𝜔1 = 𝜔∗ − 𝜔,

𝑒𝜔2 =
d𝑒𝜔1
d𝑡

= �̇�∗ − �̇�.
(17)

由式 (13)和 (17)可得

�̇�𝜔2 = �̈�∗ − �̈� =

− 𝐹

𝐽
𝑒𝜔2 − 1.5𝑃1𝜓𝑓

𝐽
�̇�𝑞 +

1

𝐽
𝑇𝐿 + �̈�∗ +

𝐹

𝐽
�̇�∗. (18)

考虑电机中参数不确定因素, �̇�𝜔2可表示为

�̇�𝜔2 =(
− 𝐹

𝐽
+Δ𝑎1

)
𝑒𝜔2 +

(
− 1.5𝑃1𝜓𝑓

𝐽
+Δ𝑏1

)
�̇�𝑞+( 1

𝐽
𝑇𝐿 + �̈�∗ +

𝐹

𝐽
�̇�∗ +Δ𝑑1

)
, (19)

其中: Δ𝑎1、Δ𝑏1、Δ𝑑1分别为对应项的不确定因素,

其值有界. 设 𝑔1(𝑡)为总的不确定性,则

𝑔1(𝑡) =

Δ𝑎1𝑒𝜔2 +Δ𝑏1�̇�𝑞 +
1

𝐽
𝑇𝐿 + �̈�∗ +

𝐹

𝐽
�̇�∗ +Δ𝑑1. (20)

由𝜔∗的假设条件可知, Δ𝑎1𝑒𝜔2、̈𝜔∗、
𝐹

𝐽
�̇�∗均为

有界. 电机电流为正弦函数, 故Δ𝑏1�̇�𝑞有界; 𝑇𝐿/𝐽为

外部扰动, 设定其值有界[4,8], 因此, 𝑔1(𝑡)有界. 设

∣𝑔1(𝑡)∣ < 𝑙𝑔1为不确定部分, 𝑙𝑔1为干扰上界.

由式 (17), (19), (20)得转速误差系统状态方程为{
�̇�𝜔1 = 𝑒𝜔2,

�̇�𝜔2 = −𝐹
𝐽
𝑒𝜔2 − 1.5𝑃1𝜓𝑓

𝐽
�̇�𝑞 + 𝑔1(𝑡).

(21)
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定定定理理理 2 对于BPMSM转速误差控制系统 (21),

选取滑模面

𝑠1 = 𝑒𝜔1 +
1

𝛽1
𝑒
𝑝1/𝑞1
𝜔2 , (22)

设计 𝑖𝑞满足如下控制律:

𝑖𝑞 =
𝐽

1.5𝑃1𝜓𝑓

w 𝑡

0

[
− 𝐹

𝐽
𝑒𝜔2 + 𝛽1

𝑞1
𝑝1
𝑒
2− 𝑝1

𝑞1
𝜔2 +

𝑙𝑔1sgn(𝑠1) + 𝜀1
1

1 + 𝑐1 ∥𝑒𝜔∥1
sgn(𝑠1)+

(𝑘1 + 𝑐1 ∥𝑒𝜔∥1)𝑠1
]
d𝜏, (23)

则转速误差有限时间收敛. 其中: 𝑒𝜔 = [𝑒𝜔1, 𝑒𝜔2]
T; 𝛽1,

𝑝1, 𝑞1, 𝜀1, 𝑘1, 𝑐1为系统参数.

3.2 转转转子子子径径径向向向位位位移移移自自自适适适应应应NTSMC设设设计计计

径向位移控制器用于精确跟踪转子径向位移给

定𝑥∗、𝑦∗,并对参数变化、位移扰动具有鲁棒性. 本文

以𝑥方向为分析对象 (𝑦方向与此相同), 设计自适应

NTSMC.假设𝑥∗平滑且 2阶连续可导,定义状态变量⎧⎨⎩ 𝑒𝑥1 = 𝑥∗ − 𝑥,

𝑒𝑥2 =
d𝑒𝑥1
d𝑡

= �̇�∗ − �̇�.
(24)

由式 (15)和 (24)可得

�̇�𝑥2 =
𝑘𝑠
𝑚
𝑒𝑥1 − 1

𝑚
𝐹𝑥 + �̈�∗ − 1

𝑚
𝑘𝑠𝑥

∗ +
1

𝑚
𝐹𝑥𝑟. (25)

考虑电机中参数存在不确定因素, �̇�𝑥2可表示为

�̇�𝑥2 =
(𝑘𝑠
𝑚

+Δ𝑎2

)
𝑒𝑥1 +

(
− 1

𝑚
+Δ𝑏2

)
𝐹𝑥+(

�̈�∗ − 1

𝑚
𝑘𝑠𝑥

∗ +
1

𝑚
𝐹𝑥𝑟 +Δ𝑑2

)
, (26)

其中: Δ𝑎2、Δ𝑏2、Δ𝑑2分别为对应项的不确定因素,

其值有界. 设 𝑔2(𝑡)为总的不确定性,则

𝑔2(𝑡) =Δ𝑎2𝑒𝑥1 +Δ𝑏2𝐹𝑥+(
�̈�∗ − 1

𝑚
𝑘𝑠𝑥

∗ +
1

𝑚
𝐹𝑥𝑟 +Δ𝑑2

)
. (27)

由式 (24), (26), (27)得𝑥方向径向位移误差系统

状态方程为⎧⎨⎩ �̇�𝑥1 = 𝑒𝑥2,

�̇�𝑥2 =
𝑘𝑠
𝑚
𝑒𝑥1 − 1

𝑚
𝐹𝑥 + 𝑔2(𝑡).

(28)

定定定理理理 3 对于𝑥方向径向位移误差控制系统

(28),选取滑模面

𝑠2 = 𝑒𝑥1 +
1

𝛽2
𝑒
𝑝2/𝑞2
𝑥2 , (29)

设计径向力𝐹𝑥满足如下控制律:

𝐹𝑥 =

𝑚
[𝑘𝑠
𝑚
𝑒𝑥1 + 𝛽2

𝑞2
𝑝2
𝑒
2− 𝑝2

𝑞2
𝑥2 + 𝑙𝑔2sgn(𝑠2)+

𝜀2
1

1 + 𝑐2 ∥𝑒𝑥∥1
sgn(𝑠2) + (𝑘2 + 𝑐2 ∥𝑒𝑥∥1)𝑠2

]
, (30)

则𝑥方向径向位移误差在有限时间内收敛. 其中: 𝑒𝑥
= [𝑒𝑥1, 𝑒𝑥2]

T; 𝛽2, 𝑝2, 𝑞2, 𝜀2, 𝑘2, 𝑐2为系统参数; 𝑙𝑔2 >

∣𝑔2(𝑡)∣为不确定部分, 𝑙𝑔2为干扰上界.

4 BPMSM自自自适适适应应应NTSMC仿仿仿真真真
图 3为BPMSM矢量控制框图, 其中 2/3为𝛼𝛽/

𝑎𝑏𝑐转换. CRPWM为电流跟踪型逆变器, 𝜃为转子角

位置, 𝜃1和 𝜃2分别为转矩绕组和悬浮力绕组A相绕

组中心线与 𝑑轴的初始相位角. 仿真样机参数如见 1.
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图 3 无轴承永磁同步电机自适应NTSMC框图

表 1 BPMSM参数

转矩绕组极对数𝑃1 = 4 悬浮力绕组极对数𝑃2 = 3

定子电阻 𝑅𝑠 = 2.875Ω 定子直轴与交轴电感𝐿 = 8.5mH

摩擦系数𝐹 = 0.000 1 磁链𝜓𝑓 = 0.175Wb

转动惯量 𝐽 = 5.6 × 10−4kg ⋅ m2 转子质量𝑚 = 1 kg

图 4为BPMSM转速自适应NTSMC仿真结果,

其中NTSMC采用的趋近律为普通指数趋近律.自适

应NTSMC参数为: 𝛽1 = 1000, 𝑝1 = 9, 𝑞1 = 7, 𝑙𝑔1 = 80,

𝜀1=75, 𝑘1=50, 𝑐1=50. PI控制器参数为:比例系数 𝑘p

=2,积分系数 𝑘i =6,抗饱和系数 𝑘𝑡=0.02.图 4 (a)为

阶跃转速给定 (𝜔 = 600 rad/s),图 4 (b)为转速突变 (转

速从 500 rad/s突变至 100 rad/s), 图 4(c)为转速为 800

rad/s、转矩扰动时采用不同控制方法得到的转速控制

曲线.从图中可以看出,本文算法能使转速快速跟踪

给定值,与普通NTSMC相比,本文算法响应更快;与
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图 4 转子速度自适应NTSMC
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PI控制相比,本文算法超调及稳态静差更小, 且系统

鲁棒性更强.

图 5给出了转速从 500 rad/s突变至 100 rad/s时,

𝑥、𝑦方向位移控制曲线.自适应NTSMC参数为: 𝛽2 =

1000, 𝑝2 = 9, 𝑞2 = 7, 𝑙𝑔2 = 10, 𝜀2 = 10, 𝑘2 = 2, 𝑐2
= 5. PI控制器参数为: 比例系数 𝑘p = 20, 积分系数

𝑘i = 65,抗饱和系数 𝑘𝑡 = 0.01. 从图 5中可以看出,径

向位移采用自适应NTSMC,能够更快地到达平衡点.
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图 5 转速突变时,径向位移自适应NTSMC

5 结结结 论论论

本文提出一种自适应变速指数趋近律,该趋近律

引入系统状态变量的一阶范数,可根据系统状态变量

距离平衡点的远近自适应增大指数趋近速度,减小等

速趋近速度,以保证在快速趋近的同时削弱抖振. 利

用该趋近律设计非奇异终端滑模控制器,仿真结果验

证了该方法的有效性.
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