
教案五：张量 

第四节 张量 
1． 例子 

例 1： n维向量空间。 

例 2：向量空间V 的对偶空间 。 *V

若映射 :Vα → 满足条件： 

  1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ), ,
( ) ( ), , .
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;

    则称α是V 上的线性函数。向量空间V 上的全体线性函数的集合记做

。函数的加法和数乘法在集合 中是封闭的，从而使 成为向量

空间，称为V 的对偶空间。 

*V *V *V

         函数 :Vα → 是由它在基底向量 iδ 上的值唯一确定的。设 
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考虑线性函数 使得 :j Vδ →
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则 

 ( )j jv vδ = 。 

 
    2． 重线性函数 r

定 义 1 设 是 个 向 量 空 间 ， 若 元 函 数

对每一个自变量都是线性的，即对于任意的指标

1, , rV V r r

1: rf V V× × →

α，1 rα≤ ≤ ，及向量 ,u w Vα α α∈ ，有 
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 ， ( , , ) ( , , ) ( , , )f u w f u f wα α α α+ = +

 ( , , ) ( , , )f u f uα αλ λ= ⋅ ， 

      其中λ∈ ，则称 f 是 1 rV V× × 上的 重线性函数。 r

          1 rV V× × 上的 重线性函数的集合记为r 1( , , ; )rV Vϕ 。特别

地， 。 *( ; )V Vϕ =

          例 3：向量空间V 到自身的线性变换。 
 

      3． ( , )p q 型张量 

          定义 2 设V 是 维向量空间， 是它的对偶空间，( ,n *V )p q 是一

对 非 负 整 数 。 所 谓 V 上 的 一 个 ( , )p q 型 张 量 是 指

上的一个* *

p q
V ×

个 个

V V V× × × × p q+ 重线性函数，其中 p为反变阶

数， 为协变阶数。全体V 上的 ( ,q )p q 型张量的集合记作 p
qV ，或 

 * *( , , , , , ; )V V V Vϕ 。

*

 

           特别地， (1 型张量就是向量空间V 中的元素； (0 型张量

就是对偶空间 中的元素，即V 上的线性函数。为方便起见，把

实数称为 型张量或数量。 

,0) ,1)

*V

(0,0)

 
      4．张量积 

          定义 3  设 是两个向量空间， ，则,V W *,V Wα β∈ ∈ α和 β的

张量积α β⊗ 是积空间V W× 上的 重线性函数，定义为 2

 ( , ) ( ) ( ), ,v w v w v V w Wα β α β⊗ = ⋅ ∀ ∈ ∈ 。 
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一般地，设 1 1, , , , ,p qV V W W 是 p q+ 个向量空间， 

1( , , ; )pV Vα ϕ∈ ， 1( , , ; )qW Wβ ϕ∈ ，则张量积α β⊗ 是 

       1 1p qV V W× × × × ×W 上的 p q+ 重线性函数，定义为 

 
1 1

1 1

( , , , , , )

( , , ) ( , , )
p q

p q

v v w w

v v w w

α β

α β

⊗

= ⋅
 

        其中 ,1 , ,1r r s sv V r p w W s q∈ ≤ ≤ ∈ ≤ ≤ 。 

定理 1 张量积运算⊗遵循分配律和结合律，即： 

(1) 若 1 2 1 1, ( , , ; ), ( , , ; )p qV V W Wα α ϕ β ϕ∈ ∈ ，则 

 1 2 1 2( )α α β α β α+ ⊗ = ⊗ + ⊗β

2

， 

1 2 1( )β α α β α β α⊗ + = ⊗ + ⊗ ； 

(2) 若 

1 1 1( , , ; ), ( , , ; ), ( , , ; )r sV V W W Z Zlα ϕ β ϕ γ ϕ∈ ∈ ∈ 则 

 ( ) ( )α β γ α β γ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ 。 

因此，α β γ⊗ ⊗ 是有意义的。 

定理 2 在向量空间V 中取定基底{ }iδ ，在对偶空间 中取对

偶基底{

*V

}iδ ，则 

 1
1 1 1,1 , , , , ,q

p

jj
i i p qi i j jδ δ δ δ n⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ≤ ≤  

        给出 p qn + 个 ( , )p q 型张量构成空间 p
qV 的基底，因此 

dim p p q
qV n += 。 

定义 4 设 是两个向量空间，由形如张量积

的元素所生成的向量空间称为V 和W的张量

积，记作V 。 

,V W

( ,v w v V w W⊗ ∈ ∈ )

W⊗
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定理 3 设 分别是 维和 维向量空间，则它们的向量

积是

,V W m n

m n⋅ 维向量空间。 
          

         5．缩并 

            定义 5 任取两个指标 ，使得1 ,,r s 1r p s q≤ ≤ ≤ ≤ ，则从任

意一个 ( , )p q 型张量 p
qVξ ∈ 出发可构造 ( 1, 1p q )− − 型张量 ( )r

sC ξ

如下： 
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1 1

1 1 1
1 1

1

( ( ))( , , , , , )

( , , , , , , , , , , , , , )

r p
s q
n

r i r p
s i s q

i

C v v

v v v v

ξ α α

ξ α α δ α α δ

−
−

− −
1− −

=
=∑

。 

        其中{ }iδ 是V 的一个基底，{ }iδ 是它的对偶基底。映射 

1
1: pr p

s q qC V V −
−→ 称为缩并。 

引理 4 遵循 2阶反变张量分量的变换规律。 ijg

定理 5 设 是 维欧氏向量空间，则有自然同构

，它把 v 映为V 上的线性函数 

( , )V g n

*:V Vη → V∈

 ( ) ( , )v g vη = ⋅ 。 

 

  
 

作业： P49 Ex22、Ex23 
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