
教案三：光滑映射 

第二节    光滑映射 
1. 可微函数 

定义 1 设 f 是 上的一个实函数。若在 的一个直角坐标系{ ;nE nE }iO δ

下所对应的 元实函数n 1( , , )nF λ λ 在一点 1( , , n )λ λ 是连续的，则称 f

在相应的点 是连续的；若P 1( , , )nF λ λ 在点 1( , , n )λ λ 有任意的 次连

续的偏导数，则称

r

f 在相应的点是 次连续可微的。特别地，如果r

1( , , )nF λ λ 在点 1( , , )nλ λ 有任意次连续的偏导数，则称 f 在 点是光

滑的。在 上处处是 次连续可微的（光滑的）函数称为 上的 r次连

续可微（光滑）函数。 

P

nE r nE

nE  上全体 次连续可微函数的集合记为 ，全体光滑函数的集

合记为 。我们把在一点

r (r nC E )

( )nC E∞ nP E∈ 是光滑的函数的集合记为 PC∞。 

映射 : nf E→ 在 中取定直角坐标系{ ;nE }iO δ 之下表示成 个实函

数

n

1( ), , ( )nx t x t ，即 

 
1

( ) ( )
n

i
i

i
Of t x t δ

=
=∑ ， t∀ ∈ 。 

定义 2  设 : nf E→ 是从 到 的一个映射。若在直角坐标系nE

{ ; }iO δ 下， f 所对应的坐标函数 ( )ix t (1 )i n≤ ≤ 是连续的，则称 f 是连续

的；若 ( )ix t (1 )i n≤ ≤ 是 r次连续可微的，则称 f 是 次连续可微的。特别

地，如果

r

( )ix t (1 )i n≤ ≤ 是任意次连续可微的，则称 f 是光滑的。 

 

2．切向量 

光滑曲线：光滑映射 : ( , ) nf a b E→ 称为 中的一条光滑曲线。 nE

令 
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称为曲线 f 在点 处的切向量。 0t

另外一种等价定义： 

设 : ( , ) nf a b E→ 是欧氏空间 中一条光滑曲线， nE

0 0( ), ( , )P f t t a b= ∈ 。任取 Pg C∞∈ ，则 是定义在点 的邻域内光滑函

数。根据复合函数求导法则，我们有 

g f 0t
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其中 是 在给定的直角坐标系{ ;1( , , )ng x x g }iO δ 下对应的 元实函数。令 n
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则 是在点0( ( ))g f t∇ 0( )f t 处的一个切向量，与单位正交标{ ; }iO δ 的选取无

关。 

我们称 为光滑函数 在点0( ( ))g f t∇ g 0( )f t 处的梯度向量。这样 

 
0 0

( ) | ( ( ))t t
d g f g f t v

dt = ,=< ∇ >  

其中 0

1

( )in

i
i

dx tv
dt

δ
=

=∑ 是曲线 f 在 0t t= 处的切向量。 

表达式 称为函数0( ( )),g f t v< ∇ > Pg C∞∈ 在点 0( )P f t= 处沿向量 的

方向导数，记作 。于是，在点 处的任意一个切向量 决定了一个算

子 ，定义为 

v

vD g P v

:v PD C∞ →

 ( ), ,v PD g g P v g C∞=< ∇ > ∀ ∈ ， 

它满足下列求导运算的法则： 
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(1) 若 , ,Pg h C λ∞∈ ∈ ，则 

 ( )v vD g h D g D h,vλ λ+ = + ⋅  

(2) 若 , ,Pg h C∞∈ 则 

 。 ( ) ( ) ( )v vD g h g P D h h P D g⋅ = ⋅ + ⋅ v

反过来，若 是满足上述条件(1).(2)的映射，则必有在点

处的切向量 ，使得

: PCσ ∞ →

P v vDσ = ，并且这样的 是唯一的。 v

引理 2.1 若 是满足上述条件(1).(2)的映射，则: PCσ ∞ → σ 在常值

函数上的作用是 0。 

引理 2.2 在 n维欧氏空间 中取定直角坐标系{ ;nE }iO δ 。设 Pg C∞∈ ，

且点 的坐标为P 1
0 0( , , )nx x ，则 可以表示为 g

 1 1 1
0 0 0

1
( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )
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g x x g x x x x h x x
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P其中 ，并且 ih C∞∈
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0 0 0 0( , , ) ( , , )n n
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gh x x x x
x
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∂

 

 
3．光滑映射 

定义 3  设有映射 : m nf E E→ ，如果在空间 中分别取定直角

坐标系后，表示映射

,m nE E

f 的 个 元实函数是 次连续可微的，则称n m r f 是 次

连续可微。任意次连续可微的映射

r

: m nf E E→ 称为从欧氏空间 到

的光滑映射。 

mE nE

Jacobi 矩阵 
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在点 1
0 0( , , )mx x 的秩称为映射 f 在点 1

0 0( , , )mx x 的秩。 

 

 

 

 

 

作业：P.48 Ex9 
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