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摘 要：根据假设模态法，对刚-柔性机械臂系统进行了位形表达及运动学分析.基于 Kane方程，建立了刚-柔性机
械臂系统的动力学模型.数值仿真结果表明，截取前二阶模态即可满足刚-柔性机械臂系统的精度要求；分
析了柔性机械臂的结构参数、材料参数和驱动力矩对其动力学特性的影响.研究结果表明：通过采用矩形
截面，采用较大弹性模量的材料，减小外部施加的驱动力矩，避免驱动力矩产生突变，可以有效地提高刚-
柔性机械臂系统的动力学性能.
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Abstract：Judged by the assumption mode method袁 configuration expression and kinematic analysis were used to investigate
the rigid-flexible manipulators system. Based on Kane's equation袁 the dynamic model of rigid-flexible manipula鄄
tors system was established. Numerical simulation illustrates that interception before the second-order modes can
meet the rigid-flexible manipulators system accuracy. The impact of different structures on the dynamic perfor鄄
mance of flexible manipulator such as physical parameters袁 material parameters and driving moments were dis鄄
cussed. The results show that by using rectangular section袁 using larger elastic modulus of materials袁 reducing
the external pressure driving moment袁 avoiding driving moment producing mutations can effectively improve the
dynamic performance of rigid-flexible manipulators system.
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柔性机械臂是一个高度非线性、强耦合、时变的

动力学系统.与刚性机械臂相比较，柔性机械臂具有
精度高、质量轻、操作空间大、成本低等优点，这使得

柔性机械臂在精密仪器、航空航天等领域应用越来越

广泛.但是，由于柔性机械臂在运动过程中会产生弯
曲、剪切等弹性变形，引起机械臂末端弹性变形误差，

从而影响机械臂的工作精度. Korayem等[1]用有限元法
和拉格朗日方程建立了二自由度柔性机械臂的动力

学模型；王斌锐等[2]基于假设模态法和 Lagrangian原理
建立了综合考虑关节和杆件柔性的刚柔耦合动力学

方程；金国光等 [3]用有限元法对柔性曲线梁离散化处
理并应用 Kane方程建立了动力学模型；Vakil等 [4] 结
合假设模态方法和拉格朗日方程对双柔性机械臂进

行动力学建模；裴希伍等[5]基于假设模态法、拉格朗日
法和系统动量守恒对柔性连杆进行近似描述，忽略高

阶弹性振动模态，推导了一种自由浮动空间柔性机械

臂操作刚性有效载荷的动力学模型；崔玲丽等 [6]应用
有限差分法和有限元法建立了匀质单连杆柔性机械

臂系统的模型；代小林等[7]运用凯恩方程推导了并联
运动平台的多刚体动力学模型；孙占庚等[8]采用假设
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模态法和凯恩方程对建立了单自由度柔性臂的模型.
本文基于假设模态法并结合 Kane 方法对刚-柔性机
械臂系统进行动力学建模，并应用 Matlab软件对其进
行了仿真研究；根据仿真结果研究该系统的动力学特

性，并分析影响弹性振动的因素.

1 刚-柔性机械臂动力学建模

在对刚-柔性机械臂进行动力学建模之前，作如
下假设：

（1）只考虑柔性机械臂的横向振动，忽略其轴向
变形和剪切变形；

（2）柔性机械臂横向变形为小变形；
（3）柔性机械臂的长度远大于其截面尺寸.
在水平面内作回转运动的刚-柔性机械臂系统如

图 1所示.

图 1中，杆 1为刚性杆，杆 2为柔性杆；关节 O1、
O2均为转动副.在 t瞬时，质点 P的横向变形用 u表
示，则 u是点 P的坐标和时间 t的函数，可记为 u = u
（x，t）.设笛卡尔坐标系 OXY 为该机械臂系统的固定
坐标系，坐标系 O1X1Y 1 和 O2X2Y 2为该系统上分别固
连在杆 1和杆 2 上的动坐标系. 子1、子2 分别为关节 O1
和关节 O2处加载电机的驱动力矩，m1r、m2r分别为关节
O1和关节 O2处电机的集中质量，l1、l2分别为刚-柔性
机械臂系统上杆 1 和杆 2 的长度，h1、h2 分别为杆 1
和杆 2 的截面高度，b1、b2 分别为杆 1和杆 2 的截面
宽度，籽1、籽2 分别为杆 1和杆 2的密度，m为柔性杆 2
末端所受的集中质量，兹1、兹2分别为杆 1和杆 2的关节
转角.

点为柔性机械臂杆 2轴线上的任一点，u（x，t）为
轴 O2X2上距 P点 t时刻的横向变形.根据机械振动原

理，均匀材料等截面梁弯曲自由振动微分方程为[9]：

籽2A 2 鄣2u（x，t）鄣t2 + E2I2 鄣4u（x，t）鄣x4 = 0 （1）
式中：籽2为材料密度；A 2为横截面积；E2为材料的弹性
模量；I2为截面惯性矩.
式（1）的解可表达为：

u（x，t）=
肄

i = 1
移椎i（x）·q i（t） （2）

式中：椎i（x）为柔性杆 2的第阶振型函数；q i（t）为与振
型函数相对应的模态坐标.
柔性机械臂的边界条件为：

u（0，t）= 0
鄣u（0，t）鄣x = 0
E2I2 鄣2u（l2，t）鄣x2 = 0
E2I2 鄣3u（l2，t）鄣x3 = 0
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（3）

由式（3）可得系统的频率方程：
cos（姿l2）cosh（姿l2）= -1 （4）
由频率方程式（4）可得：

姿1 = 1.875 / l2
姿2 = 4.694 / l2
姿3 = 7.855 / l2
姿j抑（2j - 1）仔 /（2l2）（j = 4，5，…）
各阶的固有频率为：

棕i = 姿i
2 E2I2

籽2A 2姨 （5）
式中：i = 1，2，3，….
将柔性机械臂的边界条件（3）代入式（1），得到振

型函数：

椎i（x）= cos姿ix - cosh 姿ix +
cos 姿il + cosh 姿ilsin 姿il + sinh 姿il

（sinh 姿ix - sin 姿ix） （6）
在实际应用中，一般取前 n阶模态，同样可以得

到较高的精度，所以将 u（x，t）写成如下形式：

u（x，t）=
n

i = 1
移椎i（x）·q i（t） （7）

柔性机械臂在水平面内的运动可以看作是大范

围刚体运动和小范围弹性变形运动的叠加，因此 P点
位置在体坐标系 O2X2Y 2中的坐标（XP，Y P）可表达为：

XP = x

Y P =
n

i = 1
移椎i（x）·qi（t）
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（8）

柔性杆 2上任意一点 P在变形后，在体坐标系

图 1 刚-柔性机械臂的物理结构模型
Fig.1 Rigid-flexible manipulators physical structure model
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O2X2Y 2中其位置矢量为：

rP = XP·i2 + Y P·j2 = x·i2 +
n

i = 1
移椎i（x）·q i（t）·j2 （9）

式中：i2，j2分别为柔性杆 2在体坐标系 O2X2Y 2沿两个
坐标轴的单位矢量.
若柔性机械臂上任意一点 P小变形 u（x，t）在体

坐标系 O2X2Y 2中的速度为 UP，则柔性机械臂上任意一

点 P在惯性坐标系 OXY 中的速度为：
vp = vO2 + 赘2 伊 rP + UP （10）

式中：赘2为柔性机械臂的角速度.
柔性机械臂内力的广义主动力为：

Fq觶 i

（玉）= -Ki q i（t） （11）
式中：Ki为柔性机械臂杆 2的模态刚度矩阵.
其中

K i = E2I2
l2

0
乙 d2椎i（x）dx2蓘 蓡 2

dx （12）
对于刚-柔性机械臂系统外部施加的驱动力和驱

动力矩的广义主动力：

F兹觶 1

（C）= 子1（t） （13）
F兹觶 2

（C）= 子2（t） （14）
Fq觶 i

（C）= 0 （15）
对于刚-柔性机械臂系统，应用 Kane方法对其建

立动力学方程，可得：

F兹觶 r

* + F兹觶 r

（C）= 0
Fq觶 i

* + Fq觶 i

（C）+ Fq觶 i

（玉）= 0
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（16）

式中：r = 1，2；i = 1，2，…，n；F兹觶 r

*和 Fq觶 i

*分别为刚-柔机
械臂系统的广义惯性力；F兹觶 r

（C）
、Fq觶 i

（C）
和 Fq觶 i

（玉）
分别为刚-柔

机械臂系统的广义主动力.
选取广义速率为兹觶 1，兹觶 2，q觶 i（t）.进行线性化处理，忽

略耦合项和非线性项，得到如下线性化方程

J11兹咬 1 + J12兹咬 2 +
n

i = 1
移滓i q咬 i（t）= 子1（t） （17）

J21兹咬 1 + J22兹咬 2 +
n

i = 1
移滓i q咬 i（t）= 子2（t） （18）

滓i兹咬 1 + 滓i兹咬 2 + Mi q咬 i（t）+ K i q i（t）= 0 （19）
式中：

J11 = J1r + 13 籽1A 1l13 + m2r l12 + J2r + 籽2A 2 l12l2 +

13 籽2 A 2 l23 + ml12 + ml22

J12 = J2r + 13 籽2A 2 l23 + ml22

J21 = J2r + 13 籽2A 2 l23 + ml22

J22 = J2r + 13 籽2A 2 l23 + ml22

滓i = 籽2A 2
l2

0乙 x椎i（x）dx + ml2椎i（l2）

Mi = 籽2A 2
l2

0乙 椎i
2（x）dx + m椎i

2（l2）

式中：J1r、J2r分别为电机转子对关节 O1和 O2中心的转
动惯量.将式（17）~式（19）写成矩阵的形式，得到如下
的方程式：

Mq咬 + Kq = Q （20）
式中：

广义质量阵为

M =

J11 J12 滓1 … 滓n

J21 J22 滓1 … 滓n

滓1 滓1 M1 … 0

滓n 滓n 0 … Mn

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

广义刚度阵为

K =

0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
0 0 k1 … 0

0 0 0 … kn

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

式（20）即为刚-柔性机械臂动力学方程.

2 刚-柔性机械臂系统的仿真研究

图 1中，刚性杆 1的长度 l1 = 1.0 m，密度 籽1 = 7
800 kg/m3，截面宽度 b1 = 0.04 m，截面高度 h1 = 0.04
m，材料为普通碳钢.柔性杆 2的密度 籽2 = 2 700 kg/m3，
弹性模量 E2 = 70 GPa，杆长 l2 = 2.0 m，截面宽度 b2 =
0.04 m，截面高度 h2 = 0.04 m，铝制材料.关节 O2处电
机的集中质量 m2r = 1.0 kg，柔性机械臂末端集中质量
m = 3.4 kg.关节 O1处加载的力矩 子1 = 0.8 N·m，关节
O2处加载的力矩 子2 =（1 - t）N·m.
初始条件：

兹1|t=0 = 兹2|t=0 = 0，q1|t=0 = q2|t=0 = q3|t=0 = 0；
兹觶 1|t=0 = 兹觶 2|t=0 = 0，q觶 1|t=0 = q觶 2|t=0 = q觶 3|t=0 = 0.
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仿真时间 T = 2 s.
从理论上讲，柔性机械臂的动力学模型是连续无

限维的，其中包括刚性大范围运动以及无数个模态坐

标.一般来讲，对仅考虑柔性机械臂振动的离散化动
力学方程，模态阶数取得越多，其数值求解结果就越

逼近实际情况.然而随着模态阶数的增加，求解的计
算量就越大，这在实际应用中是不必要的.分别取系
统前一阶模态、前二阶模态和前三阶模态作运动仿

真，其仿真结果如图 2所示.

从图 2中可看出，随着保留系统的模态阶数增
加，柔性机械臂末端弹性变形差异变小，取前二阶与

前三阶模态之间的差异非常小.为节约计算资源，同
时保障误差很小的情况下，取系统的前二阶模态即可

满足精度要求.
2.1 结构参数对柔性机械臂动力学特性的影响

柔性机械臂的结构参数包括柔性杆 2 的横截面
形状.保持柔性机械臂的其他参数不变，加载力矩如
图 2所示，分别取不同的截面形状（等面积的方形截
面、矩形截面（h2 = 4b2）和圆形截面）时，代人式（20）
中，进行动力学仿真，如图 3所示.

仿真结果表明：在柔性机械臂的横截面积相等的

条件下，圆形截面的振动频率最低，末端弹性变形量

最大；矩形截面的振动频率最高，末端弹性变形量最

小，抑制弹性变形效果最好.
2.2 材料参数对柔性机械臂动力学特性的影响

柔性机械臂的材料参数主要包括柔性杆 2的密
度和弹性模量.保持柔性机械臂的其他参数不变，加
载力矩如图 2 所示，分别取不同的密度 籽2 = 2 700
kg/m3、籽2 = 4 500 kg/m3和 籽2 = 6 600 kg/m3，不同的弹性
模量 E2 = 70 GPa、E2 = 90 GPa和 E2 = 110 GPa代人式
（20）中，进行动力学仿真，如图 4、图 5所示.

仿真结果表明：

（1）柔性机械臂的密度越大，振动频率越低，末端
弹性变形程度对材料密度变化不敏感；

（2）柔性机械臂的弹性模量越大，振动频率越高，
末端弹性变形程度越小.
2.3 驱动力矩对柔性机械臂动力学特性的影响

保持柔性机械臂的结构参数和物理参数不变，分

别加载 3种如图 6所示不同的驱动力矩 子2 = （1 - t）

0 0.5 1.0 2.01.5

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0
t / s

取前一阶模型
取前二阶模型
取前三阶模型

图 2 取不同阶模态柔性机械臂的动力学特性

Fig.2 Dynamic performance with different modes of flexible
manipulator

图 3 取不同截面形状柔性机械臂的动力学特性

Fig.3 Dynamic performance with different cross -section
shapes of flexible manipulator
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-1.0
t / s
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矩形截面
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图 4 取不同密度柔性机械臂的动力学特性

Fig.4 Dynamic performance with different density of flexible
manipulator

图 5 取不同弹性模量柔性机械臂的动力学特性

Fig.5 Dynamic performance with different elastic modulus of
flexible manipulator
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Nm、子2 = 0.8 Nm和 子2 = t（2 - t）Nm，代人式（20）中，进
行动力学仿真，如图 7所示.

仿真结果表明：随着时间的变化，柔性机械臂的

弹性变形程度与施加的驱动力矩变化趋势一致，即柔

性机械臂末端弹性变形量随驱动力矩增大（减小）而

增大（减小）；比较图 6和图 7，初始时刻加载的力矩有
突变时，柔性机械臂的振动较大.
综上所述，考虑到柔性机械臂的结构参数、材料

参数以及外部施加的驱动力矩对其影响，由上述分析

可知：若要改善柔性机械臂的动力学性能，即减小柔

性机械臂末端的弹性变形及其振动频率，可以通过采

用矩形截面，采用较大弹性模量的材料，适当减小外

部施加的驱动力矩，尽量避免驱动力矩产生突变.

3 结束语

本文运用假设模态法和 Kane 方程建立了刚-柔
性机械臂系统的动力学模型，并根据此模型对柔性机

械臂系统进行动力学特性分析，研究了柔性机械臂的

结构参数、材料参数和外加驱动力矩对系统动力学特

性的影响，进而得出能有效减小和抑制柔性机械臂

系统的弹性变形和振动的方法，为进一步研究柔性机

械臂的振动稳定性、结构设计与结构参数优化提供了

依据.
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图 7 取不同的驱动力矩柔性机械臂的动力学特性

Fig.7 Dynamic performance with different driving moments
of flexible manipulator

图 6 加载在柔性机械臂上不同的驱动力矩

Fig.6 Different driving moments loading inflexible manipulator
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