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摘 要: 用等时区方法确定最速离散二阶系统的线性区域的边界,以开关曲线和边界线来界定控制量的线性变化,

区分可达区和线性区,得到最速系统综合函数,并依此构造线性函数形式的跟踪微分器. 仿真结果表明,所提出的跟

踪微分器具有快速跟踪输入信号、无颤振、无超调的特点,能得到较好的微分信号,算法简洁实用.
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Abstract: The boundary characteristic curve of linear regions with the second-order discrete time optimal control is

presented by means of the isochronous region. Then the control variable is linearized, which is decided by the switching

curve and the boundary curve, and the reachable region and the boundary region are given. The linear synthetic functions

are obtained. Based on this function, the discrete form of tracking-differentiator is constructed. Numerical simulation shows

that, this discrete form of tracking-differentiator can quickly track an input signal without overshooting and chattering, and

can acquire an excellent differential signal. It is simple and practical.
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0 引引引 言言言

对信号进行滤波以及从含噪声的信号中提取微

分信号,是控制理论以及工程实践中必然面临的复杂

问题,处理不当可能会产生毛刺和堙没现象,滤波相

位严重滞后, 微分品质低劣, 导致控制系统振荡或不

稳定.为了简化控制系统的设计,提高控制系统性能,

用适当方法获取有效的微分是一种重要的手段,对此,

韩京清等[1]提出了跟踪微分器的思想. 随后, 韩京清

等[2]利用二次时间最速系统提出了一种离散形式的

跟踪微分器, 具有快速跟踪输入信号、无超调、无颤

振的特点, 能得到较好的微分信号.人们相继对跟踪

微分器进行了研究[3-11], 并应用于自抗扰控制、安排

过渡过程、设计非线性 PID控制器、对参数进行估计

以及恰当提取信息等.文献 [6]提出了一种非时间最

速系统的全程快速非线性跟踪微分器,并分析了其稳

定性.文献 [8]利用二次时间最速系统提出了一种高

精度快速跟踪微分器,具有跟踪精度高、能从含噪声

的信号中有效提取微分信号的特点,并应用于磁悬浮

控制中的信号检测[9-13]. 实际控制系统一般是数字控

制系统,采用离散化的形式, 跟踪微分器中的开关函

数所需要的线性区的大小及范围将影响跟踪性能及

微分品质. 文献 [2]用等时区方法确定了最速控制取
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非极值的线性区, 给出了控制综合函数的一般形式,

这种函数中包含根号的运算,对于控制算法具有一定

的复杂性.

针对上述问题,本文利用等时区方法寻找使最速

控制取非极值的线性区的边界特征点,以及按线性规

律达到原点的可能区域,并利用特征点及可达区域特

征, 构造一个简单的线性函数, 从而避开复杂的开平

方根的非线性运算.数值仿真结果表明, 这种简化形

式的跟踪微分器与文献 [2]提出的跟踪微分器同样具

有快速跟踪输入信号、无超调、无颤振、能有效提取

微分信号的特点,形式上更加简单.

1 二二二阶阶阶离离离散散散系系系统统统控控控制制制综综综合合合函函函数数数

对于连续双积分串联最速系统⎧⎨⎩ �̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑢, ∣𝑢∣ ⩽ 𝑟,
(1)

其离散化的形式为[
𝑥1(𝑘 + 1)

𝑥2(𝑘 + 1)

]
=

[
1 ℎ

0 1

][
𝑥1(𝑘)

𝑥2(𝑘)

]
+

[
0

ℎ

]
𝑢(𝑘),

∣𝑢(𝑘)∣ ⩽ 𝑟, 𝑘 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
可以表示为

𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴𝑋(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘). (2)

方程 (2)以𝑋(0)为初值的解的一般表达式为

𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴𝑘+1𝑋(0) +

𝑘∑
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖𝐵𝑢(𝑖). (3)

若系统经过 𝑘 + 1步,最终到达相平面上的原点,

此时𝑋(𝑘+1) = 0,则由式 (3)可以反推出起始点必须

满足的条件为

𝑋(0) =

𝑘∑
𝑖=0

[
(𝑖+ 1)ℎ2

−ℎ

]
𝑢(𝑖). (4)

由最优控制理论可知, 最速系统 (1)的控制策略

是一种开关控制,在连续系统的情况下, 开关曲线的

函数为

Γ (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 +
𝑥2∣𝑥2∣
2𝑟

.

控制综合函数为𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑟)= −𝑟sgn(Γ (𝑥1, 𝑥2)),

相平面上任何一点沿最优轨线最多经过一次切换即

可到达原点.相平面Σ上任意一点𝑀(𝑥1, 𝑥2)到达原

点所需要的时间𝑇 (𝑥1, 𝑥2)可以表示为

𝑇 (𝑥1, 𝑥2) =
𝑥2

𝑟
𝑠+

2√
𝑟

√
𝑥2
2

2𝑟
+ 𝑠𝑥1, (5)

其中

𝑠 = sgn
(
𝑥1 +

𝑥2∣𝑥2∣
2𝑟

)
.

对于连续最速时间系统 (1), 选取总时间𝑇 (𝑥1,

𝑥2)作为Lyapunov函数. 由于

∂ 𝑇

∂ 𝑥1
=

𝑠√
𝑟
√

(𝑥2
2/2𝑟) + 𝑠𝑥1

,

∂ 𝑇

∂ 𝑥2
=

𝑠

𝑟
+

𝑥2/𝑟√
𝑟
√

(𝑥2
2/2𝑟) + 𝑠𝑥1

,

d𝑇

d𝑡
=

∂ 𝑇

∂ 𝑥1
𝑥1 +

∂ 𝑇

∂ 𝑥2
𝑥2 = −1,

从而有𝑇 (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) = −𝑡+𝑇 (𝑥1(0), 𝑥2(0)). 所有最

速轨线都将在有限时间内到达原点.

当相平面上的点位于开关曲线上方时, 控制量

取极值𝑢 = −𝑟;位于开关曲线下方时,控制量取极值

𝑢 = +𝑟.到达开关曲线时,控制量切换符号.在连续系

统的情况下, 控制量的切换是瞬间完成的, 不存在变

号需要的变化过程.然而在离散情况下, 变号的过程

将发生在一个采样步长ℎ内,可以用一个线性区Ω来

表示, 控制量在该区间内呈线性变化, 从某一个正数

(负数)变化到另一个负数 (正数).显然,这个线性变化

的区间一定在开关曲线附近.为此, 需要寻找线性变

化区域的边界和相关控制特征线.另外, 需要考虑两

步内可以到达的区域,记为Ω𝑟.

边界线有两条: 其一是开关曲线,这条线上所有

的控制量𝑢 = +𝑟或者𝑢 = −𝑟均到达原点;另一条线

是控制量,首先取𝑢 = +𝑟,然后全部取𝑢 = −𝑟,或者

首先取𝑢 = −𝑟,然后全部取𝑢 = +𝑟,最后到达原点的

初始点的全体构成了轨迹线.不妨假设 {𝑎+𝑘}、{𝑎−𝑘}
分别为控制量𝑢 = +𝑟、𝑢 = −𝑟到达原点的初始点,

{𝑏+𝑘}、{𝑏+𝑘} (𝑘⩾ 2)分别为第 1步取𝑢= −𝑟、𝑢= +𝑟

然后全部取𝑢 = +𝑟、𝑢 = −𝑟而到达原点的初始点.所

有的 {𝑎+𝑘}、{𝑎−𝑘}以及 {𝑏+𝑘}、{𝑏+𝑘}将分别落在两
条不同的曲线上, 依次连接全体 {𝑎+𝑘}的点构成的
曲线记为Γ+

𝐴 , 连接全体 {𝑎−𝑘}的点构成的曲线记为
Γ−
𝐴 ; 连接全体 {𝑏+𝑘}的点构成的曲线记为Γ+

𝐵 , 连接

全体 {𝑏−𝑘}的点构成的曲线记为Γ−
𝐵 . 如图 1所示.
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图 1 边界曲线、辅助线以及分类示意图

1.1 边边边界界界的的的确确确定定定

首先确定边界曲线Γ𝐴 = Γ+
𝐴

∪
Γ−
𝐴 . {𝑎+𝑘}为所

有控制量全部取𝑢 = +𝑟而到达原点的初始点的集合,

不妨假设在第 𝑘 + 1步到达原点𝑋(𝑘 + 1) = 0, 此时

有𝑢(𝑖) = +𝑟, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘. 由式 (4)得到
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𝑋(0) = 𝑟

𝑘∑
𝑖=0

[
(𝑖+ 1)ℎ2

−ℎ

]
, (6)

则由式 (6)消去变量 𝑘后,有

𝑥1 =
𝑥2
2

2𝑟
− 1

2
ℎ𝑥2, 𝑥2 < 0,

即为Γ+
𝐴 ;同理可得Γ−

𝐴 为

𝑥1 = −𝑥2
2

2𝑟
− 1

2
ℎ𝑥2, 𝑥2 > 0.

因此可以综述为

Γ𝐴 : 𝑥1 +
𝑥2∣𝑥2∣
2𝑟

+
1

2
ℎ𝑥2 = 0. (7)

现在来确定边界Γ𝐵 = Γ+
𝐵

∪
Γ−
𝐵 . 对于 {𝑏+𝑘},

𝑋(𝑘+1) = 0, 𝑢(0) = −𝑟, 𝑢(𝑖) = +𝑟, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘.由

式 (4)消去 𝑘,可得

𝑥1 =
𝑥2
2

2𝑟
− 5

2
ℎ𝑥2 + ℎ2𝑟,

即为Γ+
𝐵 ;同理可得Γ−

𝐵 为

𝑥1 = −𝑥2
2

2𝑟
− 5

2
ℎ𝑥2 + ℎ2𝑟.

于是可以综述为

Γ𝐵 : 𝑥1 +
𝑥2∣𝑥2∣
2𝑟

+
5

2
ℎ𝑥2 + ℎ2𝑟sgn(𝑥2) = 0. (8)

至此,已经找到区域Ω全部的边界,如图 2所示.
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图 2 可达区域以及线性边界示意图

1.2 控控控制制制综综综合合合函函函数数数的的的确确确定定定

前面已经确定了线性区间Ω , 且考虑两步之内

不能到达原点,因此若平面上任何一点不在Ω内,则

控制量𝑢取极值;否则𝑢按某种线性规律变化,使得𝑢

能在闭区间 [−𝑟,+𝑟]内均匀变化. 如图 3所示, 不妨

先假设点𝑀落在第 IV象限内 (𝑥1 > 0, 𝑥2 < 0),做一

条辅助直线𝑥2 = 𝑥2(𝑀), 它与边界线以及特征线相

交于𝐴,𝐵两点 (其对应的𝑥1方向的坐标值记为𝑋𝐴,

𝑋𝐵),对应的控制量分别取值+𝑟,−𝑟. 若𝑀落在𝐴,𝐵

两点以外, 则控制量𝑢取极值; 否则𝑢按线性规律变

化. 此时,若𝑥1< 𝑋𝐴或𝑥1> 𝑋𝐵 ,则分别有𝑢 = +𝑟或

𝑢 = −𝑟,即

𝑢 = −𝑟
(𝑋𝐵 +𝑋𝐴 − 2∣𝑥1∣)

𝑋𝐵 −𝑋𝐴
sgn(𝑥2). (9)

其中

𝑋𝐴 =
𝑥2
2

2𝑟
+

1

2
ℎ∣𝑥2∣,

𝑋𝐵 =
𝑥2
2

2𝑟
+

5

2
ℎ∣𝑥2∣+ ℎ2𝑟sgn(𝑥2).

若𝑀落在第 II象限区域,则可作类似分析.若𝑀

落在第 I或第 III象限区域,由于𝑀不在区域Ω内,则

有𝑥1𝑥2 ⩾ 0, 𝑢 = −𝑟sgn(𝑥1 + ℎ𝑥2). 如果点𝑀两步以

内可以到达原点, 则初始点𝑋(0)以及相关的控制量

必定满足方程 (2), 使得𝑥1(2) = 0, 𝑥2(2) = 0, 进而得

到 [
𝑢(0)

𝑢(1)

]
= − 1

ℎ2

[
1 2ℎ

1 ℎ

][
𝑥1(0)

𝑥2(0)

]
. (10)

此时 ∣𝑢(1)∣ ⩽ 𝑟,它是两步内到达原点的一个必要条

件.从而可知,若式 (10)不满足,则两步内不可能到达

原点;若式 (10)满足,则选择

𝑢(0) = − 1

ℎ2
(𝑥1(0) + 2ℎ𝑥2(0)), (11)

使得两步内到达原点.

两步内可以到达原点的点是位于由两条平行的

直线𝑥1 + ℎ𝑥2 = ± ℎ2𝑟 所围成的区域与另外两条平

行的直线𝑥1 + 2ℎ𝑥2 = ± ℎ2𝑟所围成的区域相重迭

的阴影内,它是一个由 4个点 (−ℎ2𝑟, 0), (−3ℎ2𝑟, 2ℎ𝑟),

(ℎ2𝑟, 0), (3ℎ2𝑟,−2ℎ𝑟)围成的菱形区域.可达性区域称

为Ω𝑟. 依据上述分析,可以得到一个可用的最速综合

函数,将采用下面的算法描述.

1.3 最最最速速速综综综合合合函函函数数数的的的算算算法法法描描描述述述

对于相平面上的任意点𝑀(𝑥1, 𝑥2), 最速控制综

合函数𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑟, ℎ)遵循以下策略快速到达原点:

1)若 ∣𝑥1 + ℎ𝑥2∣ > ℎ2𝑟, 或 ∣𝑥1 + 2ℎ𝑥2∣ > ℎ2𝑟, 则

两步内不可能到达原点, 𝑀 /∈ Ω𝑟;否则转 6).

2)若𝑥1𝑥2 ⩾ 0,则𝑀 /∈ Ω
∪

Ω𝑟, 𝑢 = −𝑟sgn(𝑥1 +

ℎ𝑥2).

3)确定线性区Ω的边界,即

𝑋𝐴 =
𝑥2
2

2𝑟
+

1

2
ℎ∣𝑥2∣,

𝑋𝐵 =
𝑥2
2

2𝑟
+

5

2
ℎ∣𝑥2∣+ ℎ2𝑟sgn(𝑥2).

显然满足𝑋𝐴 < 𝑋𝐵 .

4)若 ∣𝑥1∣⩾ 𝑋𝐵 ,则𝑢= −𝑟sgn(𝑥1);若 ∣𝑥1∣⩽ 𝑋𝐴,

则𝑢 = −𝑟sgn(𝑥2);此时𝑀 /∈ Ω
∪

Ω𝑟.

5) 𝑢 = −𝑟
(𝑋𝐵 +𝑋𝐴 − 2∣𝑥1∣)

𝑋𝐵 −𝑋𝐴
sgn(𝑥2),此时𝑀 ∈

Ω
∩

Ω̄𝑟.

6) 两步内可以到达原点, 𝑀位于菱形可达区域

内, 𝑀 ∈Ω𝑟,此时

∣𝑥1 + ℎ𝑥2∣⩽ ℎ2𝑟,

∣𝑥1 + 2ℎ𝑥2∣⩽ ℎ2𝑟,

𝑢(0) = − 1

ℎ2
(𝑥1(0) + 2ℎ𝑥2(0)).

7)算法结束.

不妨把上述函数记为𝑢 = ftd(𝑥1, 𝑥2, 𝑟, ℎ), 则由
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上述最速控制综合函数可得到一个非线性离散跟踪

微分器的算法. 即对于一个给定的信号序列 {𝑉 (𝑘),

𝑘 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ },有下面的方程成立:⎧⎨⎩
𝑢(𝑘) = ftd(𝑥1(𝑘)− 𝑉 (𝑘), 𝑥2(𝑘), 𝑟, 𝑐0ℎ),

𝑥1(𝑘 + 1) = 𝑥1(𝑘) + ℎ𝑥2(𝑘),

𝑥2(𝑘 + 1) = 𝑥2(𝑘) + ℎ𝑢(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .
(12)

其中: 𝑟为快速因子, 𝑐0为滤波因子, ℎ为采样步长.上

述形式的跟踪微分器是一个完全线性化的函数,本身

又构成非线性, 从而避开了引言中提到的离散微分

器的平方根的运算,结构更加清晰明了, 运算简单实

用.最速轨线如图 3所示.从图 3可以看到, 当轨迹线

进入Ω区域内时, 𝑀点可以落在由Γ𝐴与Γ𝐵围成的

封闭区域内, 按给定的算法恰当选择控制量𝑢, 可使

点𝑀最后沿Γ𝐴快速运动到达原点.
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图 3 开关曲线、边界曲线以及最速轨迹线的分布图

2 离离离散散散跟跟跟踪踪踪微微微分分分器器器的的的数数数值值值仿仿仿真真真

为了对简易TD算法与文献 [2, 6, 8]中提出的TD
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图 4 跟踪阶跃信号
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图 5 跟踪正弦信号

进行比较,考虑一个带扰动噪声以及非线性不确定项

的二阶系统的跟踪问题,其模型为⎧⎨⎩ �̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑢+ 𝑤(𝑥, 𝑡), ∣𝑢∣ ⩽ 𝑟.

不妨设𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑥2
1(𝑡) + 𝑥2

2(𝑡) + 𝑥1(𝑡) sin(3π𝑡) +

𝜂(𝑡), 其中 𝜂(𝑡)是均值为 0、方差为 0.05的高斯白噪

声.目标信号𝑌𝑑(𝑡) = 𝑉0 + 𝑑0 sin(𝜔𝑡),分两种情况: 1)

𝑉0 = 0, 𝑑0 = 0; 2) 𝑉0 = 0, 𝑑0 = 1, 𝜔 = 1. 取系统的初

始值为 {−1,+1}, 𝑟 = 100, ℎ = 0.01, 𝑐0 = 2. 设本文

的算法为TD1,文献 [2, 6, 8]的TD分别为TD2、TD3、

TD4. 采用恰当的方法安排过渡过程, 其仿真结果如

图 4和图 5所示.

仿真结果表明,上述跟踪微分器能够无超调地跟

踪阶跃信号和正弦信号,并能够提取适当的微分.跟

踪微分器中的线性区间可以根据边界直接确定,且控

制量按线性规则确定.

3 结结结 论论论

本文利用离散系统最速控制函数构造了离散形

式的非线性跟踪微分器,直接给出了控制量取非极值

的边界,并给出了线性区域Ω以及可达区域Ω𝑟,最后

用线性化的方法给出了最速系统的综合函数,并最终
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构造了跟踪微分器. 与以往的其他跟踪微分器相比,

本文构造的跟踪微分器结构更加简化,这为跟踪微分

器的应用提供了一种形式简单且有效的新方法.仿真

结果表明,本文提出的跟踪微分器,在跟踪性能、微分

品质以及消除颤振方面具有很好的效果.
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