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摘 要：研究一类带有时变时滞的非线性系统的指数稳定性问题.通过构造适当的 Lyapunov-Krasovskii泛函，并结
合使用 Newton-Leibniz公式和自由权方法，对这类系统建立了以线性矩阵不等式表达的依时滞的指数稳
定的新的充分条件；对于带有常时滞的一类非线性系统，给出了系统指数稳定的判据，并以数值例说明所

获结果的有效性.
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Exponential stability of nonlinear systems with time-varying delays
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Abstract：The problem of exponential stability of a class of nonlinear systems with time-varying delays is investigated. By
constructing the appropriate Lyapunov-Krasovskii functional and combined with Newton -Leibniz formula and
free weighting matrix method袁 a new delay-dependent exponential stability sufficient condition for the class of
systems is established in terms of linear matrix inequality 渊LMI冤. Then袁 the exponential stability criterion for a
class of nonlinear systems with constant delay is presented. Finally袁 a numerical example is provided to illustrate
the effectiveness of the results obtained.
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时滞经常出现在人口模型、化学过程、生物及经

济系统等众多实际系统中. 众所周知时滞的存在常引
起系统的不稳定和差的性能，因此对时滞系统稳定性的

研究引起了研究者的关注，并成为重要的研究主题[1-7].
近年来，人们对于带有时变时滞的线性系统的指数稳

定性已经作了深入的研究，并获得了一些指数稳定性

判据[1-4].然而，对于带有时变时滞的非线性系统的指
数稳定性研究却很少.本文研究一类带有时变时滞的
非线性系统的指数稳定性问题.首先通过构造适当的
Lyapunov-Krasovskii泛函，结合使用 Newton -Leibniz
公式和自由权方法，获得了该类系统指数稳定的充分

条件.然后针对带有常数时滞的非线性系统进行了研
究，并给出了这类系统指数稳定的充分条件.

1 问题描述及预备知识

本文的符号说明如下：R+表示所有非负实数的全体；
Rn 表示 n维向量空间，且有向量内积 xT y及向量范
数||·||；Rn伊r表示所有以 n伊r维矩阵构成的空间；AT表示
矩阵 A的转置；I表示单位矩阵；姿max（·）和 姿min（·）分
别表示给定方阵的最大和最小特征值；A跃0表示 A是
正定的，A跃B表示 A-B跃0.
考虑如下带有时变时滞的非线性系统

x觶（t）= Ax（t）+ Dx（t - h（t））+ f（t，x（t），x（t - h（t））），
x（t）= 准（t），t沂 -h1，0蓘 蓡 （1）

式中：x（t）沂Rn 是状态；A，D沂Rn伊n；初值 准（t）是定
义在 -h1，0蓘 蓡上的连续可微函数，且有范数 ||准 || =

第 32卷 第 4期
圆园13年 8月

天 津 工 业 大 学 学 报
允韵哉砸晕粤蕴 韵云 栽陨粤晕允陨晕 孕韵蕴再栽耘悦匀晕陨悦 哉晕陨灾耘砸杂陨栽再

Vol.32 No.4
August 2013

mailto:dongyl@vip.sina.com


天 津 工 业 大 学 学 报 第 32卷

sup-h1臆t臆0 {椰准（t）椰，椰准觶（t）椰}.时滞函数 h（t）满足

0臆 h（t）臆 h1，h觶（t）臆 h2，t沂R+.
非线性函数 f（t，x（t），x（t - h（t）））满足

f T（t，x（t），x（t - h（t）））f（t，x（t），x（t - h（t）））臆
xT（t）丐 T丐x（t）+ xT（t - h（t））撰T撰x（t - h（t））（2）

式中：丐，撰沂Rn伊n是给定的矩阵.
定义 1[8] 给定 琢 跃 0.系统（1）的零解称为是 琢指数稳
定的，如果存在正数 N 跃 0使得对任意解 x（t，准）有

椰x（t，准）椰臆Ne-琢 t椰准椰，坌t沂R+ .
本文引入下述引理.

引理 1[9] 对于任意正定对称矩阵 M沂Rn伊n，标量 酌 跃 0
和向量函数棕 颐 [0，酌]寅Rn使得所论积分有定义，则下述

不等式

（
酌

0乙 棕（s）ds）TM（
酌

0乙 棕（s）ds）臆
酌（

酌

0乙 棕T（s）M棕（s）ds）

成立.

2 主要结果

令 姿1 = 姿min（P），
姿2 = 姿max（P）+ h1姿max（R1）+ h1姿max（R2）+

h1姿max（R3）+ h1
2姿max（R4）

定理 1 给定 琢 跃 0.系统（1）的零解是 琢指数稳定的，
如果存在正定对称阵 P、Ri（i = 1，2，3，4）以及矩阵
Wi（i = 1，2，3，4，5）和正数 浊 跃 0，使得下述 LMI成立：

撞 =
移11 移12 移13 移14 移15
* 移22 移23 移24 移25
* * 移33 移34 移35
* * * 移44 移45
* * * * 移55

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

约 0 （3）

其中

移11 = ATP + PA + 2琢P + R1 + R2 - e-2琢h1R4 +浊丐T丐+
W1TA + ATW1，

移12 = e-2琢h1R4 + ATW2，移13 = PD + W1
T D + ATW3，

移14 = -W1
T +ATW4，移15 = P+W1

T +ATW5，

移22 = -e-2琢h1
（R2+R3）-e-2琢h1R4，移23 = W2

T
，

移24 = -W2
T
，移25 = W2

T
，

移33 = -（1 - h2）e-2琢h2伊（R1-R3）+ 浊撰T撰 + W3
T D +

DTW3，

移34 = -W3
T + DTW4，移35 = W3

T + DTW5，

移44 = h1
2 R4- W4- W4

T
，移45 = W4

T - W5，

移55 = -浊I + W5 + W5
T
，

并且，系统的解 x（t，准）满足

椰x（t，准）椰臆 姿1
姿2姨 e-琢t椰准椰，坌t沂R+.

证明 考虑下面的 Lyapunov-Krasovskii泛函
V（t，x（t））=

5

i=1
移V i （4）

其中

V 1 = xT（t）Px（t），

V 2 = t

t-h（t）乙 e2琢 ( s - t )xT（s）R1 x（s）ds，

V 3 = t

t-h1乙 e2琢 ( s - t )xT（s）R2 x（s）ds，

V 4 = t-h（t）

t-h1乙 e2琢 ( s - t )xT（s）R3 x（s）ds，

V 5 = 0
-h1乙 t

t+s乙 e2琢 ( 子 - t ) x觶T（子）R4 x觶（子）d子ds

沿系统（1）的轨线，V i（i = 1，2，3，4，5）对时间的导数为
V觶 1 = xT（t）（ATP + PA）x（t）+ 2xT（t）PDx（t - h（t））+

2xT（t）Pf（t，x（t），x（t - h（t））），

V觶 2 = xT（t）R1 x（t）-（1 - h觶（t））e-2琢h（t）xT（t - h（t））R1伊
x（t - h（t））- 2琢V 2，

V觶 3 = xT（t）R2 x（t）- e-2琢h1 xT（t - h1）R2x（t - h1）- 2琢V 3

V觶 4 =（1 - h觶（t））e-2琢h（t）xT（t - h（t））R3 x（t - h（t））-
e-2琢h1 xT（t - h1）R3 x（t - h1）- 2琢V 4，

V觶 5 = h12x觶T（t）R4x觶（t）- h1
t

t-h1乙 e2琢（s-t）x觶 T（s）R4 x觶（s）ds -

2琢V 5臆 h1
2 x觶T（t）R4 x觶（t）-

h1e-2琢h1 t

t-h1乙 x觶T（s）R4 x觶（s）ds - 2琢V 5

根据引理 1和 Newton-Leibniz公式
t

t-h1乙 x觶（s）ds = x（t）- x（t - h1）

可得

-h1
t

t-h1乙 x觶T（s）R4 x觶（s）ds臆-[ t

t-h1乙 x觶（s）ds]TR4 伊
[ t

t-h1乙 x觶（s）ds] = - [x（t）- x（t - h1）]T R4 [x（t）-
x（t - h1）]

因此，有

V觶（·）+ 2琢V（·）臆
xT（t）[PA + ATP + 2琢P + R1 + R2]伊
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x（t）+ 2xT（t）PDx（t - h（t））+ 2xT（t）P 伊
f（t，x（t），x（t - h（t）））-（1-h2）e-2琢h2 xT（t-h（t））伊
[R1 - R3] x（t - h（t））- e-2琢h1 xT（t - h1）[R2 + R3]伊
x（t - h1）+ h1

2 x觶T（t）R4x觶（t）- e-2琢h1 [x（t）-
x（t - h1）]T 伊 R4[x（t）- x（t - h1）] （5）

令

孜 T（t）= [xT（t）xT（t - h1）xT（t - h（t））x觶 T（t）
f T（t，x（t），x（t - h（t）））]

WT = [W1 W2 W3 W4 W5]，
注意到

-x觶（t）+ Ax（t）+ Dx（t - h（t））+
f（t，x（t），x（t - h（t）））=0

则有

孜 T（t）WT [-x觶（t）+ Ax（t）+ Dx（t - h（t））+

f（t，x（t），x（t - h（t）））] + [-x觶（t）+ Ax（t）+
Dx（t - h（t））+ f（t，x（t），x（t -
h（t）））]TW孜（t）= 0 （6）

由式（2）得
浊[xT（t）祝 T祝x（t）+ xT（t - h（t））撰T撰x（t - h（t））-

f T（t，x（t），x（t - h（t）））f（t，x（t），x（t -
h（t）））]逸0 （7）

由式（3），（5），（6）和（7）得到
V觶（·）+ 2琢V（·）臆孜 T（t）撞孜（t）臆0 （8）

故得

V觶（t，x（t））臆-2琢V（t，x（t）） 坌t沂R+ （9）
由式（9）可得

V（t，x（t））臆V（准）e-2琢t 坌t沂R+ （10）
由式（4）可得

姿1||x（t）||2臆V（t，x（t）） 坌t逸0 （11）
因此，本文得到

姿1||x（t，准）||2臆V（t，x（t））臆
V（0，x（0））e-2琢t臆姿2 e-2琢t ||准||2

则有

||x（t，准）||臆 姿2
姿1姨 e-琢t||准|| t沂R+

考虑如下带有常数时滞的系统

x觶（t）= Ax（t）+ Dx（t - h1）+ f（t，x（t），x（t - h1））
x（t）=准（t） t沂[-h1，0] （12）
有下面的定理.

定理 2 给定 琢 跃 0.系统（12）的零解是 琢指数稳定

的，如果存在正定对称阵 P，Ri（i = 1，2）以及矩阵W軘i，

（i = 1，2）和正数 浊 跃 0，使得下述 LMI成立:

撞忆 =
M11 PD + R軍2 ATW軘1 P + ATW軘2

* M22 DTW軘1 DW軘2

* * M33 W軘1 - W軘2
* * * M44

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

约 0 （13）

其中

M11 = ATP + PA + 2琢P + R1 - R2 + 浊祝 T祝，
M22 = -R1 - R2 + 浊撰T撰，
M33 = h1

2 R2 - W1
T - W1，M44 = -浊I + W2

T +W2
证明 考虑 Lyapunov-Krasovskii泛函（4）且令

R1 = R3 = 0，R2 = R1，R4 = R2，
W1 = W2 = W3 = 0，W4 = W1，W5 = W2

通过类似于定理 1的证明可得
V觶（·）+ 2琢V（·）臆孜1

T
（t）移忆孜1（t）臆0，

其中

孜1
T
（t）= [xT（t）xT（t - h1）x觶T（t）f T（t，x（t），x（t - h1））]

通过类似于定理 1的证明可得系统（12）的零解是 琢指
数稳定的.

3 数值例

考虑如下带有常数时滞的非线性系统[10]

x觶（t）+ Ax（t）+ Dx（t - h1）+ f（t，x（t），x（t-h1）），
x（t）= 准（t），t沂[-h1，0] （14）

其中

A = -2 0
0 -1蓘 蓡，D = -1 0

-1 -1蓘 蓡
f（t，x（t），x（t - h1））= f 1（t，x（t））+ f2（t，x（t - h1）），

|| f 1（t，x（t））||臆 0.05||x（t）||，
|| f 2（t，x（t - h1））||臆0.01|| x（t - h1）||.

极易验证非线性函数 f（t，x（t），x（t - h1））满足（2）式且
祝= 2姨 伊0.05I，撰= 2姨 伊0.01I.
对 琢取不同的值，应用定理 2，表 1给出关于 琢

时滞 h1允许的上界.将本文结果与文献[10-12]的结果
进行了比较.

杨凤伟，等：带有时变时滞的非线性系统的指数稳定

表 1 时滞允许的上界

Tab.1 Allowable upper bound of delay h1

方法 琢 = 0 琢 = 0.1 琢 = 0.3 琢 = 0.5
文献[10] 3.40 — — —

文献[11] 3.40 1.70 1.09 0.85
文献[12] 19.80 2.01 1.25 0.96
定理 2 20.30 2.21 1.38 1.03

T
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由图 2中的曲线可以看出，本文销售商的库存水
平变化曲线比较平缓，避免了库存成本的提高.

4 结束语

本文考虑了在时间为 t的限制下易变质商品的一
对一的库存模型，提出了合作库存的一种新的转换方

法，采用每个阶段上的平均费用的方法，解决了销售

商库存水平呈指数增长的问题.但是这种模型只是对
于特殊的指数分布满足，因此该研究还需要深入到满

足一般分布的模型，得到更实用的结论.
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由表 1可以看出，本文结果比文献[10-12]的结果
具有更弱的保守性.

4 结束语

本文研究一类带有时变时滞的非线性系统的指

数稳定性问题. 通过构造适当的 Lyapunov-Krasovskii
泛函，并结合使用 Newton-Leibniz公式和自由权技术，
获得了系统指数稳定的新的充分条件，该条件以线性

矩阵不等式表达.然后，对于带有常时滞的一类非线
性系统，建立了系统指数稳定的新的充分条件.并给
出数值例，与相关文献结果作对比，验证了本文所获

结果的有效性.
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