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摘 要: 讨论一类含有时变时滞的连续时间切换奇异系统的一致有限时间稳定、有限时间有界和状态反馈镇定问题.

在给定任意的切换规则下,运用多Lyapunov函数和平均驻留时间方法设计使得闭环系统一致有限时间稳定和有限

时间有界的状态反馈控制器,同时给出基于线性矩阵不等式表示的控制器存在的充分条件.最后通过数值算例表明

了所提出方法的合理性和有效性.
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Abstract: The issue of uniform finite-time stability, finite-time boundedness and state feedback stabilization for a class

of continuous-time switched descriptor systems with time-varying delay is considered. Based on the multiple Lyapunov

function and the average dwell-time approach, sufficient conditions for the existence of state feedback controllers in terms of

linear matrix inequalities(LMIs) are given with arbitrary switching rules, which ensure that the closed-loop systems are finite-

time stable and finite-time bounded respectively. Finally, a numerical example illustrates the reasonableness and effectiveness

of the proposed method.
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0 引引引 言言言

切换奇异系统由若干连续或离散动态奇异子系

统组成,通过按照描述其关系的切换策略在子系统间

切换以达到控制目的, 具有较强的工程应用背景[1].

与正常切换系统相比, 由于正则性、脉冲模消除、一

致初始状态等问题的存在,对切换奇异系统的稳定性

分析和控制器设计更复杂且更具挑战性[2]. 目前, 对

切换奇异系统鲁棒指数稳定、输入-状态稳定、能观性

等控制问题的研究已经备受众多学者关注[3-6], 但关

于有限时间稳定和有限时间有界的研究成果尚不多

见.

关于系统有限时间稳定的研究起步于 20世纪 60

年代[7-8], 目前关于切换系统[9-11]和奇异系统[12-14]有

限时间稳定性的研究均已取得了一些进展. 文献 [9]

利用Lyapunov-like函数结合线性矩阵不等式方法对

一类离散时间线性切换系统的一致有限时间稳定和

状态反馈镇定问题进行了讨论,给出了该类系统有限

时间稳定及有限时间有界的充分条件和状态反馈控

制器的设计方案, 并在网络控制系统中进行了应用.

文献 [12]将有限时间稳定的概念推广到一类含有不

确定参数和时变范数有界外部扰动的奇异随机系统,

通过设计静态输出反馈控制器,研究了鲁棒𝐻∞有限

时间控制问题,并给出了基于严格线性矩阵不等式表

示的保证闭环系统𝐻∞有限时间有界的充分条件.
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本文将有限时间稳定和有限时间有界的概念推

广到连续切换奇异系统, 利用多Lyapunov函数方法

和平均驻留时间技术考虑了一类含有时变时滞的连

续时间切换奇异系统的有限时间稳定、有限时间有界

和状态反馈镇定问题. 设计相应的状态反馈控制器,

并分别给出了保证闭环系统在任意给定的切换规则

下有限时间有界和有限时间稳定的充分条件.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下一类时变时滞连续切换奇异系统:⎧⎨⎩

𝐸�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐴𝜏𝜎(𝑡)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))+

𝐵𝜎(𝑡)𝑢(𝑡) +𝐺𝜎(𝑡)𝜔(𝑡),

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],

�̇�(𝑡) = 𝐶𝜎(𝑡)𝜔(𝑡).

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为状态变量; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚为控制输入;

𝜔(𝑡) ∈ 𝑹𝑝为属于𝐿2[0,+∞)空间的外部扰动输入, ∀𝑡
∈ [0, 𝑇𝑓 ], 且满足𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) ⩽ 𝑑,

w 𝑇𝑓

0
𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡)d𝑡 ⩽ 𝑙,

𝑑 ⩾ 0, 𝑙 ⩾ 0; 𝜏(𝑡)为时变的状态时滞,且满足 0 < 𝑏 ⩽
𝜏(𝑡) ⩽ ℎ, 𝜏(𝑡) ⩽ 𝜌 < 1,即ℎ, 𝜌分别为时滞和时滞变化

率的上界; 𝜎 : 𝑍+ → 𝑴 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}为分段常值
切换信号, 𝜎(𝑡) = 𝑖表示在时刻 𝑡第 𝑖个子系统被激活;

𝐴𝑖, 𝐴𝜏𝑖, 𝐵𝑖, 𝐺𝑖, 𝐶𝑖为具有适当维数的常数矩阵; 𝜙(𝑡)

为系统的初始条件; 𝐸 = diag{𝐼𝑟, 0} ∈ 𝑹𝑛×𝑛为奇异

矩阵,且满足 rank𝐸 = 𝑟 < 𝑛.

定义 1 连续时间切换奇异系统⎧⎨⎩
𝐸�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐴𝜏𝜎(𝑡)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))+

𝐺𝜎(𝑡)𝜔(𝑡),

�̇�(𝑡) = 𝐶𝜎(𝑡)𝜔(𝑡)

(2)

关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑑, 𝑙, 𝑅, 𝑇𝑓 )是一致有限时间有界的 (“一

致”不是指时间而是对切换信号的一致性),若给定切

换信号𝜎(𝑡),则有

𝑥T(𝑡0)𝐸
T𝑅𝐸𝑥(𝑡0) ⩽ 𝑐1 ⇒ 𝑥T(𝑡)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝑡) < 𝑐2,

∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ].

其中

𝑥T(𝑡0)𝐸
T𝑅𝐸𝑥(𝑡0) = sup

−ℎ⩽𝜃⩽0
{𝑥T(𝜃)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝜃)},

0 < 𝑐1 < 𝑐2, 𝑑 ⩾ 0, 𝑙 ⩾ 0, 𝑅 > 0, 𝑇𝑓 > 0.

定义 2 连续时间切换奇异系统⎧⎨⎩𝐸�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐴𝜏𝜎(𝑡)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)),

�̇�(𝑡) = 𝐶𝜎(𝑡)𝜔(𝑡)
(3)

关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑅, 𝑇𝑓 )是一致有限时间稳定的,若给定切

换信号𝜎(𝑡),则有

𝑥T(𝑡0)𝐸
T𝑅𝐸𝑥(𝑡0) ⩽ 𝑐1 ⇒ 𝑥T(𝑡)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝑡) < 𝑐2,

∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ].

其中

𝑥T(𝑡0)𝐸
T𝑅𝐸𝑥(𝑡0) = sup

−ℎ⩽𝜃⩽0
{𝑥T(𝜃)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝜃)},

0 < 𝑐1 < 𝑐2, 𝑅 > 0, 𝑇𝑓 > 0.

定义 3[11] 若存在 𝜋𝑎 > 0, 𝑁0 ⩾ 0,使得𝑁𝜎(𝑡)(𝑡0,

𝑇 ) ⩽ 𝑁0 + (𝑇 − 𝑡0)/𝜋𝑎成立, 则称𝜋𝑎为平均驻留时

间. 其中: 𝑁𝜎(𝑡)(𝑡0, 𝑇 )为在时间区间 [𝑡0, 𝑇 ]上系统的

切换次数; 𝑁0为振颤界,通常取𝑁0 = 0.

假设本文讨论的系统状态𝑥(𝑡)在切换时刻不发

生跳变,且在有限时间区间内发生切换的次数是有限

的,则系统 (1)在状态反馈控制律𝑢𝜎(𝑡) = 𝐾𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)作

用下的闭环系统为⎧⎨⎩
𝐸�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐴𝜏𝜎(𝑡)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))+

𝐺𝜎(𝑡)𝜔(𝑡),

�̇�(𝑡) = 𝐶𝜎(𝑡)𝜔(𝑡),

(4)

其中𝐴𝜎(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡) +𝐵𝜎(𝑡)𝐾𝜎(𝑡).

2 主主主要要要结结结论论论

定理 1 对于任意的 𝑖 ∈ 𝑴 ,若存在非奇异矩阵

𝑃𝑖, 矩阵𝑍𝑖 > 0, 𝑆𝑖 > 0, 𝑄𝑖 > 0, 标量𝛼 ⩾ 0, 𝛾 > 0,

𝜇 ⩾ 1,使得

𝐸T𝑃T
𝑖 = 𝑃𝑖𝐸 ⩾ 0, (5)⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Γ𝑖 𝑃𝑖𝐴𝜏𝑖 𝑃𝑖𝐺𝑖 𝐼

𝐴T
𝜏𝑖𝑃

T
𝑖 −(1− 𝜌)e𝛼𝑏𝑆𝑖𝐸 0 0

𝐺T
𝑖 𝑃

T
𝑖 0 Ω𝑖 0

𝐼 0 0 𝑆−1
𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (6)

𝑉𝜎(𝑡𝑘)(𝑡𝑘) ⩽ 𝜇𝑉𝜎(𝑡−𝑘 )(𝑡
−
𝑘 ), (7)

(𝜆1 + ℎe𝛼ℎ𝜆3)𝑐1 + 𝜆4(𝑑+ 𝛾𝑙)

𝜆2𝑐2
< e−𝛼𝑇𝑓 , (8)

同时平均驻留时间满足

𝜋𝑎 > 𝜋∗
𝑎 =

𝑇𝑓 ln𝜇

ln(𝜆2𝑐2)− ln((𝜆1 + ℎ𝑒𝛼ℎ𝜆3)𝑐1 + 𝜆4(𝑑+ 𝛾𝑙))− 𝛼𝑇𝑓
,

(9)

则切换奇异系统(1)在状态反馈控制器𝑢𝜎(𝑡) =

𝐾𝜎(𝑡)𝑥(𝑡)作用下关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑑, 𝑙, 𝑅, 𝑇𝑓 )是一致有限

时间有界的. 其中

Γ𝑖 = 𝐴T
𝑖 𝑃

T
𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝛼𝑃𝑖𝐸,

Ω𝑖 = 𝐶T
𝑖 𝑄𝑖 +𝑄𝑖𝐶𝑖 − (𝛼+ 𝛾)𝑄𝑖,

𝑃𝑖𝐸 = 𝐸T𝑅
1
2𝑍𝑖𝑅

1
2𝐸, 𝑆𝑖 = 𝐸T𝑅

1
2𝑆𝑖𝑅

1
2𝐸,

𝜆1 = max
𝑖∈𝑴

{𝜆max(𝑍𝑖)}, 𝜆2 = min
𝑖∈𝑴

{𝜆min(𝑍𝑖)},

𝜆3 = max
𝑖∈𝑴

{𝜆max(𝑆𝑖)}, 𝜆4 = max
𝑖∈𝑴

{𝜆max(𝑄𝑖)}.
证证证明明明 由式 (6)可知Γ𝑖 < 0,联合式 (5)可推导出

det(𝑠𝐸 − 𝐴𝑖) ∕= 0, deg(det(𝑠𝐸 − 𝐴𝑖)) = rank𝐸, 因
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此 (𝐸,𝐴𝑖)即系统 (4)是正则、无脉冲的[15]. 构造多

Lyapunov函数

𝑉 (𝑡) = 𝑉𝜎(𝑡)(𝑡) = 𝑉1𝜎(𝑡)(𝑡) + 𝑉2𝜎(𝑡)(𝑡).

其中

𝑉1𝜎(𝑡)(𝑡) = 𝑥T(𝑡)𝑃𝜎(𝑡)𝐸𝑥(𝑡) + 𝜔T(𝑡)𝑄𝜎(𝑡)𝜔(𝑡),

𝑉2𝜎(𝑡)(𝑡) =
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥T(𝜃)e𝛼(𝑡−𝜃)𝑆𝜎(𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃.

由式 (5),当 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)时, 𝑉 (𝑡)关于时间 𝑡的导数为

�̇�1𝜎(𝑡)(𝑡) =

2(𝑥T(𝑡)𝑃𝜎(𝑡𝑘)𝐸�̇�(𝑡) + 𝜔T(𝑡)𝑄𝜎(𝑡𝑘)�̇�(𝑡)) =

(𝐴𝜎(𝑡𝑘)𝑥(𝑡) +𝐴𝜏𝜎(𝑡𝑘)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))+

𝐺𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑡))
T𝑃T

𝜎(𝑡𝑘)
𝑥(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝑃𝜎(𝑡𝑘)(𝐴𝜎(𝑡𝑘)𝑥(𝑡)+

𝐴𝜏𝜎(𝑡𝑘)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)) +𝐺𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑡))+

𝜔T(𝑡)𝐶T
𝜎(𝑡𝑘)

𝑄𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑡)+

𝜔T(𝑡)𝑄𝜎(𝑡𝑘)𝐶𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑡) =

𝑥T(𝑡)(𝐴T
𝜎(𝑡𝑘)

𝑃T
𝜎(𝑡𝑘)

+ 𝑃𝜎(𝑡𝑘)𝐴𝜎(𝑡𝑘))𝑥(𝑡)+

𝑥T(𝑡− 𝜏(𝑡))𝐴T
𝜏𝜎(𝑡𝑘)

𝑃T
𝜎(𝑡𝑘)

𝑥(𝑡)+

𝑥T(𝑡)𝑃𝜎(𝑡𝑘)𝐴𝜏𝜎(𝑡𝑘)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))+

𝜔T(𝑡)(𝐶T
𝜎(𝑡𝑘)

𝑄𝜎(𝑡𝑘) +𝑄𝜎(𝑡𝑘)𝐶𝜎(𝑡𝑘))𝜔(𝑡)+

𝜔T(𝑡)𝐺T
𝜎(𝑡𝑘)

𝑃T
𝜎(𝑡𝑘)

𝑥(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝑃𝜎(𝑡𝑘)𝐺𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑡), (10)

�̇�2𝜎(𝑡)(𝑡) = 𝛼𝑉2𝜎(𝑡)(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝑆𝜎(𝑡𝑘)𝑥(𝑡)−
(1− 𝜏(𝑡))𝑥T(𝑡− 𝜏(𝑡))e𝛼𝜏(𝑡)𝑆𝜎(𝑡𝑘)𝑥

T(𝑡− 𝜏(𝑡)). (11)

联合式 (10)和 (11),可得到

�̇� (𝑡)− 𝛼𝑉 (𝑡) ⩽

𝜉T(𝑡)

⎡⎢⎢⎣
Γ𝜎(𝑡𝑘) 𝑃𝜎𝑡𝑘𝐴𝜏𝜎(𝑡𝑘) 𝑃𝜎(𝑡𝑘)𝐺𝜎(𝑡𝑘)

𝐴T
𝜏𝜎(𝑡𝑘)

𝑃T
𝜎(𝑡𝑘)

Φ𝜎(𝑡𝑘) 0

𝐺T
𝜎(𝑡𝑘)

𝑃T
𝑖 0 Ω𝜎(𝑡𝑘)

⎤⎥⎥⎦𝜉(𝑡).
(12)

其中

𝜉T(𝑡) = [𝑥T(𝑡), 𝑥T(𝑡− 𝜏(𝑡)), 𝜔T(𝑡)],

Ω𝜎(𝑡𝑘) = 𝐶T
𝜎(𝑡𝑘)

𝑄𝜎(𝑡𝑘) +𝑄𝜎(𝑡𝑘)𝐶𝜎(𝑡𝑘) − 𝛼𝑄𝜎(𝑡𝑘),

Φ𝜎(𝑡𝑘) = −(1− 𝜌)𝑒𝛼𝑏𝑆𝜎(𝑡𝑘)𝐸.

根据式 (6)并利用Schur补引理得

�̇� (𝑡)− 𝛼𝑉 (𝑡) < 𝛾𝜔T(𝑡)𝑄𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑡). (13)

然后计算得到
d

d𝑡
(e−𝛼𝑡𝑉 (𝑡)) < 𝛾e−𝛼𝑡𝜔T(𝑡)𝑄𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑡). (14)

从 𝑡𝑘到 𝑡分别对式 (14)两边积分得

𝑉 (𝑡) < e𝛼(𝑡−𝑡𝑘)𝑉𝜎(𝑡𝑘)(𝑡𝑘)+

𝛾
w 𝑡

𝑡𝑘
e𝛼(𝑡−𝑠)𝜔T(𝑠)𝑄𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑠)ds. (15)

由式 (7)和 (15),在切换时刻 𝑡𝑘有

𝑉 (𝑡) < e𝛼(𝑡−𝑡𝑘)𝜇𝑉𝜎(𝑡−𝑘 )(𝑡
−
𝑘 )+

𝛾
w 𝑡

𝑡𝑘
e𝛼(𝑡−𝑠)𝜔T(𝑠)𝑄𝜎(𝑡𝑘)𝜔(𝑠)ds. (16)

设𝑁为系统在 [0, 𝑇𝑓 )上的切换次数, 则对于任意的 𝑡

∈ [0, 𝑇𝑓 )有𝑁𝜎(0, 𝑡) ⩽ 𝑁 ,利用迭代法得到

𝑉 (𝑡) <

e𝛼(𝑡)𝜇𝑁𝑉𝜎(0)(0)+

𝛾
w 𝑡

0
e𝛼(𝑡−𝑠)𝜇𝑁𝜎(𝑠,𝑡)𝜔T(𝑠)𝑄𝜎(𝑠)𝜔(𝑠)ds ⩽

e𝛼(𝑇𝑓 )𝜇𝑁𝑉𝜎(0)(0)+

e𝛼(𝑇𝑓 )𝜇𝑁𝛾𝜆max(𝑄𝜎(𝑠))
w 𝑇𝑓

0
𝜔T(𝑠)𝜔(𝑠)ds ⩽

e𝛼(𝑇𝑓 )𝜇𝑁𝑉𝜎(0)(0) + e𝛼(𝑇𝑓 )𝜇𝑁𝜆4𝛾𝑙. (17)

考虑到𝑁 ⩽ 𝑇𝑓/𝜋𝑎,由式 (17)得

𝑉 (𝑡) < e𝛼(𝑇𝑓 )𝜇
𝑇𝑓
𝜋𝑎 (𝑉𝜎(0)(0) + 𝜆4𝛾𝑙). (18)

另外有

𝑉 (𝑡) ⩾ 𝑥T(𝑡)𝑃𝜎(𝑡)𝐸𝑥(𝑡) ⩾

𝜆𝒎𝒊𝒏(𝑍𝜎(𝑡))𝑥
T(𝑡)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝑡) ⩾ 𝜆2𝑥

T(𝑡)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝑡),

(19)

𝑉𝜎(0)(0) ⩽

𝑥T(0)𝑃𝜎(0)𝐸𝑥(0) + 𝜔T(0)𝑄𝜎(0)𝜔(0)+w 0

−ℎ
𝑥T(𝜃)e−𝜃𝛼𝑆𝜎(0)𝑥(𝜃)d𝜃 ⩽

𝜆max(𝑍𝜎(0))𝑥
T(0)𝐸T𝑅𝐸𝑥(0) + 𝜆max(𝑄𝜎(0))𝑑+

ℎe𝛼ℎ𝜆max(𝑆𝜎(0)) sup
−ℎ⩽𝜃⩽0

{𝑥T(𝜃)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝜃)} ⩽

𝜆4𝑑+ (𝜆1 + ℎe𝛼ℎ𝜆3)𝑥
T(𝑡0)𝐸

T𝑅𝐸𝑥(𝑡0) ⩽

𝜆4𝑑+ (𝜆1 + ℎe𝛼ℎ𝜆3)𝑐1. (20)

综合式 (18)∼ (20)得到

𝑥T(𝑡)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝑡) <

e𝛼𝑇𝑓𝜇
𝑇𝑓
𝜋𝑎

( (𝜆1 + ℎe𝛼ℎ𝜆3)𝑐1 + 𝜆4(𝑑+ 𝛾𝑙)

𝜆2

)
. (21)

再根据式 (8)得到

ln(𝜆2𝑐2)− ln((𝜆1 + ℎe𝛼ℎ𝜆3)𝑐1 + 𝜆4(𝑑+ 𝛾𝑙)) > 𝛼𝑇𝑓 .

(22)

联合式 (9)和 (22)有

𝜇
𝑇𝑓
𝜋𝑎

( (𝜆1 + ℎe𝛼ℎ𝜆3)𝑐1 + 𝜆4(𝑑+ 𝛾𝑙)

𝜆2

)
< e−𝛼𝑇𝑓 𝑐2,

(23)

将式 (23)代入 (21)得

𝑥T(𝑡)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝑡) < e𝛼𝑇𝑓 e−𝛼𝑇𝑓 𝑐2 = 𝑐2. (24)

根据定义 1,切换奇异系统 (1)在控制器𝑢𝑖(𝑡)=𝐾𝑖𝑥(𝑡)

的作用下关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑑, 𝑙, 𝑅, 𝑇𝑓 )是一致有限时间有界

的. □

定理 2 对于任意的 𝑖 ∈ 𝑴 ,若存在非奇异矩阵

𝑋𝑖和矩阵𝑊𝑖, 𝑍𝑖 > 0, 𝑆𝑖 > 0, 𝑄𝑖 > 0, 标量𝛼 ⩾ 0,
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𝛾 > 0, 𝜇 ⩾ 1,使得定理 1中式 (7)∼ (9)和各相应条件

成立,且满足

𝑋T
𝑖 𝐸

T = 𝐸𝑋𝑖 ⩾ 0, (25)⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ξ𝑖 𝐴𝜏𝑖 𝐺𝑖 𝑋T

𝑖

𝐴T
𝜏𝑖 −(1− 𝜌)e𝛼𝑏𝑆𝑖𝐸 0 0

𝐺T
𝑖 0 Ω𝑖 0

𝑋𝑖 0 0 𝑆−1
𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (26)

其中

Ξ𝑖 = 𝐴𝑖𝑋𝑖 +𝑋T
𝑖 𝐴

T
𝑖 +𝐵𝑖𝑊𝑖 +𝑊T

𝑖 𝐵T
𝑖 − 𝛼𝐸𝑋𝑖,

𝑋−T
𝑖 𝐸 = 𝐸T𝑅

1
2𝑍𝑖𝑅

1
2𝐸 𝑆 = 𝐸T𝑅

1
2𝑆𝑖𝑅

1
2𝐸.

则系统 (4)在控制器𝑢𝑖(𝑡) = 𝑊𝑖𝑋
−1
𝑖 𝑥(𝑡)的作用下关

于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑑, 𝑙, 𝑅, 𝑇𝑓 )是一致有限时间有界的.

证证证明明明 用𝐴𝑖+𝐵𝑖𝐾𝑖代替定理 1中的𝐴𝑖,对式 (6)

两边分别左乘Ψ , 右乘ΨT, 其中Ψ = {𝑃−1
𝑖 , 𝐼, 𝐼, 𝐼}.

令𝑃−𝑇
𝑖 = 𝑋𝑖, 则式 (25)和 (26)分别与式 (5)和 (6)等

价,且有𝑊𝑖 = 𝐾𝑖𝑋𝑖. □

另外,考虑到易于LMI工具箱求解,不等式 (8)可

由如下不等式保证, 即对于任意的 𝑖 ∈ 𝑴 , 存在正数

𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, 𝜀4使得

𝜀1𝐼 < 𝑍𝑖 < 𝜀2𝐼, 0 < 𝑆𝑖 < 𝜀3𝐼, 0 < 𝑄𝑖 < 𝜀4𝐼, (27)

(𝜀2 + ℎe𝛼ℎ𝜀3)𝑐1 + 𝜀4(𝑑+ 𝛾𝑙) < 𝑐2e
−𝛼𝑇𝑓 𝜀1. (28)

若𝜔(𝑡) = 0 (即 𝑑, 𝑙均为 0的情况),则可得到如下

一类时变时滞连续切换奇异系统的一致有限时间稳

定的充分条件:

𝐸�̇�(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐴𝜏𝜎(𝑡)𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)) +𝐵𝜎(𝑡)𝑢(𝑡).

(29)

定理 3 对于任意的 𝑖 ∈ 𝑴 ,若存在非奇异矩阵

𝑃𝑖,矩阵𝑆𝑖 > 0, 𝑍𝑖 > 0,标量𝛼 ⩾ 0, 𝛾 > 0, 𝜇 ⩾ 1,使

得式 (7)和 (25)成立,且满足⎡⎢⎣ Ξ𝑖 𝐴𝜏𝑖 𝑋T
𝑖

𝐴T
𝜏𝑖 −(1− 𝜌)e𝛼𝑏𝑆𝑖𝐸 0

𝑋𝑖 0 𝑆−1
𝑖

⎤⎥⎦ < 0, (30)

(𝜆1 + ℎe𝛼ℎ𝜆3)𝑐1
𝜆2𝑐2

< e−𝛼𝑇𝑓 , (31)

同时平均驻留时间满足

𝜋𝑎 > 𝜋∗
𝑎 =

𝑇𝑓 ln𝜇

ln(𝜆2𝑐2)− ln((𝜆1 + ℎe𝛼ℎ𝜆3)𝑐1)
, (32)

则系统 (29)在状态反馈控制器𝑢𝑖(𝑡) = 𝑊𝑖𝑋
−1
𝑖 𝑥(𝑡)的

作用下关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑅, 𝑇𝑓 )是一致有限时间稳定的. 其

中

Ξ𝑖 = 𝐴𝑖𝑋𝑖 +𝑋T
𝑖 𝐴

T
𝑖 +𝐵𝑖𝑊𝑖 +𝑊T

𝑖 𝐵T
𝑖 − 𝛼𝐸𝑋𝑖,

𝑋−T
𝑖 𝐸 = 𝐸T𝑅

1
2𝑍𝑖𝑅

1
2𝐸, 𝑆𝑖 = 𝐸T𝑅

1
2𝑆𝑖𝑅

1
2𝐸,

𝜆1 = max
𝑖∈𝑴

{𝜆max(𝑍𝑖)}, 𝜆2 = min
𝑖∈𝑴

{𝜆min(𝑍𝑖)},

𝜆3 = max
𝑖∈𝑴

{𝜆max(𝑆𝑖)}.
相应的不等式 (31)可由如下不等式保证,即对于任意

的 𝑖 ∈ 𝑴 ,存在正数 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3使得

𝜀1𝐼 < 𝑍𝑖 < 𝜀2𝐼, 0 < 𝑆𝑖 < 𝜀3𝐼, (33)

(𝜀2 + ℎe𝛼ℎ𝜀3)𝑐1 < 𝑐2e
−𝛼𝑇𝑓 𝜀1. (34)

3 数数数值值值算算算例例例

考虑时变时滞连续切换奇异系统 (1),参数如下:

𝐸 =

⎡⎢⎣ 1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎤⎥⎦ , 𝐴1 =

⎡⎢⎣ −2 1.2 −0.4

−1 −0.6 0.5

−1 0.5 0.6

⎤⎥⎦ ,

𝐴𝜏1 =

⎡⎢⎣ 1.5 −0.7 0.6

−1 1 0.3

0.6 −0.2 1

⎤⎥⎦ , 𝐵1 =

⎡⎢⎣ 0.8

−1

1

⎤⎥⎦ ,

𝐺1 =

⎡⎢⎣ 0.3 0.1

−0.2 0.4

0.2 −0.1

⎤⎥⎦ , 𝐶1 = 𝐶2 =

[
0 0.2

−0.1 0

]
,

𝐴2=

⎡⎢⎣−2.2 −0.7 0.3

0.8 0.4 −0.6

−1 0.3 0.9

⎤⎥⎦, 𝐴𝜏2=

⎡⎢⎣ 1 0.9 −0.8

−2 1.2 −0.5

−0.6 0.3 1

⎤⎥⎦,

𝐵2 =

⎡⎢⎣ −1

1.2

1

⎤⎥⎦ , 𝐺2 =

⎡⎢⎣ −0.2 0.2

0.1 −0.3

−0.2 0.5

⎤⎥⎦ ,

𝜔(𝑡) =

[
0.2 sin(0.1𝑡)

0.2 cos(0.2𝑡)

]
, 𝜙(𝑡) =

⎡⎢⎣ 0

0

0

⎤⎥⎦ .

选取 𝜌 = 0.2, 𝑏 = 0.05, 𝛼 = 0.1, ℎ = 0.3, 𝜇 = 1.2.

当 𝑐1 = 2, 𝑐2 = 10, 𝑑 = 0.5, 𝑙 = 1, 𝑇𝑓 = 10, 𝑅 = 𝐼时,

由定理 2可得

𝑋1 =

⎡⎢⎣ −0.493 6 0.247 8 0

0.247 8 0.590 4 0

−0.521 8 0.352 9 −0.647 6

⎤⎥⎦ ,

𝑋2 =

⎡⎢⎣ 0.842 7 0.176 1 0

0.176 1 0.441 9 0

1.103 5 −0.398 2 0.808 6

⎤⎥⎦ ,

𝑆1 =

⎡⎢⎣ 0.475 3 −0.304 4 0.162 7

−0.304 4 0.514 9 −0.079 2

0.162 7 −0.079 2 0.244 8

⎤⎥⎦ ,

𝑆2 =

⎡⎢⎣ −0.564 7 0.044 3 −0.931 2

0.044 3 1.121 −0.225 0

−0.931 2 −0.225 0 0.802 2

⎤⎥⎦ ,

𝑊1 = [0.382 2 0.240 7 − 0.633, 3],

𝑊2 = [−0.137 5 − 1.161 4 0.797 0].
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通过计算得到

𝐾1 = [−3.436 0 2.797 0 0.957 7],

𝐾2 = [1.796 3 − 2.131 3 − 0.740 6].

另外, 由式 (9)得到平均驻留时间𝜋𝑎 > 𝜋∗ =

1.521 0, 因此可以保证系统是一致有限时间有界的.

𝑥T(𝑡)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝑡)和切换信号分别如图 1和图 2所示.
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图 1 𝑥T(𝑡)𝐸T𝑅𝐸𝑥(𝑡)曲线
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图 2 切换信号𝜎

4 结结结 论论论

控制系统中由于时滞的存在导致产生振荡和不

稳定, 同时给理论分析和实际工程应用增加了难度.

本文基于多Lyapunov函数结合平均驻留时间方法,

研究了一类含有时变时滞的连续切换奇异系统的有

限时间稳定、有限时间有界和状态反馈镇定问题.后

续工作将围绕含有不确定性参数的切换奇异系统输

出反馈镇定的研究展开.
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