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摘 要: 研究一类具有时延和切换拓扑的不确定多智能体互联系统的分布式协同控制问题, 提出一类分布式鲁

棒𝐻∞协同控制器. 该控制器能够在满足期望的𝐻∞性能指标的前提下,使得所有智能体鲁棒地跟踪虚拟Leader.

针对所提出的分布式𝐻∞协同控制器,借助Lyapunov-Krasovskii泛函,利用线性矩阵不等式,推导出一系列充分 (必

要)条件,并且在通信拓扑连通的前提条件下,给出整个闭环系统的稳定性证明. 仿真实例表明了所提出方法的有效

性.
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Abstract: The distributed cooperative control problem for a class of uncertain interconnected multi-agent systems with

time-delays and switching topologies is investigated. A distributed robust 𝐻∞ cooperative control is proposed to make sure

that all agents robustly follow the virtual leader while satisfying the desired 𝐻∞ performance. A set of conditions for the

proposed distributed 𝐻∞ control design are derived in details with the aid of Lyapunov-Krasovskii function and linear matrix

inequality methods, and the rigorous stability proof of the overall closed-loop system is given under the assumption that the

communication topology is connected. Simulation examples show the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

近年来,多智能体互联系统一致性和协同控制理

论的相关研究,受到了国内外学者的广泛关注[1-2]. 智

能电网中网络的负载均衡、智能交通系统中无人车辆

的自主驾驶、无人机的编队飞行、卫星系统中航天器

和飞行器的姿态调整与同步等,都蕴含着多智能体互

联系统的一致性和协同控制问题[3].

一致性和分布式协同控制问题的相关研究主要

与通信拓扑结构和系统模型特征密切相关,其中文献

[4-8]的研究主要针对网络连通条件和时延分析系统

的稳定性. 现实中系统会受到测量噪声、扰动和模型

不确定性、通信不确定性等因素的影响,如何设计鲁

棒控制策略克服这些因素对系统稳定性和性能的影

响已成为亟待解决的问题.

目前处理不确定性和扰动的方法主要集中在两

个方面: 1)利用𝐻∞滤波、Kalman滤波、粒子滤波等

滤波方法滤除扰动的影响,这种滤波方法结合一致性

协同控制策略便形成了新的一致性滤波算法,通过设
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计权值更新律,使各节点的估计值尽可能地逼近真实

值, 以成功地解决移动传感网络中的目标追踪问题;

2)在系统存在不确定性和扰动的情况下,推导出实现

一致性协同目标的条件[7-14]. 当系统中存在扰动时,

文献 [9-12]在有向通信拓扑条件下,针对一阶积分器

多智能体系统,基于经典的控制器结构将原系统模型

降阶[7-8], 利用线性矩阵不等式推导出了满足系统鲁

棒性的条件.文献 [13-14]在无向通信拓扑条件下,针

对广义线性多智能体系统,借助矩阵变换将整个闭环

系统解耦, 通过分析解耦后每个子系统的渐近稳定

条件和鲁棒性能,得到整个系统的鲁棒性条件;定义

了𝐻∞性能域的概念,利用线性矩阵不等式推导出系

统具有无界性能域的充要条件,当具有无界性能域时,

所设计的包含控制增益和耦合强度的控制器对系统

的拓扑变化是鲁棒的.

以上条件和方法[7-14]主要解决的是平均一致性

问题,即协同目标是初始状态的平均值,在现实中往

往需要根据期望的要求设定协同目标. 本文以此为

出发点, 针对一阶积分器多智能体系统,考虑模型的

不确定性、外界扰动和通信噪声, 针对固定拓扑和

切换拓扑两类拓扑结构, 结合有无时延两种情形, 利

用𝐻∞范数刻画扰动对系统输出的影响.通过设计鲁

棒的协同控制策略,利用线性矩阵不等式推导出一系

列充分 (必要)条件,当满足这些条件时系统能够渐近

稳定,并且能够使所有的智能体能够在所设计的控制

策略下鲁棒地收敛到期望的状态,最终解决一致性跟

踪问题.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下一阶线性不确定多智能体互联系统:⎧⎨⎩ �̇�𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) + 𝜔𝑖(𝑡),

𝑧𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡)− 𝑟0.
(1)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝑅为智能体 𝑖的状态;

𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑅为控制输入; 𝜔𝑖(𝑡) ∈ 𝐿2[0,∞)为外界扰动输

入,且满足
w +∞
0

∣𝜔𝑖(𝑡)∣2d𝑡 < +∞; 𝑧𝑖(𝑡) ∈ 𝑅为系统性

能变量; 𝑟0 ∈ 𝑅为虚拟Leader.

注 1 为了分析的方便,本文考虑一维空间上的

多智能体互联系统 (1). 然而,提出的设计和分析方法

可以借助Kronecker积拓展到高维空间上的多智能体

互联系统.

本文中, 𝑛个智能体之间的通信拓扑利用图𝐺(𝜈,

𝜀, 𝐴)描述[15], 𝜈 = {𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛}为节点集, 𝜀为边集

且 𝜀 ⊆ 𝜈 × 𝜈, 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛为非负加权邻接矩阵, 边

(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)意味着节点 𝑣𝑖与节点 𝑣𝑗可彼此通信.

定义 1 如果图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)没有自环,则其是简单

图[4,15], 即其邻接矩阵对角线元素 𝑎𝑖𝑖 = 0, 且拉普拉

斯矩阵为𝐿𝑠 = [𝑙𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛,其中

𝑙𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
𝑛∑

𝑘=1,𝑘 ∕=𝑖

𝑎𝑖𝑘, 𝑗 = 𝑖;

− 𝑎𝑖𝑗 , 𝑗 ∕= 𝑖.

(2)

引理 1 若图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)是连通的,对于所有的 𝑖,

至少有一个 𝑎𝑖0 ∕= 0,则矩阵𝐿 = 𝐿𝑠 + diag{𝑎𝑖0}是正
定的.

本文的控制目标是设计协同控制律𝑢𝑖(𝑡), 使得

lim
𝑡→∞

(𝑥𝑖(𝑡)− 𝑟0) = 0,且满足𝐻∞性能指标.

提出如下分布式协同控制律:

𝑢𝑖 =
∑

𝑣𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)−𝑎𝑖0(𝑥𝑖 − 𝑟0). (3)

其中: 𝑁𝑖 = {𝑣𝑗 ∈ 𝜈 : (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈ 𝜀}为节点 𝑣𝑖的邻居集;

𝑎𝑖𝑗 > 0表示第 𝑖个智能体知道第 𝑗个智能体的信息;

𝑎𝑖0 = 1表示第 𝑖个智能体知道虚拟Leader的信息,否

则 𝑎𝑖0 = 0.

定义局部跟踪误差 𝑒𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑟0, 分布式控制律

(3)可以改写为

𝑢𝑖 =
∑

𝑣𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)−𝑎𝑖0𝑒𝑖. (4)

系统 (1)跟踪误差状态方程为⎧⎨⎩ �̇�𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) + 𝜔𝑖(𝑡),

𝑧𝑖(𝑡) = 𝑒𝑖(𝑡),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (5)

控制律 (4)是典型的协同控制律.本文针对系统

存在外界扰动𝜔𝑖(𝑡)、传感器和通信噪声的情况下,给

出系统的稳定性和鲁棒性分析.在现实情况下, 由于

传感器和通信噪声的影响,控制律 (4)实际上变为

𝑢𝑖 =
∑

𝑣𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗 + 𝛿𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 − 𝛿𝑥𝑖)−

𝑎𝑖0(𝑥𝑖 + 𝛿𝑥𝑖 − 𝑟0), (6)

其中 𝛿𝑥𝑗和 𝛿𝑥𝑖为通信不确定性带来的信号噪声. 进

一步, 对于智能体 𝑖, 若 𝑎𝑖𝑗 > 0, 则 𝛿𝑥𝑗和𝑥𝑗满足 𝛿𝑥𝑗

= Δ𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑥𝑗(𝑡),其中Δ𝑎𝑖𝑗(𝑡)是未知的.

至此, 将控制律 (6)代入 (5), 得到整个闭环系统

跟踪误差状态方程如下:⎧⎨⎩ �̇�(𝑡) = −(𝐿+Δ𝐿)𝑒(𝑡) + 𝜔(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑒(𝑡).
(7)

其中: 𝑒 = [𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑛]T, 𝜔 = [𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛]
T,

𝑧 = [𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛]T; 𝐶 = 𝐼 , 𝐼为𝑛阶单位阵; 𝐿 =

𝐿𝑠+diag{𝑎𝑖0}为对应图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)变形后的拉普拉斯

矩阵, Δ𝐿 = [Δ𝑙𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛视为不确定拉普拉斯矩阵, 代

表网络通信造成的多智能体互联系统的不确定性,且

有
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Δ𝑙𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
𝑛∑

𝑘=1

Δ𝑎𝑖𝑘(𝑡), 𝑗 = 𝑖;

−Δ𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑗 ∕= 𝑖.

(8)

对应某个常数 𝜌𝑖𝑗 ,有 ∣Δ𝑎𝑖𝑗(𝑡)∣ ⩽ 𝜌𝑖𝑗 .

Δ𝐿可以进一步写成Δ𝐿 = 𝐹�̃�(𝑡)𝐹T. 其中: 𝐹 ∈
𝑅𝑛×∣𝜀∣; �̃�(𝑡) ∈ 𝑅∣𝜀∣×∣𝜀∣为对角阵, 对角线元素为

Δ𝑎𝑖𝑗(𝑡).

定义

𝐷(𝑡) = diag
{𝑎𝑖𝑗
𝜌𝑖𝑗

}
, 𝜌𝛿 = diag{𝜌𝑖𝑗}.

Δ𝐿可以写作Δ𝐿 = 𝐹1𝐷(𝑡)𝐹2. 其中: 𝐹1 = 𝐹 , 𝐹2 =

𝜌𝛿𝐹
T. 注意到 ∣𝑎𝑖𝑗 ∣/𝜌𝑖𝑗 ⩽ 1, 可得到𝐷T(𝑡)𝐷(𝑡) ⩽ 𝐼 .

另外,存在时延的情况下,控制律 (6)可以改写为

𝑢𝑖 =
∑

𝑣𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡− 𝜏) + 𝛿𝑥𝑗(𝑡− 𝜏)−

𝑥𝑖(𝑡− 𝜏)− 𝛿𝑥𝑖(𝑡− 𝜏))−
𝑎𝑖0(𝑥𝑖(𝑡− 𝜏) + 𝛿𝑥𝑖(𝑡− 𝜏)− 𝑟0), (9)

其中 𝜏为时延. 类似地, 在控制协议 (9)下, 不确定多

智能体互联系统的整个闭环系统跟踪误差状态方程

为 ⎧⎨⎩ �̇�(𝑡) = −(𝐿+Δ𝐿)𝑒(𝑡− 𝜏) + 𝜔(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑒(𝑡).
(10)

𝐻∞协同控制问题描述如下: 对于给定的允许的

𝛾 > 0,在分布式控制律 (9)下,有:

1)当𝜔(𝑡) ≡ 0时, 多智能体互联系统 (1)渐近稳

定,即智能体状态满足 lim
𝑡→+∞

𝑒𝑖(𝑡) = 0,所有智能体渐

近跟踪虚拟Leader;

2)当𝜔(𝑡) ∕= 0时, 多智能体互联系统 (1)满足

∥𝑇𝜔𝑧∥∞ < 𝛾,其中 ∥𝑇𝜔𝑧∥∞为𝑇𝜔𝑧的𝐻∞范数, 𝑇𝜔𝑧为

多智能体互联系统 (1)扰动𝜔到 𝑧的传递函数矩阵.

注 2 对于 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑖 ∕= 𝑗, ∥𝑇𝜔𝑧∥∞ <

𝛾等价于

∥𝑧(𝑡)∥22 < 𝛾2∥𝑤(𝑡)∥22, ∀𝑤(𝑡) ∈ 𝐿2(0,+∞]. (11)

对于给定的允许的 𝛾 > 0,定义𝐻∞性能指标

𝐽 =
w ∞
0

[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡)]d𝑡, (12)

𝐻∞协同控制目标 ∥𝑇𝜔𝑧∥∞ < 𝛾等价于 𝐽 < 0.

2 不不不确确确定定定多多多智智智能能能体体体互互互联联联系系系统统统稳稳稳定定定性性性和和和鲁鲁鲁棒棒棒

性性性分分分析析析

首先分析无时延的不确定多智能体互联系统分

别在固定拓扑结构和切换拓扑结构下的稳定性和鲁

棒性,进而分析具有时延的不确定多智能体互联系统

在固定拓扑结构和切换拓扑结构下的稳定性和鲁棒

性.

2.1 无无无时时时延延延固固固定定定拓拓拓扑扑扑和和和切切切换换换拓拓拓扑扑扑情情情形形形

引理 2 对于给定的对称矩阵𝐴1, 𝑃1, 𝑄1, 𝑄1 =

𝑄T
1 和𝑃T

1 = 𝑃1 > 0,不等式𝑄1+𝐴T
1 𝑃1𝐴1 < 0成立当

且仅当 [
𝑄1 𝐴T

1

𝐴1 −𝑃1
−1

]
< 0. (13)

引理 3 对于给定的实矩阵Ψ = ΨT, 𝐹1, 𝐹2,

𝐷T(𝑡)𝐷(𝑡) ⩽ 𝐼 ,不等式

Ψ + 𝐹1𝐷(𝑡)𝐹2 + 𝐹2
T𝐷T(𝑡)𝐹1

T < 0

成立,当且仅当存在标量 𝜀 > 0,使得

Ψ + 𝜀−1𝐹1𝐹1
T + 𝜀𝐹2

T𝐹2 < 0. (14)

定理 1 考虑多智能体互联系统 (1)具有固定的

通信拓扑,假定图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)是连通的,且至少有一个

智能体 𝑖满足 𝑎𝑖0 ∕= 0, 𝐻∞协同控制问题是可解的,如

果存在对称的正定矩阵𝑃 ∈ 𝑅𝑛×𝑛和标量 𝜀 > 0满足

Ψ =

⎡⎢⎣ Ψ11 𝑃𝐹1 𝑃

𝐹T
1 𝑃 −𝜀𝐼 0

𝑃 0 −𝛾2𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (15)

其中Ψ11 = −𝐿T𝑃 − 𝑃𝐿+ 𝐶T𝐶 + 𝜀𝐹T
2 𝐹2.

证证证明明明 首先证明如果𝑃 存在且满足条件 (15),则

当𝜔(𝑡) ≡ 0时, 全局跟踪误差状态方程 (7)是渐近稳

定的, 当𝜔(𝑡) ∕= 0时, 系统具有鲁棒性能 ∥𝑇𝜔𝑧∥ < 𝛾;

然后证明如果图是连通的,则矩阵𝑃 的确存在.

考虑如下Lyapunov函数:

𝑉 (𝑡) = 𝑒T(𝑡)𝑃𝑒(𝑡) > 0. (16)

当𝜔(𝑡) ≡ 0时, 其沿全局跟踪误差状态方程 (7)状态

轨迹关于时间的导数为

�̇� (𝑡) = 𝑒T(−𝑃 (𝐿+Δ𝐿)− (𝐿+Δ𝐿)T𝑃 )𝑒. (17)

根据引理 2和引理 3, �̇� (𝑡) < 0等价于[
−𝑃𝐿− 𝐿T𝑃 + 𝜀𝐹2

T𝐹2 𝑃𝐹1

𝐹1
T𝑃 −𝜀𝐼

]
< 0. (18)

因此,如果𝑃 满足式 (18),则 �̇� < 0,即全局跟踪误差

状态方程 (7)是渐近稳定的.

当𝜔(𝑡) ∕= 0时,考虑如下𝐻∞性能指标:

𝐽 =
w ∞
0

[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡)]d𝑡 =w ∞
0

[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + �̇� (𝑡)]d𝑡−
𝑉 (∞) + 𝑉 (0) <w ∞

0
[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + �̇� (𝑡)]d𝑡.

注意到

𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + �̇� (𝑡) =

[𝑒T(𝑡) 𝜔T(𝑡)]Θ

[
𝑒(𝑡)

𝜔(𝑡)

]
,
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于是, 𝐽 < 0等价于Θ < 0,其中

Θ =[
−𝑃 (𝐿+Δ𝐿)− (𝐿+Δ𝐿)

T
𝑃 + 𝐶T𝐶 𝑃

𝑃 −𝛾2𝐼

]
.

根据引理 2和引理 3, Θ < 0等价于[
−𝑃𝐿− 𝐿T𝑃 + 𝐶T𝐶 + 𝜀𝐹2

T𝐹2 𝑃

𝑃 −𝛾2𝐼

]
+[

𝑃𝐹1

0

]
(𝜀−1𝐼)[𝐹1

T𝑃 0] < 0. (19)

因此, 如果𝑃 满足式 (15), 则满足式 (19), 进而 𝐽 < 0

成立, 𝐻∞性能指标 ∥𝑇𝜔𝑧∥∞ < 𝛾可达到.

下面证明若图是连通的,且至少有一个 𝑎𝑖0 ∕= 0,

则满足条件 (15)的矩阵𝑃 的存在性. 根据引理 1, 可

以知道若图是连通的,并且至少有一个 𝑎𝑖0 ∕= 0,则对

应的矩阵𝐿是正定的,即−𝐿是Hurwitz矩阵. 另一方

面,根据引理 2,线性矩阵不等式 (15)等价于⎡⎢⎣ 𝜒 0 0

0 −𝜀𝐼 0

0 0 −𝛾2𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (20)

其中

𝜒 =

− 𝐿T𝑃 − 𝑃𝐿+ 𝐶T𝐶 + 𝜀𝐹T
2 𝐹2+

1

𝜀
𝑃𝐹1𝐹1

T𝑃 +
1

𝛾2
𝑃𝑃T.

由于−𝐿是Hurwitz矩阵, 对于任意的正定矩阵

𝑘𝑄0(𝑘 > 0),存在正定矩阵𝑃 满足

− 𝐿T𝑃 − 𝑃𝐿 = −𝑘𝑄0,

进而有

𝜒 =

− 𝑘𝑄0 + 𝐶T𝐶 + 𝜀𝐹T
2 𝐹2+

1

𝜀
𝑃𝐹1𝐹1

T𝑃 +
1

𝛾2
𝑃𝑃T.

因此,如果正的标量 𝑘充分大,则𝜒 < 0. □

推论 1 考虑多智能体互联系统 (1)具有切换通

信拓扑𝐺𝑠(𝑡),假定在每个时间段,图𝐺𝑠(𝑡)是强连通且

平衡的, 且至少有一个智能体 𝑖满足 𝑎𝑖0 ∕= 0, 𝐻∞协

同控制问题是可解的, 如果存在公共的对称正定矩

阵𝑃 ∈ 𝑅𝑛×𝑛和标量 𝜀 > 0满足

Ψ𝑠 =

⎡⎢⎢⎣
Ψ𝑠

11 𝑃𝐹1𝑠(𝑡) 𝑃

𝐹T
1𝑠(𝑡)

𝑃 −𝜀𝐼 0

𝑃 0 −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎦ < 0. (21)

其中: Ψ𝑠
11 = −𝐿T

𝑠(𝑡)𝑃 − 𝑃𝐿𝑠(𝑡) + 𝐶T𝐶 + 𝜀𝐹T
2𝑠(𝑡)

𝐹2𝑠(𝑡) ,

𝑠(𝑡)为决定切换拓扑的有限个切换信号.

证明过程类似于定理 1, 用𝐿𝑠(𝑡), 𝐹1𝑠(𝑡), 𝐹2𝑠(𝑡)分

别替代定理 1中的𝐿,𝐹1, 𝐹2即可,此略.

定理 1中的LMI条件可以进一步简化, 假定图

𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)是连通的, 且至少有一个智能体 𝑖知道虚

拟Leader的信息, 即对应的拉普拉斯矩阵𝐿𝑠除特征

根 0外, 其余特征根实部均大于 0 (变形后的矩阵𝐿

所有特征根实部均大于 0). 如果存在正定的矩阵𝑃

(特征根均大于 0)和标量 𝜀 > 0, 满足矩阵Ψ负定, 则

当𝜔(𝑡) ≡ 0时, 多智能体互联系统 (1)渐近稳定; 当

𝜔(𝑡) ∕= 0时,多智能体互联系统 (1)满足相应的𝐻∞性

能指标. 反之, 如果图的权重充分大, 对应的拉普拉

斯矩阵𝐿𝑠除特征根 0外, 其余特征根实部均大于 0,

则矩阵𝑃 > 0的确存在. 类似地, 推论 1中的LMI条

件也可以进一步简化,假定在每个时间段,图𝐺𝑠(𝑡)是

强连通且平衡的, 至少有一个智能体 𝑖知道虚拟

Leader的信息, 即在每个时间段, 网络通信拓扑对

应的拉普拉斯矩阵𝐿𝑠除特征根 0外, 其余特征根实

部均大于 0. 如果存在公共的正定矩阵𝑃 (特征根均大

于 0)和标量 𝜀 > 0满足矩阵Ψ𝑠负定,则𝐻∞协同控制

问题是可解的. 反之,如果有限个图是强连通且平衡

的,则公共的正定矩阵𝑃 的确存在.

2.2 有有有时时时延延延固固固定定定拓拓拓扑扑扑和和和切切切换换换拓拓拓扑扑扑情情情形形形

本节分析在时延存在的情况下, 系统 (1)的稳定

性和鲁棒性. 定理 2给出了时滞多智能体互联系统

(1)的稳定性和鲁棒性条件.

定理 2 在固定的通信拓扑下,考虑具有时延的

多智能体互联系统 (1),假定图是连通的,且至少有一

个智能体 𝑖满足 𝑎𝑖0 ∕= 0, 𝐻∞协同控制问题是可解的,

如果存在对称的正定矩阵𝑃,𝑄,𝑅 ∈ 𝑅𝑛×𝑛和标量 𝜉1,

𝜉2, 𝜉3, 𝜉4 > 0满足

Ξ =

[
Ξ11 Ξ12

ΞT
12 Ξ22

]
< 0. (22)

其中

Ξ11 =

⎡⎢⎣ Λ11 0 𝑃

0 Λ22 −𝜏𝐿T𝑅

𝑃 −𝜏𝑅𝐿 −𝛾2𝐼 + 𝜏𝑅

⎤⎥⎦ ,

Λ11 = −𝑃𝐿− 𝐿T𝑃 +𝑄+ 𝐶T𝐶,

Λ22 = −𝑄+ (𝜉1 + 𝜏𝜉2 + 𝜏𝜉3 + 𝜏𝜉4)𝐹
T
2 𝐹2,

Ξ12 =

⎡⎢⎣ 𝑃𝐿 𝑃𝐹1 0 0 0 0 0

0 0 𝜏𝐿T𝑅 𝜏𝐿T𝑅𝐹1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 𝑅𝐹2

⎤⎥⎦ ,

Ξ22 = diag
{
− 𝑅

𝜏
,−𝜉1𝐼,−𝜏𝑅,−𝜏𝜉2𝐼,Π ,−𝜉4

𝜏
𝐼
}
,

Π =

⎡⎣ −𝜏𝑅 𝑅𝐹1

𝐹T
1 𝑅 −𝜉3𝐼

𝜏

⎤⎦ .
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证证证明明明 首先证明如果矩阵𝑃,𝑄,𝑅存在且满足条

件 (22), 则当𝜔(𝑡) ≡ 0时, 具有时延的全局跟踪误差

状态方程 (10)是渐近稳定的;然后证明当𝜔(𝑡) ∕= 0时,

鲁棒性能 ∥𝑇𝜔𝑧∥ < 𝛾可实现.

考虑如下Lyapunov-Krasovskii函数:

𝑉 (𝑡) =

𝑒T(𝑡)𝑃𝑒(𝑡) +
w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑒T(𝑠)𝑄𝑒(𝑠)d𝑠+

w 0

−𝜏

w 𝑡

𝑡+𝜃
�̇�T(𝑠)𝑅�̇�(𝑠)d𝑠d𝜃, (23)

其沿系统 (10)关于时间的导数为

�̇� (𝑡) =

− 2𝑒T(𝑡)𝑃𝐿𝑒(𝑡− 𝜏)− 2𝑒T(𝑡)𝑃Δ𝐿𝑒(𝑡− 𝜏)+

𝑒T(𝑡)𝑄𝑒(𝑡)− 𝑒T(𝑡− 𝜏)𝑄𝑒(𝑡− 𝜏)−w 𝑡

𝑡−𝜏
�̇�T(𝑠)𝑅�̇�(𝑠)d𝑠+ 𝜏𝑒T(𝑡− 𝜏)𝐿T𝑅𝐿𝑒(𝑡− 𝜏)+

2𝜏𝑒T(𝑡− 𝜏)𝐿T𝑅Δ𝐿𝑒(𝑡− 𝜏)+

𝜏𝑒T(𝑡− 𝜏)Δ𝐿T𝑅Δ𝐿𝑒(𝑡− 𝜏). (24)

由Newton-Leibniz公式可得

𝑒(𝑡− 𝜏) = 𝑒(𝑡)−
w 𝑡

𝑡−𝜏
�̇�(𝑠)d𝑠. (25)

注意到, 对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛和正定对称矩阵 �̄� ∈
𝑅𝑛×𝑛,有

2𝑥T𝑦 ⩽ 𝑥T�̄�−1𝑥+ 𝑦T�̄�𝑦. (26)

借助式 (25)和 (26),可得

− 2𝑒T(𝑡)𝑃𝐿𝑒(𝑡− 𝜏) ⩽

− 2𝑒T(𝑡)𝑃𝐿𝑒(𝑡) + 𝜏𝑒T(𝑡)𝑃𝐿𝑅−1𝐿T𝑃𝑒(𝑡)+w 𝑡

𝑡−𝜏
�̇�T(𝑠)𝑅�̇�(𝑠)d𝑠, (27)

− 2𝑒T(𝑡)𝑃Δ𝐿𝑒(𝑡− 𝜏) ⩽
1

𝜉1
𝑒T(𝑡)𝑃𝐹1𝐹

T
1 𝑃𝑒(𝑡) + 𝜉1𝑒

T(𝑡− 𝜏)𝐹T
2 𝐹2𝑒(𝑡− 𝜏),

(28)

2𝜏𝑒T(𝑡− 𝜏)𝐿𝑅Δ𝐿𝑒(𝑡− 𝜏) ⩽

𝑒T(𝑡− 𝜏)
( 𝜏

𝜉2
𝐿T𝑅𝐹1𝐹

T
1 𝑅𝐿+ 𝜏𝜉2𝐹

T
2 𝐹2

)
𝑒(𝑡− 𝜏).

(29)

将式 (27)∼ (29)代入 (24),得到

�̇� (𝑡) ⩽

𝑒T(𝑡)𝑀1𝑒(𝑡) + 𝑒T(𝑡− 𝜏)𝑀2𝑒(𝑡− 𝜏) =

[𝑒T(𝑡) 𝑒T(𝑡− 𝜏)]

[
𝑀1 0

0 𝑀2

][
𝑒(𝑡)

𝑒(𝑡− 𝜏)

]
. (30)

其中

𝑀1 = −𝑃𝐿− 𝐿T𝑃 +
1

𝜉1
𝑃𝐹1𝐹

T
1 𝑃+

𝜏𝑃𝐿𝑅−1𝐿T𝑃 +𝑄,

𝑀2 = Φ1 + 𝜏Δ𝐿T𝑅Δ𝐿,

Φ1 = −𝑄+ 𝜏𝐿T𝑅𝐿+ 𝜉1𝐹
T
2 𝐹2+

𝜏
( 1

𝜉2
𝐿T𝑅𝐹1𝐹

T
1 𝑅𝐿+ 𝜉2𝐹

T
2 𝐹2

)
.

�̇� (𝑡) < 0等价于 [
𝑀1 0

0 𝑀2

]
< 0. (31)

通过变形,利用引理 2,不等式𝑀1 < 0等价于

�̄�1 =

⎡⎢⎣ −𝐿T𝑃 − 𝑃𝐿+𝑄 𝑃𝐿 𝑃𝐹1

𝐿T𝑃 −𝑅/𝜏 0

𝐹T
1 𝑃 0 −𝜉1𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (32)

类似地, 重复利用引理 2和引理 3, 不等式𝑀2 < 0等

价于

�̄�2 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−�̄� 𝜏𝐿T𝑅 𝜏𝐿T𝑅𝐹1 0 0

𝜏𝑅𝐿 −𝜏𝑅 0 0 0

𝜏𝐹T
1 𝑅𝐿 0 −𝜏𝜉2𝐼 0 0

0 0 0 −𝜏𝑅 𝑅𝐹1

0 0 0 𝐹1
T𝑅 −𝜉3/𝜏𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0.

(33)

因此,若存在正定矩阵𝑃、𝑄、𝑅和标量 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4 >

0满足式(22), 即𝑃、𝑄、𝑅满足式 (32)和 (33), 则 �̄�1

< 0且 �̄�2< 0. 根据式 (30)可得,如果 �̄�1< 0, �̄�2< 0,

则𝑀1 < 0, 𝑀2 < 0,进而得到 �̇� < 0,且具有时延的全

局跟踪误差状态方程 (10)渐近稳定.

为了讨论鲁棒性能, 当扰动𝜔(𝑡)存在时, 考虑

𝐻∞性能指标 𝐽 . 接下来有

�̇� (𝑡) ⩽

𝑒T(𝑡)𝑀1𝑒(𝑡) + 𝑒T(𝑡− 𝜏)𝑀2𝑒(𝑡− 𝜏)+

2𝑒T(𝑡)𝑃𝜔(𝑡) + 𝜏𝜔T(𝑡)𝑅𝜔(𝑡)− 2𝜏𝑒T(𝑡− 𝜏)𝐿T𝑅𝜔(𝑡)+

𝜏(𝜉4𝑒
T(𝑡− 𝜏)𝐹2

T𝐹2𝑒(𝑡− 𝜏)+

1

𝜉4
𝜔T(𝑡)𝑅𝐹1𝐹

T
1 𝑅𝜔(𝑡)),

𝐽 =w ∞
0

[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡)]d𝑡 =w ∞
0

[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)−
𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + �̇� (𝑡)]d𝑡− 𝑉 (∞) + 𝑉 (0) <w ∞

0
[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + �̇� (𝑡)]d𝑡.

注意到

𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + �̇� (𝑡) =

[𝑒T(𝑡) 𝑒T(𝑡− 𝜏) 𝜔T(𝑡)]Ω

⎡⎢⎣ 𝑒(𝑡)

𝑒(𝑡− 𝜏)

𝜔(𝑡)

⎤⎥⎦ < 0,
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其中

Ω =⎡⎢⎢⎣
𝑀1 + 𝐶T𝐶 0 𝑃

0 𝑀2 + 𝜏𝜉4𝐹2
T𝐹2 −𝜏𝐿T𝑅

𝑃 −𝜏𝑅𝐿 −𝛾2𝐼 +
𝜏

𝜉4
𝑅𝐹1𝐹

T
1 𝑅

⎤⎥⎥⎦.
于是, 𝐽 < 0等价于

𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + �̇� (𝑡) < 0. (34)

然而,式 (34)等价于Ω < 0,重复利用引理 2和引理 3,

可得式 (22). 因此, 如果存在正定矩阵𝑃、𝑄、𝑅和标

量 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4 > 0满足式 (22),则Ω < 0, 𝐻∞性能指

标 ∥𝑇𝜔𝑧∥∞ < 𝛾可达. □

下面讨论具有时延的不确定多智能体互联系

统 (1)在切换拓扑下的稳定性和鲁棒性.

推论 2 考虑具有时延的多智能体互联系统 (1)

在切换通信拓扑𝐺𝑠(𝑡)下,假定每个时间段内,图𝐺𝑠(𝑡)

是强连通且平衡的,且至少有一个智能体 𝑖满足 𝑎𝑖0 ∕=
0, 𝐻∞协同控制问题是可解的,如果存在公共的对称

正定矩阵𝑃,𝑄,𝑅 ∈ 𝑅𝑛×𝑛和标量 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4 > 0满

足

Φ𝑠 =

[
Φ11 Φ12

ΦT
12 Φ22

]
< 0. (35)

其中: Φ𝑠可以用𝐿𝑠(𝑡), 𝐹1𝑠(𝑡), 𝐹2𝑠(𝑡)分别替换定理 2中

的𝐿,𝐹1, 𝐹2得到, 𝑠(𝑡)为决定切换拓扑的有限个切换

信号.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

图 1给出 6个智能体之间的4种不同的网络通信

拓扑,且均为加权图. 由图 1可见,它们都是强连通且

平衡的, 切换拓扑的切换顺序从𝐺𝑏开始, 每隔 1 s切

换到下一个状态.

在仿真中, 智能体的初始状态 �̂�𝑖(0) = 𝑟𝑖, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6,虚拟Leader 𝑟0 = ∣𝑟∣ 1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

�̂�𝑖(0). 扰动信号

𝜔(𝑡)、噪声 𝛿𝑥𝑖𝑗和 𝑟都是均值为 0方差为 1的随机变

量. 选取𝐻∞性能指标 𝛾 = 1,权重 𝑎𝑖𝑗依赖于通信拓

扑𝐺𝑎, 𝐺𝑏, 𝐺𝑐, 𝐺𝑑,即若结点 𝑖与结点 𝑗在通信拓扑图

中有连接, 则 𝑎𝑖𝑗 > 0, 为了方便取 𝑎𝑖𝑗 = 1, 否则 𝑎𝑖𝑗

= 0. 首先考虑系统 (1)具有固定拓扑𝐺𝑏, 可以证明

矩阵𝑃 = 𝐼满足定理 1的条件.图 2给出了在拓扑𝐺𝑏

下具有扰动的不确定多智能体互联系统的系统跟踪

误差轨迹, 图 3通过描绘 ∥𝑧(𝑡)∥2与 ∥𝜔(𝑡)∥2的瞬间变
化, 给出了在拓扑𝐺𝑏下的具有扰动的不确定多智能

体互联系统性能,显然系统实现了𝐻∞性能指标.

多智能体互联系统 (1)具有如图 1所示的切换

拓扑, 定理 1中的可行解之一为𝑃 = 𝐼 . 图 4给出了

多智能体互联系统 (1)在切换拓扑下的系统跟踪误
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图 1 切换拓扑的 4种连通图
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图 2 拓扑𝐺𝑏下的系统跟踪误差轨迹
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图 3 拓扑𝐺𝑏下的𝐻∞性能
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图 4 切换拓扑下不确定系统跟踪误差轨迹
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差轨迹. 对于在固定拓扑𝐺𝑏和切换拓扑下的时滞

多智能体互联系统,定理 2和推论 2中的可行解为𝑃

= 𝑄 = 𝑅 = 𝐼 . 图 5给出了在切换拓扑下,时滞多智能

体互联系统在时延 𝜏 = 0.08时的系统跟踪误差轨迹.
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图 5 切换拓扑下具有时滞的系统跟踪误差轨迹

4 结结结 论论论

本文探讨了在固定和切换拓扑下具有外界扰动

和通信噪声的不确定多智能体互联系统的𝐻∞协同

控制问题.考虑了有无时延两种类型, 借助Lyapunov

函数, 利用线性矩阵不等式, 分析了系统的稳定性和

鲁棒性, 并推导出一系列充分 (必要)条件. 在有向图

强连通且平衡的条件下,当满足李亚谱诺夫函数正定

和一些标量为正的条件时, 所有智能体能够在保证

𝐻∞性能的前提下,渐近地跟踪虚拟Leader. 仿真分析

表明了所提出结论的有效性.
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