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摘 要: 针对不同直觉模糊集的隶属度与非隶属度可能存在交叉影响, 提出广义直觉模糊加权交叉影响平均

(GIFWIA)算子,推导出其数学表达式,研究该算子的性质,并探讨了基于GIFWIA算子的多属性决策方法. 通过实例

表明了所提出广义算子在决策应用中的有效性,并分析了不同参数𝜆对决策的影响.通过灵敏度和相关比较分析,解

释了交叉影响对决策结果的影响,表明了所提出广义算子的稳定性.
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Abstract: The generalized intuitionistic fuzzy weighted interaction average operators are proposed based on the interactions

between the membership function and the non-membership function of different intuitionistic fuzzy sets. The concrete

expressions of these operators are obtained by derivation and some properties of these operators are investigated. A multi-

attribute decision making method based on the proposed operators is investigated. An example shows the feasibility and
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Key words: intuitionistic fuzzy set；the generalized weighted interaction average operator；stability；multi-attribute

decision making

0 引引引 言言言

多属性决策在工程设计、经济、管理和军事等诸

多领域中有着广泛的应用,是现代决策科学的一个重

要组成部分,其实质是利用已有的决策信息通过一定

的方式对有限个或一组方案排序,并选择最优方案[1].

多属性决策的核心问题之一是如何有效地、正确地

进行信息的集成.常规的信息集成算子为加权算术平

均算子[2], Yager[3]提出了有序加权算术平均算子的概

念, Xu等[4]提出了有序加权几何平均算子. 随着决策

系统复杂性的增加和多种不确定因素的影响,决策信

息的表达形式也越来越多样化. 作为模糊集理论[5]

的重要推广, 直觉模糊集成为决策信息的一种常见

的表达形式,在智能多属性决策[6]和不确定多属性决

策[3,7-20]等领域有广泛的运用.

关于直觉模糊集和直觉模糊数的运算法则及其

信息集结算子的研究, Atanassov[21-22]和Xu等[10-12]均

做出了大量原创性的工作. Atanassov[22]定义了直觉

模糊集上的加法运算和乘法运算. De等[23]定义了直
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觉模糊集上的数乘运算和指数运算. Xu等[10-12]提出

了一系列直觉模糊集成算子和广义的直觉模糊加权

平均算子, 探讨了直觉模糊信息的集成方式, 并应用

于多属性决策领域[18].

直觉模糊集均利用隶属度和非隶属度这两个二

元参数进行刻画,然而现有的直觉模糊信息集成算子

大都没有考虑不同直觉模糊数的隶属度与非隶属度

之间可能存在着的交叉影响,这会导致一些不合理的

现象.如,若𝐵 = ⟨𝑢𝐵 , 𝑣𝐵⟩的非隶属度 𝑣𝐵 = 0,则无论

𝐴= ⟨𝑢𝐴, 𝑣𝐴⟩的非隶属度为多少,按照文献 [10, 22-23]

的定义, 𝐴 ⊕ 𝐵的非隶属度一定为 𝑣𝐴 × 𝑣𝐵 = 0. 以选

举为例,若一个团体反对某个候选人的比例为 0,则无

论另一个团体对此候选人的反对比例为多少,按照前

述集成结果,反对该候选人的比例也为 0,即这两个团

体放在一起对候选人全部持赞成意见,这一点往往与

现实不符.

若𝐴⊕𝐵考虑隶属度与非隶属度的交叉影响,即

按照文献 [7-8]中的运算法则, 则能够避免这种现象

的发生. 鉴于此,本文将交叉影响的思想应用到广义

直觉模糊信息集成算子中,提出了广义直觉模糊加权

交叉影响平均算子, 推导出其计算表达式, 证明了相

关性质,并将其应用到多属性决策中. 同时,分析了决

策者的态度参数𝜆对决策结果的影响,从而为直觉模

糊多属性决策问题的解决提供了新的思路,尤其对于

非隶属度出现 0的特殊情形有非常好的可解释性.

1 直直直觉觉觉模模模糊糊糊集集集的的的定定定义义义及及及其其其运运运算算算法法法则则则

定义 1[21] 设𝑋为给定的有限论域, 则𝑋上的

直觉模糊集表示为

𝐴 = {⟨𝑥, 𝑢𝐴(𝑥), 𝑣𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}.
其中: 𝑢𝐴(𝑥)和 𝑣𝐴(𝑥)分别为𝑋中元素𝑥属于𝐴的隶

属度和非隶属度, 𝑢𝐴 : 𝑋 → [0, 1], 𝑣𝐴 : 𝑋 → [0, 1],且

满足条件 0 ⩽ 𝑢𝐴(𝑥) + 𝑣𝐴(𝑥) ⩽ 1; 𝜋𝐴(𝑥) = 1− 𝑢𝐴(𝑥)

− 𝑣𝐴(𝑥)表示𝑋中元素𝑥属于𝑋的犹豫度.

为了方便起见, 记𝐴 = ⟨𝑢𝐴, 𝑣𝐴⟩, 将有限论域𝑋

上的全体直觉模糊集记为 IFS(𝑋).

定义 2[10-11] 若𝐴 = ⟨𝑢𝐴, 𝑣𝐴⟩和𝐵 = ⟨𝑢𝐵 , 𝑣𝐵⟩
为两个直觉模糊集, 𝑆(𝐴)和𝑆(𝐵)分别为𝐴和𝐵的得

分函数[4],且𝑆(𝐴) = 𝑢𝐴 − 𝑣𝐴, 𝑆(𝐵) = 𝑢𝐵 − 𝑣𝐵 , 𝐻(𝐴)

和𝐻(𝐵)分别为𝐴和𝐵的精确函数[24], 𝐻(𝐴) = 𝑢𝐴 +

𝑣𝐴, 𝐻(𝐵) = 𝑢𝐵 + 𝑣𝐵 ,则有𝐴 < 𝐵,当且仅当:

1)𝑆(𝐴) < 𝑆(𝐵);

或

2)𝑆(𝐴) = 𝑆(𝐵)且𝐻(𝐴) < 𝐻(𝐵).

定义 3[7-8] 设𝑋为给定的有限论域, 𝐴,𝐵 ∈
IFS(𝑋), 考虑隶属度与非隶属度交叉影响的直觉

模糊集上的新的加法、数乘、乘法和幂运算分别定义

为

𝐴⊕̂𝐵 = ⟨1− (1− 𝑢𝐴)(1− 𝑢𝐵), (1− 𝑢𝐴)(1− 𝑢𝐵)−
(1− (𝑢𝐴 + 𝑣𝐴))(1− (𝑢𝐵 + 𝑣𝐵))⟩, (1)

𝜆𝐴 = ⟨1− (1− 𝑢𝐴)
𝜆, (1− 𝑢𝐴)

𝜆−
(1− (𝑢𝐴 + 𝑣𝐴))

𝜆⟩, (2)

𝐴⊕̂𝐵 = ⟨(1− 𝑣𝐴)(1− 𝑣𝐵)− (1− (𝑢𝐴 + 𝑣𝐴))(1−
(𝑢𝐵 + 𝑣𝐵)), 1− (1− 𝑣𝐴)(1− 𝑣𝐵)⟩, (3)

𝐴𝜆 = ⟨(1− 𝑣𝐴)
𝜆 − (1− (𝑢𝐴 + 𝑣𝐴))

𝜆,

1− (1− 𝑣𝐴)
𝜆⟩. (4)

文献 [8]指出,由于直觉模糊集𝐴与𝐵均利用隶

属度和非隶属度这两个二元参数进行刻画, 式 (3)

中, 直觉模糊集𝐴与𝐵的积的隶属度增加考虑了 𝑣𝐴

与𝑢𝐵和 𝑣𝐵与𝑢𝐴的交叉影响, 同时这种改动在某种

程度上可以避免文献 [22]中“𝑢𝐴 = 0, 恒有𝑢𝐴⊗𝐵 =

0”的现象发生. 同理,式 (1)的改动在某种程度上可以

避免文献 [22]中“𝑣𝐴 = 0, 恒有 𝑣𝐴⊕𝐵 = 0”的现象发

生.

定理 1[7-8] 若𝑋为给定的有限论域, 𝐴,𝐵 ∈
IFS(𝑋),则𝐶 = 𝐴 ⊕ 𝐵, 𝐷 = 𝜆𝐴(𝜆 ⩾ 0), 𝐸 = 𝐴 ⊗ 𝐵,

𝐹 = 𝐴𝜆(𝜆 ⩾ 0)也为直觉模糊集, 即𝐶,𝐷,𝐸, 𝐹 ∈
IFS(𝑋).

定理 2[8] 若𝑋为给定的有限论域, 𝐴,𝐵 ∈
IFS(𝑋),令𝐴 = ⟨𝑢𝐴, 𝑣𝐴⟩, 𝐵 = ⟨𝑢𝐵 , 𝑣𝐵⟩, 𝜆, 𝜆1, 𝜆2 > 0,

则有:

1)𝐴⊕̂𝐵 = 𝐵⊕̂𝐴;

2)𝐴⊗̂𝐵 = 𝐵⊗̂𝐴;

3)𝜆1𝐴⊕̂𝜆2𝐴 = (𝜆1 + 𝜆2)𝐴.

2 广广广义义义直直直觉觉觉模模模糊糊糊加加加权权权交交交叉叉叉影影影响响响平平平均均均算算算子子子

在改进的直觉模糊集上的加法运算、数乘运

算、乘积运算和幂运算[7-8]的基础上,提出广义直觉模

糊加权交叉影响平均算子,并研究其相关性质.

定义 4 设𝑋为给定的有限论域, 𝜆 > 0, 𝐴𝑖 =

⟨𝑢𝐴𝑖 , 𝑣𝐴𝑖⟩∈ IFS(𝑋)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑤𝑛)

T为𝐴𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的加权向量, 满足
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖

= 1, 0 ⩽ 𝑤𝑖 ⩽ 1,则称函数

GIFWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) =
( 𝑛

⊕̂
𝑖=1

𝑤𝑖𝐴
𝜆
𝑖

)1/𝜆

(5)

为广义直觉模糊加权交叉影响平均算子.

引理 1 若𝑋为给定的有限论域, 𝜆 > 0, 𝐴𝑖 =

⟨𝑢𝐴𝑖 , 𝑣𝐴𝑖⟩∈ IFS(𝑋)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑤𝑛)

T为𝐴𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的加权向量, 满足
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖

= 1, 0 ⩽ 𝑤𝑖 ⩽ 1,则有
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𝑛

⊕̂
𝑖=1

𝑤𝑖𝐴
𝜆
𝑖 =〈

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖 ,

𝑛∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖−
𝑛∏

𝑖=1

(1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))
𝜆𝑤𝑖

〉
. (6)

证证证明明明 用数学归纳法证明.

1)当𝑛 = 1时, 𝑤1 = 1,式 (6)明显成立. 假设𝑛 =

𝑘时,式 (6)也成立,则当𝑛 = 𝑘 + 1时,由归纳假设并

根据式 (1)得
𝑘+1

⊕̂
𝑖=1

𝑤𝑖𝐴
𝜆
𝑖 =

( 𝑘

⊕̂
𝑖=1

𝑤𝑖𝐴
𝜆
𝑖

)
⊕̂𝑤𝑘+1𝐴

𝜆
𝑘+1 =

〈
1−

𝑘∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖 ,

𝑘∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖−

𝑘∏
𝑖=1

(1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))
𝜆𝑤𝑖

〉
⊕̂

⟨1−(1−(1−𝑣𝐴𝑘+1
)𝜆+(1−(𝑢𝐴𝑘+1

+𝑣𝐴𝑘+1
))𝜆)𝑤𝑘+1 ,

(1− (1− 𝑣𝐴𝑘+1
)𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑘+1

+ 𝑣𝐴𝑘+1
))𝜆)𝑤𝑘+1−

(1− (𝑢𝐴𝑘+1
+ 𝑣𝐴𝑘+1

))𝜆⋅𝑤𝑘+1⟩ =〈
1−

𝑘+1∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖 ,

𝑘+1∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖−

𝑘+1∏
𝑖=1

(1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))
𝜆𝑤𝑖

〉
.

即当𝑛 = 𝑘 + 1时,式 (6)也成立. □

定理 3 若𝑋为给定的有限论域, 𝜆 > 0, 𝐴𝑖 =

⟨𝑢𝐴𝑖 , 𝑣𝐴𝑖⟩ ∈ IFS(𝑋)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),则GIFWIA𝜆(𝐴1,

𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) ∈ IFS(𝑋),且有

GIFWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) =〈(
1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖+

𝑛∏
𝑖=1

(1−(𝑢𝐴𝑖+𝑣𝐴𝑖))
𝜆⋅𝑤𝑖

)1/𝜆

−
𝑛∏

𝑖=1

(1−(𝑢𝐴𝑖+𝑣𝐴𝑖))
𝑤𝑖 ,

1−
(
1−

𝑛∏
𝑖=1

(1−(1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆+(1−(𝑢𝐴𝑖+𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖+

𝑛∏
𝑖=1

(1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))
𝜆𝑤𝑖

)1/𝜆〉
. (7)

证证证明明明 根据引理 1和式 (4),有

GIFWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) =
( 𝑛

⊕̂
𝑖=1

𝑤𝑖𝐴
𝜆
𝑖

)1/𝜆

=〈(
1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖+

𝑛∏
𝑖=1

(1−(𝑢𝐴𝑖+𝑣𝐴𝑖))
𝜆⋅𝑤𝑖

)1/𝜆

−
𝑛∏

𝑖=1

(1−(𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))
𝑤𝑖 ,

1−
(
1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖)
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))

𝜆)𝑤𝑖+

𝑛∏
𝑖=1

(1− (𝑢𝐴𝑖 + 𝑣𝐴𝑖))
𝜆𝑤𝑖

)1/𝜆〉
.

由定义 1得GIFWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛)∈IFS(𝑋),

限于篇幅,具体证明过程略. □

定理 4 设𝑋为给定的有限论域, 𝜆 > 0, 𝐴𝑖 =

⟨𝑢𝐴𝑖 , 𝑣𝐴𝑖⟩, 𝐵𝑖 = ⟨𝑢𝐵𝑖 , 𝑣𝐵𝑖⟩ ∈ IFS(𝑋)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),
若𝐴𝑖=𝐴=⟨𝑢𝐴, 𝑣𝐴⟩(𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),则GIFWIA𝜆(𝐴1,

𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) = 𝐴,即幂等性成立.

证证证明明明 注意到
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 由式 (7)可以直接得

到结论成立. □

定理 5 设𝑋为给定的有限论域, 𝜆 > 0, 𝐴𝑖 =

⟨𝑢𝐴𝑖 , 𝑣𝐴𝑖⟩ ∈ IFS(𝑋)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),如果𝐴′
𝑖 = ⟨𝑢𝐴′

𝑖
,

𝑣𝐴′
𝑖
⟩是𝐴𝑖的任意一组置换, 则有GIFWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) = GIFWIA𝜆(𝐴
′
1, 𝐴

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴′

𝑛).

证证证明明明 根据式 (7)和条件𝐴′
𝑖 = ⟨𝑢𝐴′

𝑖
, 𝑣𝐴′

𝑖
⟩为𝐴𝑖的

任意一组置换,可以直接得到结论成立. □

3 广广广义义义直直直觉觉觉模模模糊糊糊有有有序序序加加加权权权交交交叉叉叉影影影响响响平平平均均均

算算算子子子

在文献 [3]的基础上, 针对改进的直觉模糊集上

的加法运算、数乘运算、乘积运算和幂运算, 本节引

入广义直觉模糊有序加权交叉影响平均算子的定义,

并证明了相关性质.

定义 5 若𝑋为给定的有限论域, 𝜆 > 0, 𝐴𝑖 =

⟨𝑢𝐴𝑖 , 𝑣𝐴𝑖⟩ ∈ IFS(𝑋)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),则称函数
GIFOWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) =

( 𝑛

⊕̂
𝑖=1

𝑤𝑖𝐴
𝜆
index(𝑖)

)1/𝜆

(8)

为广义直觉模糊有序加权交叉影响平均算子. 其中:

𝐴index(𝑖)为𝐴𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)中的第 𝑖大元素, 𝑤 =

(𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T为相应的加权向量,满足

𝑤𝑖 ∈ [0, 1],

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖 = 1.

定理 6 若𝑋为给定的有限论域, 𝜆 > 0, 𝐴𝑖 ∈
IFS(𝑋)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝐴𝑖 = ⟨𝑢𝐴𝑖 , 𝑣𝐴𝑖⟩,则有

GIFOWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) =
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1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝐴index(𝑖)
)𝜆+

(1− (𝑢𝐴index(𝑖)
+ 𝑣𝐴index(𝑖)

))𝜆)𝑤𝑖+

𝑛∏
𝑖=1

(1− (𝑢𝐴index(𝑖)
+ 𝑣𝐴index(𝑖)

))𝜆⋅𝑤𝑖

)1/𝜆

−
𝑛∏

𝑖=1

(1− (𝑢𝐴index(𝑖)
+ 𝑣𝐴index(𝑖)

))𝑤𝑖 , 1−
(
1−

𝑛∏
𝑖=1

(1−

(1− 𝑣𝐴index(𝑖)
)𝜆 + (1− (𝑢𝐴index(𝑖)

+ 𝑣𝐴index(𝑖)
))𝜆)𝑤𝑖+

𝑛∏
𝑖=1

(1− (𝑢𝐴index(𝑖)
+ 𝑣𝐴index(𝑖)

))𝜆𝑤𝑖

)1/𝜆〉
. (9)

其中: GIFOWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛)∈IFS(𝑋), 𝐴index(𝑖)

为𝐴𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)中的第 𝑖大元素.

证明过程与定理 3相似,此略.

定理 7 设𝑋为给定的有限论域, 𝐴𝑖 = ⟨𝑢𝐴𝑖 ,

𝑣𝐴𝑖⟩∈ IFS(𝑋)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝐴 ∈ IFS(𝑋), 𝜆 > 0. 若

𝐴𝑖 = 𝐴 = ⟨𝑢𝐴, 𝑣𝐴⟩, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则GIFWIA𝜆(𝐴1,

𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) = 𝐴,即幂等性成立.

证明过程与定理 4相似,此略.

定理 8 设𝑋为给定的有限论域, 𝐴𝑖 ∈ IFS(𝑋)(𝑖

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝐴𝑖 = ⟨𝑢𝐴𝑖 , 𝑣𝐴𝑖⟩. 如果𝐴′
𝑖 = ⟨𝑢𝐴′

𝑖
, 𝑣𝐴′

𝑖
⟩

为𝐴𝑖的任意一组置换, 𝜆 > 0, 则有GIFOWIA𝜆(𝐴1,

𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) = GIFOWIA𝜆(𝐴
′
1, 𝐴

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴′

𝑛).

证明过程与定理 5相似,此略.

4 基基基于于于广广广义义义直直直觉觉觉模模模糊糊糊加加加权权权交交交叉叉叉影影影响响响平平平均均均

算算算子子子的的的多多多属属属性性性决决决策策策方方方法法法

假设有𝑚个备选方案𝑥𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚), 𝑛个评

价属性 𝑔𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛),属性的权重为𝑤 = (𝑤1, 𝑤2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛), 𝐴𝑖𝑗 = ⟨𝑢𝐴𝑖𝑗 , 𝑣𝐴𝑖𝑗 ⟩表示第 𝑖个备选方案在第

𝑗个属性下由决策者给出的评估值.给出基于广义直

觉模糊加权交叉影响平均算子的多属性决策方法如

下.

Step 1: 将备选方案的属性决策信息进行综合集

成:

1)加权平均的情形. 根据式 (7)的直觉模糊交叉

影响平均算子,有

𝐴𝑖 = GIFWIA𝜆(𝐴𝑖1, 𝐴𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑖𝑛) =〈(
1−

𝑛∏
𝑗=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖𝑗 )
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖𝑗 + 𝑣𝐴𝑖𝑗 ))

𝜆)𝑤𝑗+

𝑛∏
𝑗=1

(1− (𝑢𝐴𝑖𝑗 + 𝑣𝐴𝑖𝑗 ))
𝜆⋅𝑤𝑗

)1/𝜆

−
𝑛∏

𝑗=1

(1− (𝑢𝐴𝑖𝑗+

𝑣𝐴𝑖𝑗 ))
𝑤𝑗 , 1−

(
1−

𝑛∏
𝑗=1

(1− (1− 𝑣𝐴𝑖𝑗 )
𝜆 + (1− (𝑢𝐴𝑖𝑗+

𝑣𝐴𝑖𝑗 ))
𝜆)𝑤𝑗 +

𝑛∏
𝑗=1

(1− (𝑢𝐴𝑖𝑗 + 𝑣𝐴𝑖𝑗 ))
𝜆𝑤𝑗

)1/𝜆〉
. (10)

2)有序加权平均的情形. 根据式 (9)的直觉模糊

交叉影响平均算子,有

𝐴𝑖 = GIFOWIA𝜆(𝐴𝑖1, 𝐴𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑖𝑛) =〈(
1−

𝑛∏
𝑗=1

(1− (1− 𝑣𝐴index(𝑖𝑗)
)𝜆 + (1− (𝑢𝐴index(𝑖𝑗)

+

𝑣𝐴index(𝑖𝑗)
))𝜆)𝑤𝑗 +

𝑛∏
𝑗=1

(1− (𝑢𝐴index(𝑖𝑗)
+

𝑣𝐴index(𝑖𝑗)
))𝜆⋅𝑤𝑗

)1/𝜆

−
𝑛∏

𝑗=1

(1− (𝑢𝐴index(𝑖𝑗)
+

𝑣𝐴index(𝑖𝑗)
))𝑤𝑗 , 1−

(
1−

𝑛∏
𝑗=1

(1− (1− 𝑣𝐴index(𝑖𝑗)
)𝜆+

(1− (𝑢𝐴index(𝑖𝑗)
+ 𝑣𝐴index(𝑖𝑗)

))𝜆)𝑤𝑗 +

𝑛∏
𝑗=1

(1−

(𝑢𝐴index(𝑖𝑗)
+ 𝑣𝐴index(𝑖𝑗)

))𝜆𝑤𝑗

)1/𝜆〉
. (11)

Step 2: 根据文献 [7-8]定义的直觉模糊数的大小

比较规则,比较𝐴𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅,𝑚)的大小.

Step 3: 根据𝐴𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅,𝑚)的大小对备选方

案进行排序, 取最大的𝐴𝑖所对应的方案作为最优方

案.

Step 4: 调整参数𝜆值, 重复Step 1∼Step 3, 分析

不同参数𝜆值下的排序和最优方案的选取.

Step 5: 利用Matlab画出得分函数随参数𝜆值改

变而改变的图像, 在交点处标注精确函数值的大小,

作进一步分析.

5 实实实例例例分分分析析析和和和仿仿仿真真真分分分析析析

5.1 实实实例例例分分分析析析

假设一个投资公司[7,23]有 3个可能投资的项目:

项目 1汽车公司; 项目 2食品公司; 项目 3计算机公

司. 利用 5个属性评价投资项目的优劣, 属性 1表示

风险情况,反映了风险预测和回避能力、风险控制能

力和损失发生后的恢复能力; 属性 2表示盈利情况,

反映了投资项目的总收入与总成本之间的差额与总

投入的比值大小; 属性 3表示社会政策情况, 反映了

国家对相关企业的技术发展进行扶持、鼓励或反对

的程度; 属性 4表示社会环境情况, 反映了该企业所

处的地理位置对企业发展的促进或抑制程度;属性 5

表示公司发展前景,反映了企业扩大规模和壮大实力

的潜在能力.投资项目在 5个属性下的决策信息均以

直觉模糊集的形式给出,对应的权重向量分别为𝑤 =

(0.25, 0.20, 0.15, 0.18, 0.22),如表 1所示.

Step 1: 由于权重与属性直接相关,选式 (10)集成

决策信息.取𝜆 = 0.3,有

GIFWIA0.3(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴5) = ⟨0.429 9, 0.310 5⟩,
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表 1 直觉模糊信息的决策矩阵

属性 1 属性 2 属性 3 属性 4 属性 5

项目 1 𝐴1 = ⟨0.2, 0.5⟩ 𝐴2 = ⟨0.4, 0.2⟩ 𝐴3 = ⟨0.5, 0.4⟩ 𝐴4 = ⟨0.3, 0.3⟩ 𝐴5 = ⟨0.7, 0.1⟩
项目 2 𝐵1 = ⟨0.2, 0.7⟩ 𝐵2 = ⟨0.6, 0.3⟩ 𝐵3 = ⟨0.4, 0.3⟩ 𝐵4 = ⟨0.4, 0.4⟩ 𝐵5 = ⟨0.6, 0.1⟩
项目 3 𝐶1 = ⟨0.2, 0.7⟩ 𝐶2 = ⟨0.5, 0.3⟩ 𝐶3 = ⟨0.4, 0.5⟩ 𝐶4 = ⟨0.3, 0.4⟩ 𝐶5 = ⟨0.6, 0.2⟩

表 2 不同参数𝜆对应的方案得分和排序

GIFWIA0.3 GIFWIA1 GIFWIA5 GIFWIA10

𝑥1 0.119 5 0.152 0 0.287 8 0.352 8

𝑥2 0.009 7 0.082 5 0.333 2 0.418 7

𝑥3 −0.071 7 −0.006 2 0.174 4 0.252 1

排序结果 𝑥1 ≻ 𝑥2 ≻ 𝑥3 𝑥1 ≻ 𝑥2 ≻ 𝑥3 𝑥2 ≻ 𝑥1 ≻ 𝑥3 𝑥2 ≻ 𝑥1 ≻ 𝑥3

GIFWIA15 GIFWIA20 GIFWIA25 GIFWIA30

𝑥1 0.392 9 0.420 2 0.439 7 0.454 3

𝑥2 0.470 2 0.503 6 0.526 3 0.542 3

𝑥3 0.296 6 0.325 3 0.345 0 0.359 1

排序结果 𝑥2 ≻ 𝑥1 ≻ 𝑥3 𝑥2 ≻ 𝑥1 ≻ 𝑥3 𝑥2 ≻ 𝑥1 ≻ 𝑥3 𝑥2 ≻ 𝑥1 ≻ 𝑥3

GIFWIA0.3(𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵5) = ⟨0.419 8, 0.410 4⟩,
GIFWIA0.3(𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶5) = ⟨0.382 6, 0.454 3⟩.

Step 2: 由直觉模糊数的大小比较规则[10-11],有

GIFWIA0.3(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴5) >

GIFWIA0.3(𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵5) >

GIFWIA0.3(𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶5).

Step 3: 项目 1≻项目 2≻项目 3,因此项目 1为最

佳投资方案.

Step 4: 当参数𝜆取不同值时能得到不同的结果,

表 2为不同参数值𝜆所对应的投资项目的得分函数.

由表 2可见, 随着𝜆的增大, 各个方案的得分函

数值也增大.在实际决策中, 决策者可以根据自己的

偏好程度选择不同的参数值𝜆.

Step 5: 为了分析参数值𝜆对集成结果的影响,考

虑不同参数值𝜆 = 0.1, 0.2, ⋅ ⋅ ⋅, 30,这些参数值均由决

策者提供,得到不同方案的得分函数如图 1所示.

0 10 20 30

λ

0

0.2

0.4

0.6

S x( )1

S x( )2

S x( )3

!
"

#
$
%

图 1 不同参数𝜆值对应方案的得分函数值

由图 1可见, 随着𝜆的增大, 各个方案的得分函

数值𝑆(𝑥𝑖)也增大.根据文献 [8-9]中关于直觉模糊集

的排序方法,有如下结果:

1)当𝜆 ∈ (0, 2.183 7]时, 3个投资方案的排序为

𝑥1 ≻ 𝑥2 ≻ 𝑥3,项目 1为最佳投资方案;

2)当𝜆 ∈ [2.183 7, 30]时, 3个投资方案的排序

为𝑥2 ≻ 𝑥1 ≻ 𝑥3,项目 2为最佳投资方案.

5.2 仿仿仿真真真分分分析析析

文献 [8]利用直觉模糊交叉影响平均算子集成决

策信息,得到的最后排序结果为𝑥1 ≻ 𝑥2 ≻ 𝑥3,作为对

文献 [8]提出的算子的推广, 本文提出的广义交叉影

响算子增加了考虑决策者态度的决策变量参数𝜆,且

文献 [8]即为本文算子参数𝜆 = 1时的特殊情形. 下

面取𝜆 = 1附近的不同点对文献 [8]的排序结果进行

仿真分析.取𝜆 = 0.50 ∼ 1.50,变化步长为 0.01,利用

Matlab软件得到文献 [8]中 3个方案的得分函数值随

参数𝜆变动的仿真图像如图 2所示.

λ

S x( )1

S x( )2

S x( )3

0.50 0.75 1.00 1.25 1.50

0

0.1

0.2

!
"

#
$

%

-0.1

图 2 3个方案的得分函数值随参数𝜆变动的曲线

由图 2可见, 当𝜆 ∈ [0.500, 1.500]时, 3个投资方

案的排序为𝑥1 ≻ 𝑥2 ≻ 𝑥3,项目 1为最佳投资方案.这

与文献 [8]中𝜆 = 1的排序结果是一致的,从而说明了

当参数𝜆在 1的周围发生变化时,决策结果并没有发

生改变,表明本文提出的广义算子方法具有一定的有

效性. 因此,本文对文献 [8]中的直觉模糊交叉影响平

均算子进行推广是必要的,这也是本文引入广义直觉

模糊交叉影响平均算子的原因.另外,文献 [8]中直觉

模糊交叉影响平均算子实质是本文取𝜆 = 1时的广

义直觉模糊交叉影响平均算子的特殊情形, 𝜆 = 1时

的偏好程度称为中性的.由图 1可见,当𝜆 > 1时, 各

个方案的得分函数值𝑆(𝑥𝑖)总体上也在增大, 即决

策者的偏好程度的增加引起了方案得分值的增加.
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当𝜆 < 1时,各个方案的得分函数值𝑆(𝑥𝑖)在减小,因

此𝜆变化的管理学意义表现为决策者偏好程度的变

化对备选方案得分值的影响程度. 若针对不同的投

资项目选取不同的参数𝜆,则可能会产生不公平的决

策结果.如,若决策者由于主观原因更偏向于投资项

目𝑥3,则可取态度参数𝜆 = 10,若对投资项目𝑥1并不

偏爱, 则可取𝜆 = 1, 从而导致投资项目𝑥3的得分函

数值高于𝑥1,即𝑥3 ≻ 𝑥1. 因此,决策者对待不同投资

方案的主观偏好态度可能会导致不公平的决策结果

的产生.为了克服这种现象的产生, 一般要求在评价

决策时,对于不同的投资项目需要取同一个偏好态度

参数.

6 有有有效效效性性性及及及敏敏敏感感感性性性和和和鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析

6.1 有有有效效效性性性分分分析析析

文献 [12]提出了广义的直觉模糊加权平均算子,

其具体表达式如下:

GIFWIA𝜆(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛) =〈(
1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− 𝑢𝜆
𝐴𝑖
)𝑤𝑖

)1/𝜆

,

(
1−

(
1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− (1− 𝑣𝜆𝐴𝑖
))𝑤𝑖

))1/𝜆〉
. (12)

取𝜆 = 0.3,利用式 (12)集成 3个投资方案在不同属性

下评估值,并根据集成结果选择最优方案,同样有项

目 1≻项目 2≻项目 3, 项目 1为最佳投资方案.显然,

本文方法与文献 [12]的排序结果相同,表明了本文方

法的有效性.

6.2 敏敏敏感感感性性性和和和鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析

由第 5.2节的仿真分析可以看出, 当𝜆 ∈ [0.500,

1.500]时, 本文的决策结果与文献 [8]相同, 因此𝜆的

小范围波动对决策结果并没有大的影响,即参数𝜆对

决策结果不敏感,鲁棒性较好.

在前文的实例分析中,如果某个投资方案在某个

属性下的评估值为 ⟨𝑢, 0⟩的形式, 例如将表 1中的𝐶5

换成𝐶 ′
5 = ⟨0.6, 0⟩, 𝐴2换成𝐴′

2 = ⟨0.5, 0.2⟩, 仍取𝜆 =

0.3,利用式 (7)进行计算,则有

GIFWIA0.3(𝐴1, 𝐴
′
2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5) = ⟨0.446 3, 0.308 6⟩,

GIFWIA0.3(𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4, 𝐵5) = ⟨0.419 8, 0.410 4⟩,
GIFWIA0.3(𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4, 𝐶

′
5) = ⟨0.376 1, 0.434 0⟩.

同样得到项目 1≻项目 2≻项目 3,项目 1为最佳投资

方案.

若采用文献 [12]的计算公式,即不考虑不同直觉

模糊集隶属度与非隶属度之间可能存在的交叉影响,

则有

GIFWIA0.3(𝐴1, 𝐴
′
2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5) = ⟨0.448 9, 0.263 6⟩,

GIFWIA0.3(𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4, 𝐵5) = ⟨0.443 3, 0.320 1⟩,
GIFWIA0.3(𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4, 𝐶

′
5) = ⟨0.402 9, 0⟩.

从而得到项目 3≻项目 1≻项目 2,即项目 3为最佳投

资方案.

由文献 [10-11]定义的直觉模糊数的比较规则可

知,项目 1的各个属性值均大于项目 3,即

𝐴1 > 𝐶1, 𝐴
′
2 > 𝐶2, 𝐴3 > 𝐶3, 𝐴4 > 𝐶4, 𝐴5 > 𝐶 ′

5.

由直觉模糊集上加权算术平均算子的单调性可

知,项目 1≻项目 3的结果更合理. 所以,本文提出的

广义直觉模糊加权交叉影响平均算子比较稳健,即文

献 [12]提出的广义直觉模糊加权平均算子在集成时

存在敏感直觉模糊信息 ⟨𝑢, 0⟩的情况下, 会出现与实

际相悖的决策结果.本文提出的广义直觉模糊加权交

叉影响平均算子在决策信息集成时更具稳定性,鲁棒

性较好,且集成后获得的结果满足单调性, 因此具有

较好的解释.

6.3 交交交叉叉叉影影影响响响对对对决决决策策策结结结果果果的的的探探探讨讨讨

由于GIFWIA0.3(𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4, 𝐶
′
5) = ⟨0.402 9,

0⟩, 由文献 [12]的运算规则可知, 项目 3的 5个属性

最终集成结果的非隶属度为 0,所以第 5个属性值𝐶 ′
5

的非隶属度在集成结果中起着决定性的作用. 若采用

交叉影响的运算公式 (7),则有

GIFWIA0.3(𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4, 𝐶
′
5) =(( 4

⊕̂
𝑖=1

𝑤𝑖𝐶
0.3
𝑖

)
⊕̂(𝑤5(𝐶

′
5))

)1/0.3

=

⟨0.376 1, 0.434 0⟩.
即 5个属性最终集成结果的非隶属度为 0.434 0,且有

min{𝑣𝐶1 , 𝑣𝐶2 , 𝑣𝐶3 , 𝑣𝐶4 , 𝑣𝐶′
5
} = 0 <

𝑣GIFWIA0.3(𝐶1,𝐶2,𝐶3,𝐶4,𝐶′
5)

= 0.434 0 <

0.7 = max{𝑣𝐶1 , 𝑣𝐶2 , 𝑣𝐶3 , 𝑣𝐶4 , 𝑣𝐶′
5
}.

因此,本文提出的考虑交叉影响的集成规则具有介值

性, 从平均的角度而言更具有可解释性, 在理论上更

符合实际情况.

7 结结结 论论论

本文在直觉模糊集上改进加法运算、数乘运算、

乘积运算和幂运算的基础上,提出了广义直觉模糊加

权交叉影响平均算子,考虑了不同直觉模糊集的隶属

度与非隶属度之间可能存在的交叉影响,给出了具体

的计算公式. 实例表明了新的广义集成算子在决策

应用中的有效性,分析了不同的参数𝜆对决策的影响.

同时,本文提出的新的广义集成算子计算式的集成结

果对于非隶属度出现 0的特殊情形有较好的可解释

性. 后继工作将把本文的理论结果推展到区间直觉模

糊环境中,提出广义区间直觉模糊加权交叉影响平均
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算子,并将其运用于决策中.
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