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摘 要: 针对具有正态三角模糊随机变量且属性权重未知的多属性决策问题, 提出基于前景均值-方差 (M-V)准则

的正态三角模糊随机多属性决策方法. 该方法首先构建正态三角模糊随机决策矩阵, 进而通过运算得到属性值的期

望与方差, 并将其转化为M-V决策矩阵; 然后, 通过定义前景效应构建前景M-V决策矩阵, 利用改进灰色系统理论模

型求解属性权重值, 获取综合前景M-V决策矩阵; 最后, 定义前景序关系, 两两比较前景M-V价值获取方案排序. 在

此基础上, 通过案例验证了所提出方法的可行性及有效性.

关键词: 前景理论；正态三角模糊随机变量；均值-方差；灰色系统理论

中图分类号: C934 文献标志码: A

Approach for normal triangular fuzzy stochastic multiple attribute
decision making based on prospect mean-variance rule
CHEN Zhen-song, LI Yan-lai
(a. School of Transportation and Logistics，b. Nation and Region Combined Engineering Lab of Intelligentizing Integrated

Transportation，Southwest Jiaotong University，Chengdu 610031，China．Correspondent：LI Yan-lai，E-mail：lyl 20

01@163.com)

Abstract: With respect to the problem of multiple attribute decision making, in which attribute weights are unknown

and attribute values are given in terms of normal triangular fuzzy stochastic variables, an approach for normal triangular

fuzzy stochastic multi-attribute decision making is proposed based on the prospect mean-variance rule. Firstly, a normal

triangular fuzzy stochastic decision matrix is constructed. A mean-variance decision matrix is then obtained by calculating

the expectation and variance of the normal triangular fuzzy stochastic decision matrix. Secondly, a prospect effect is defined,

and a prospect mean-variance matrix is built by setting an attribute reference point of each alternative. Moreover, an improved

grey system theory model is built to determine the attribute weights. The prospect mean-value matrix is transformed into

a comprehensive prospect mean-variance matrix. Finally, according to the prospect order relation defined, a ranking of

alternatives is obtained. A practical example is given to show the feasibility and effectiveness of the proposed approach.
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0 引引引 言言言

模糊多属性决策 (FMADM)是处理具有不确定

信息的有限方案筛选问题的有效方法, 为解决客观

事物的复杂化、模糊性以及决策者主观判断模式

的不确定性而导致的属性决策困难等问题提供了

较好的理论依据. 该方法已在项目管理、模式匹配

及智能控制等诸多领域得到了广泛的应用[1-2]. 目

前, 对于属性值为模糊随机变量的模糊随机多属

性决策 (FSMADM)的研究较少, 但针对属性值为正

态随机变量的随机多属性决策 (SMADM)问题已有

部分研究成果[3]. 姜广田等[4]探讨了一类属性值为

正态随机变量的多属性决策方法, 通过计算正态

随机变量的期望与方差确定属性随机占优关系, 进

而依据ELECTRE III方法进行方案的对比和筛选.

Lahdelma等[5-6]关注属性值为正态随机变量且属性具

有关联性的 SMADM问题, 提出了基于蒙特卡洛仿真

的随机多目标可接受性分析方法, 获取了不确定条

件下具备一定置信意义的方案排序结果. 在此基础

上, 刘洋等[7]通过集结正态随机变量的期望与方差及

Choquet积分的规范化计算结果来获取综合评价值,
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进行方案排序.

事实上, 在诸如“零部件使用寿命”、“产品维修周

期”、“商品顾客体验评价”等实际问题中, 属性往往存

在模糊性与随机性共存的并行特征 (即空间横剖面模

糊性与纵剖面随机性的交叉融合). 这不仅更加符合

实际问题的多重复杂性特征, 也为解决高维系统的决

策问题提供了一种有别于二型模糊集系统[8]的新方

法. 通常, 针对复杂决策问题, 模糊随机性决策信息的

获取要求决策者在一次决策过程中提供多次决策评

估值样本, 进而依据格里纹科定理对总体的分布函数

进行统计推断[9], 对获取的密度函数信息模糊化, 即

可得到初始模糊随机性决策信息.

此外, 对于 FSMADM问题的决策方法, 存在针对

FMADM问题与 SMADM问题决策途径的相关研究

可供参考. Nowak[10-11]借鉴随机多目标规划思想,

提出了基于随机占优、交互式途径以及偏好阈值等

概念, 进而展开随机多属性决策分析, 依据随机占优

准则确定两两方案之间的随机占优关系, 并通过引入

ELECTRE III方法进行决策方案排序. Fan等[12]考虑

属性值为概率分布函数与概率密度函数均已知的随

机变量, 通过计算方案成对比较所有结果的概率, 并

定义了一致性规则划分结果的异化状态, 进而通过设

计方案排序算法获取方案择优结论. Zhang等[13]应用

随机占优准则判别随机多属性决策问题中方案的随

机占优关系, 通过PROMETHEE-II获得方案的排序

结果. Zaras[14]在确定随机占优关系的基础上, 利用粗

糙集理论方法获取最终的方案排序.

事实上, 在众多 SMADM问题中, 绝大部分均以

期望效用值理论为基础, 而且是在决策者行为完全

理性的假设下进行的[15]. 然而, Kahneman和Tversky

等[16-17] 所提出的前景理论指出, 决策者的决策过程

受到众多因素的影响而极易产生情绪和认知方面的

系统性偏差, 进而导致决策者依赖于所选取的参考点

在面临收益和损失 2种不同状况下的异化风险态度

与敏感性. 为此, 考虑决策者有限理性行为的多属性

决策问题已经引起了众多学者的关注. Levy等[18]基

于前景理论与随机占优思想提出了前景随机占优准

则, 通过综合考虑决策者依赖于参考点选取的决策态

度、对于收益及损失存在异化风险态度等心理行为特

征, 确立方案间的前景随机占优关系. 李鹏等[19]提出

了集成前景理论与新的记分函数的随机多属性决策

方法, 并通过引入灰色系统理论确定指标权重, 以解

决指标权重未知、方案指标值为直觉模糊数的随机直

觉模糊决策问题. Hu等[20]考虑一类属性权重完全未

知、属性值为离散随机变量的动态随机多属性决策问

题, 基于累计前景理论与集对分析方法确定方案排序.

王坚强等[21]针对权重不完全确定情形且方案准则值

为梯形模糊数的多准则决策问题, 提出基于前景理论

的模糊多属性决策方法, 通过定义梯形模糊数的前景

价值函数构建综合前景值最大化的非线性规划模型,

以获取方案排序. 樊治平等[22-23]考虑带有决策者期望

的混合清晰数、区间数及语言短语 3种信息形式的多

属性决策问题, 依据累计前景理论获取综合前景值进

行方案排序. 在此基础上, 考虑决策者行为的风险决

策方法被进一步应用到突发事件的应急响应上, 案例

分析反馈了基于前景理论的应急响应风险决策方法

的有效性. 张晓等[24]考虑决策者行为因素, 将具有随

机变量的决策矩阵转化为关于参考点的收益、损失矩

阵, 依据前景随机占优准则构建相应的前景随机占优

关系矩阵, 进而利用偏好顺序结构评估法获取方案的

排序. 然而, 以上研究均未考虑属性值为模糊随机变

量的多属性决策问题, 在解决具有模糊随机变量的方

案排序中可能导致结果有失偏颇.

基于上述研究, 针对目前关于属性值为模糊随机

变量且权重未知的多属性决策问题的相关研究较为

匮乏等情况, 本文提出一种新的集成前景理论与均值

-方差 (M-V)准则的分析方法, 结合前景理论所刻画

的决策者有限理性行为特征, 解决一类适用于决策环

境中以服从正太分布的三角模糊随机变量 (简称正态

三角模糊变量)为属性评估值的多属性决策问题. 首

先, 通过获取正态三角模糊随机变量的期望值与方差,

构建M-V决策矩阵, 并通过设定参考点和计算前景

价值函数, 将其转化为前景M-V决策矩阵; 接着, 通

过改进灰色系统理论模型计算属性权重向量, 获取综

合的前景M-V决策矩阵; 然后, 依据本文所定义的前

景序关系, 通过两两比较具有三角模糊随机变量的属

性二元 (期望值与方差)组合的前景序关系, 获取方案

排序; 最后, 通过案例分析验证了本文方法的可行性

和有效性.

1 相相相关关关知知知识识识

1.1 模模模糊糊糊变变变量量量及及及模模模糊糊糊随随随机机机变变变量量量

Zadeh[25-26]提出的可能性测度极大地促进了模

糊数学的发展. 然而, 可能性测度不满足自对偶性, 这

一缺陷限制了其进一步发展. Liu等[27-28]以此为基础

定义了可信性理论的公理化体系. 为了后续更为清晰

地给出模糊变量及模糊随机变量的相关定义, 本文首

先给出可信性测度的含义.

定义 1[27-28] 假定 𝜃为一个非空集合, 𝒫(𝜃)为 𝜃

上的幂集, Cr{𝐴}为模糊事件𝐴出现的可信性. 若Cr

满足如下 4条公理:
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1) Cr{𝜃} = 1;

2) Cr{𝐴} ⩽ Cr{𝐵}, 如果𝐴 ⊂ 𝐵;

3) Cr{𝐴}+Cr{𝐴𝑐} = 1, ∀𝐴 ∈ 𝒫(𝜃);
4) Cr

{∪
𝑖

𝐴𝑖

}
= sup𝑖Cr{𝐴𝑖}, ∀{𝐴𝑖}(𝑖 ∈ 𝑁)且有

Cr{𝐴𝑖} < 0.5.

则称Cr为可信性测度.

事实上, 可信性测度与Zadeh所提出的可能性测

度存在如下关系:

Cr{𝐴} = 1

2
(1 + Pos{𝐴} − Pos{𝐴𝑐}), 𝐴 ∈ 𝒫(𝜃). (1)

其中Pos{𝐴}和Pos{𝐴𝑐}分别为模糊事件𝐴及其补事

件的可能性测度.

定义 2[29] 如果 𝜉为一个从可信性空间 (𝜃,𝒫(𝜃),
Cr)到实数集的函数, 则称它为一个模糊变量.

定义 3[29] 假定 𝜉为任一模糊变量, 则模糊变

量 𝜉的期望值为

E[𝜉] =w ∞
0

Cr{𝜉(𝜔) ⩾ 𝑟}d𝑟 −
w 0

−∞
Cr{𝜉(𝜔) ⩽ 𝑟}d𝑟. (2)

其中 2个积分至少 1个有限.

假设 (Ω ,Σ ,Pr)为一个概率空间, ℱ𝜈 为一族定义

在概率空间 (Ω ,Σ ,Pr)上的模糊变量, 则给出模糊随

机变量的相关定义如下.

定义 4[30-31] 假定存在映射 𝜉 : Ω → ℱ𝑣, 使任意

Borel集𝑅的子集𝐵, 满足对于任意𝜔, 函数 𝜉∗(𝐵)(𝜔)

= Pos{𝛾 ∈ Γ ∣𝜉(𝜔)(𝛾) ∈ 𝐵}是可测的, 则 𝜉为一个模

糊随机变量.

定义 5[30-31] 假定 𝜉为一个定义在概率空间

(Ω ,Σ ,Pr)上的模糊随机变量, 则 𝜉的期望值为

E[𝜉] =
w
Ω

[w ∞
0

Cr{𝜉(𝜔) ⩾ 𝑟}d𝑟−w 0

−∞
Cr{𝜉(𝜔) ⩽ 𝑟}d𝑟

]
Pr(d𝜔). (3)

1.2 三三三角角角模模模糊糊糊随随随机机机变变变量量量相相相关关关定定定义义义

定义 6[32] 对于任意的 𝑟, 如果 𝜉(𝑟) = [𝑋(𝑟)−𝛼,

𝑋(𝑟), 𝑋(𝑟) + 𝛽]的隶属度函数满足

𝜇𝜉(𝑟)(𝑥) =⎧⎨⎩

[𝑥−𝑋(𝑟) + 𝛼]

𝛼
, 𝑋(𝑟)− 𝛼 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑋(𝑟);

[−𝑥+𝑋(𝑟) + 𝛽]

𝛽
, 𝑋(𝑟) ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑋(𝑟) + 𝛽;

0, otherwise.

(4)

其中: 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝑋(𝑟)为一个实值随机变量. 则称

𝜉(𝑟) = [𝑋(𝑟)− 𝛼,𝑋(𝑟), 𝑋(𝑟) + 𝛽]为一个三角模糊随

机变量.

定义 7[32] 设 𝜉(𝑟) = [𝑋(𝑟)− 𝛼,𝑋(𝑟), 𝑋(𝑟) + 𝛽]

为一个三角模糊随机变量, 则三角模糊随机变量 𝜉(𝑟)

的期望值为

E[𝜉(𝑟)] =
4E[𝑋(𝑟)]− 𝛼+ 𝛽

4
. (5)

例 1 假定随机模糊变量 𝜉(𝑌 )(𝑌 = 𝑌1, 𝑌2)为一

个离散三角模糊随机变量, 且分别以概率值 0.3和 0.7

取模糊值

𝜉(𝑌1) = (2, 5, 9) = (5− 3, 5, 5 + 4),

𝜉(𝑌2) = (8− 2, 8, 8 + 6).

则由定义 3可知, 𝜉(𝑌1)以概率 0.3获得期望值

E[𝜉(𝑌1)] =
4× 5− 3 + 4

4
= 5.25,

𝜉(𝑌2)以概率 0.7获得期望值

E[𝜉(𝑌2)] =
4× 8− 2 + 6

4
= 9.

进一步, 由定义 5可知

E[𝜉(𝑌 )] = 0.3× E[𝜉(𝑌1)] + 0.7× E[𝜉(𝑌2)] =

0.3× 5.25 + 0.7× 9 = 7.175.

定义 8[32] 设 𝜉(𝑟) = [𝑋(𝑟)− 𝛼,𝑋(𝑟), 𝑋(𝑟) + 𝛽]

为定义在概率空间 (Ω ,Σ ,Pr)上的一个三角模糊随机

变量, 且其期望值E[𝜉(𝑟)]有限, 则三角模糊随机变量

𝜉(𝑟)的方差为

Var[𝜉(𝑟)] = E[(𝜉(𝑟)− E[𝜉(𝑟)])
2
]. (6)

例 2 文献 [32]指出, 对于三角模糊随机变量

𝜉(𝑟) = [𝑋(𝑟)− 𝛼, 𝑋(𝑟), 𝑋(𝑟) + 𝛽], 若𝑋(𝑟)服从正

态分布𝑁(𝜇, 𝜎2), 则三角模糊随机变量的方差按以下

情形讨论给出.

情形 1: 𝛼 = 𝛽.

由于𝛼 = 𝛽, 由定义 7可知, E[𝜉(𝑟)] = E[𝑋(𝑟)], 即

Var[𝜉(𝑟)] =

2𝜎3

3𝛼
√
2π

+
3

2
𝜎2 +

𝜎𝛼√
2π

+
1

2
𝛼2 −

(
𝜎2 +

1

3
𝛼2

)
Φ
(𝛼
𝜎

)
−

( 𝜎𝛼

3
√
2π

+
2𝜎3

3𝛼
√
2π

)
exp

−
𝛼2

2𝜎2 . (7)

情形 2: 𝛼 > 𝛽.

Var[𝜉(𝑟)] =

7𝛼2 − 14𝛼𝛽 − 𝛽2

8𝛼(𝛼− 𝛽)
𝜎2+

47𝛼3 + 75𝛼2𝛽 + 69𝛼𝛽2 + 𝛽3

384𝛼
−(27𝛼3 + 27𝛼2𝛽 + 9𝛼𝛽2 + 𝛽3

384𝛼
+

3𝛼+ 𝛽

8𝛼
𝜎2

)
×
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Φ
(3𝛼+ 𝛽

4𝜎

)
−(𝛼3 + 9𝛼2𝛽 + 27𝛼𝛽2 + 27𝛽3

384𝛼
+

𝛼+ 3𝛽

8𝛽
𝜎2

)
×

Φ
(𝛼+ 3𝛽

4𝜎

)
+(𝛼3 + 7𝛼2𝛽 + 7𝛼𝛽2 + 𝛽3

8𝛼𝛽(𝛼− 𝛽)
𝜎2+

𝛼4 + 22𝛼3𝛽 − 22𝛼𝛽3 + 𝛽4

384𝛼𝛽

)
Φ
(𝛼+ 𝛽

4𝜎

)
−

( (3𝛼+ 𝛽)
2

96𝛼
√
2π

𝜎 +
𝜎3

3𝛼
√
2π

)
exp

−
(3𝛼+ 𝛽)

2

32𝜎2 −

( (𝛼+ 3𝛽)
2

96𝛽
√
2π

𝜎 +
𝜎3

3𝛽
√
2π

)
exp

−
(𝛼+ 3𝛽)

2

32𝜎2 +( (𝛼+ 𝛽)
2

3𝛼𝛽
√
2π

𝜎3 +
𝛼3 + 23𝛼2𝛽 + 23𝛼𝛽2 + 𝛽3

96𝛼𝛽
√
2π

𝜎
)
×

exp
−
(𝛼− 𝛽)

2

32𝜎2 . (8)

情形 3: 𝛼 < 𝛽.

Var[𝜉(𝑟)] =

𝛼2 + 14𝛼𝛽 − 7𝛽2

8𝛽(𝛽 − 𝛼)
𝜎2+

𝛼3 + 69𝛼2𝛽 + 75𝛼𝛽2 + 47𝛽3

384𝛽
−(27𝛼3 + 27𝛼2𝛽 + 9𝛼𝛽2 + 𝛽3

384𝛼
+

3𝛼+ 𝛽

8𝛼
𝜎2

)
×

Φ
(3𝛼+ 𝛽

4𝜎

)
−(𝛼3 + 9𝛼2𝛽 + 27𝛼𝛽2 + 27𝛽3

384𝛼
+

𝛼+ 3𝛽

8𝛽
𝜎2

)
×

Φ
(𝛼+ 3𝛽

4𝜎

)
+(𝛼3 + 7𝛼2𝛽 + 7𝛼𝛽2 + 𝛽3

8𝛼𝛽(𝛼− 𝛽)
𝜎2−

𝛼4 + 22𝛼3𝛽 − 22𝛼𝛽3 − 𝛽4

384𝛼𝛽

)
Φ
(𝛽 − 𝛼

4𝜎

)
−

( (3𝛼+ 𝛽)
2

96𝛼
√
2π

𝜎 +
𝜎3

3𝛼
√
2π

)
exp

−
(3𝛼+ 𝛽)

2

32𝜎2 −

( (𝛼+ 3𝛽)
2

96𝛽
√
2π

𝜎 +
𝜎3

3𝛽
√
2π

)
exp

−
(𝛼+ 3𝛽)

2

32𝜎2 +( (𝛼+ 𝛽)
2

3𝛼𝛽
√
2π

𝜎3 +
𝛼3 + 23𝛼2𝛽 + 23𝛼𝛽2 + 𝛽3

96𝛼𝛽
√
2π

𝜎
)
×

exp
−
(𝛽 − 𝛼)

2

32𝜎2 . (9)

定义 7、定义 8及例 2给出了正态三角模糊随机

变量的期望值与方差的计算公式, 其中方差的计算较

为复杂. 本文编制了相应的Matlab程序以辅助和简化

计算.

2 前前前景景景均均均值值值-方方方差差差准准准则则则

2.1 前前前景景景理理理论论论

与预期效用理论中基于完全理性行为所假设的

各种偏好公理不同, Kahneman和Tversky等[16-17]考虑

个体的特殊心理过程与规律, 基于有限理性的设想提

出前景理论, 利用前景理论去解释决策者的行为对于

决策结果的合理化具有重要作用. 事实上, 作为一种

描述在不确定条件下个体选择行为的决策理论, 前景

理论揭示了决策者具有参考点依赖、损失厌恶、边际

效用递减及概率判断扭曲等特点[33].

在理性决策研究中, 决策者在不确定条件下更

看重相对于某个参考点的收益和损失, 而非最终总价

值, 因此充分考虑决策者的此项决策行为十分关键.

假定决策者基于某个参考点𝑇 对某一策略的结果𝑥

所导致的变化量Δ𝑥 = 𝑥− 𝑇 进行分析, 分别定义Δ𝑥

> 0和Δ𝑥 < 0为收益和损失. 则依据前景理论, 其价

值函数 𝜈(Δ𝑥)亦可分为收益和损失 2部分. 文献 [24]

指出, 对于收益情形, 当价值函数 𝜈(Δ𝑥)满足 𝜈′(Δ𝑥)

⩾ 0且 𝜈′′(Δ𝑥) ⩽ 0时, 表示决策者对收益是风险规

避的; 对于损失情形, 当价值函数 𝜈(Δ𝑥)满足 𝜈′(Δ𝑥)

⩾ 0且 𝜈′′(Δ𝑥) ⩾ 0时, 表示决策者对损失是风险偏好

的. 而对于决策敏感性, 考虑任意Δ𝑥 > 0, 均有 𝜈(Δ𝑥)

< −𝜈(−Δ𝑥), 表示决策者是损失规避的. 下面将给出

前景理论的一般形式.

前景理论主要考虑价值函数和决策权重, 决策的

前景价值可表示为[21-24]

𝑊 =

𝑛∑
𝑖=1

ℎ(𝑝𝑖)𝑣(Δ𝑥𝑖). (10)

其中: ℎ(𝑝𝑖) =
𝑝𝛾𝑖

[𝑝𝛾𝑖 + (1− 𝑝𝛾𝑖 )]
1
𝛾

为概率评价性的单调

增函数, 称为决策权重. 而

𝜈(Δ𝑥𝑖) =

{
(Δ𝑥𝑖)

𝛼
, Δ𝑥𝑖 ⩾ 0;

−𝜎(−Δ𝑥𝑖)
𝛽
, Δ𝑥𝑖 < 0

(11)

为𝑥的价值函数, 是决策者主观感受的价值. Δ𝑥𝑖 为

𝑥𝑖 偏离参考点的程度, 即为表征表面价值的收益与损

失; 参数𝛼和𝛽分别为收益和损失区域价值幂函数的

凹凸程度, 0 ⩽ 𝛼, 𝛽 ⩽ 1意味着决策者敏感性递减;

𝜎刻画风险厌恶程度, 依据决策者对损失敏感性强于

收益的特性, 通常取𝜎 > 1.

2.2 前前前景景景均均均值值值-方方方差差差准准准则则则

美国经济学家Markowitz[34]于 1952年提出了均

值-方差准则 (M-VR). 目前, M-VR分析方法已广泛应

用于优化投资结构、资产配置及投资多样化等领域.

M-VR指出, 风险厌恶型投资者在具有相同的期望收
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益率的诸多投资机会中, 倾向于选择收益率方差最小

的投资机会. 而在具有相同收益率方差的诸多投资机

会中, 倾向于选择期望收益率最大的投资机会[34-35].

本文将前景理论与M-VR构建前景均值-方差准

则 (PM-VR)融合, 将传统的M-VR推广为适用于政

治、经济、技术和日常生活等各类决策环境的方案择

优判别准则. 事实上, 传统M-VR仍然是以期望效用

最大化理论为判别准则构建的基础, 并且仅考虑风险

厌恶型决策者的决策行为. 而PM-VR设想风险厌恶

型决策者在面临损失坏境下的风险态度转变, 充分衡

量决策者决策行为在面临收益与损失时的异化风险

认知度与敏感性, 既有效克服了M-VR无法刻画决策

者风险态度时变性的缺陷, 也充分考虑了决策者行为

具备有限理性的特征.

本文所提出的PM-VR建立在前景理论的价值函

数 𝜈(Δ𝑥)的基础上, 对于三角模糊随机变量 𝜉(𝑟) =

[𝑋(𝑟) − 𝛼,𝑋(𝑟), 𝑋(𝑟) + 𝛽], 在计算得到其期望值

E[𝜉(𝑟)]和方差Var[𝜉(𝑟)]之后, 依据 PM-VR即可定义

其序关系, 进而可应用于 FSMADM的方案排序, 获得

择优方案.

定义 9 设𝐺为代表一族三角模糊随机变量的

非空集合, 若满足以下条件, 则称二元序关系 “≻ ”,

“≺ ”, “= ”为𝐺上的严格偏序.

1) 自反性: 𝜉(𝑟) = 𝜉(𝑟); ∀𝜉(𝑟) ∈ 𝐺;

2) 对称性: 𝜉(𝑟) ≺ 𝜁(𝑠), 𝜁(𝑠) ≻ 𝜉(𝑟); ∀𝜉(𝑟), 𝜁(𝑠)
∈ 𝐺;

3) 传递性: 若 𝜉(𝑟) ≺ 𝜁(𝑠), 𝜁(𝑠) ≺ 𝜍(𝑡), 则 𝜉(𝑟) ≺
𝜍(𝑡), ∀𝜉(𝑟), 𝜁(𝑠), 𝜍(𝑡) ∈ 𝐺.

定义 10 设 𝜉(𝑟) = [𝑋(𝑟)− 𝛼,𝑋(𝑟), 𝑋(𝑟) + 𝛽]

(下文简称 𝜉(𝑟)), 𝜁(𝑠) = [𝑋(𝑠)− 𝛼′, 𝑋(𝑠), 𝑋(𝑠) + 𝛽′]

(下文简称 𝜁(𝑠))为 2个三角模糊随机变量, 二者的数

学期望分别为E[𝜉(𝑟)], E[𝜁(𝑠)], 方差分别为Var[𝜉(𝑟)],

Var[𝜁(𝑠)], 则称:

1) 优序关系: “𝜉(𝑟) ≻ 𝜁(𝑠)”成立, 当且仅当

E[𝜉(𝑟)] ⩾ E[𝜁(𝑠)], Var[𝜉(𝑟)] ⩽ Var[𝜁(𝑠)], 不等号至

少在一三角模糊点上成立;

2) 劣序关系: “𝜉(𝑟) ≺ 𝜁(𝑠)”成立, 当且仅当

E[𝜉(𝑟)] ⩽ E[𝜁(𝑠)], Var[𝜉(𝑟)] ⩾ Var[𝜁(𝑠)], 不等号至

少在一三角模糊点上成立;

3) 一致序关系: “𝜉(𝑟) = 𝜁(𝑠)”成立, 当且仅当

E[𝜉(𝑟)] = E[𝜁(𝑠)], Var[𝜉(𝑟)] = Var[𝜁(𝑠)].

对于任意给定的三角模糊随机变量, 在实际的

决策问题中, 决策者总会依据一定的参考点给出基

于某一方案的某一属性值的评估信息. 为此, 在这里

给定任意一个参考点, 假设该参考点为三角模糊随

机变量Δ(𝑢)的期望值E[Δ(𝑢)] , 依据前景理论中价值

函数与决策权重的含义, 定义属性值为三角模糊随

机变量的前景期望效应及前景方差效应, 进而给出

PM-VR的二元序关系.

定义 11 设 𝜉(𝑟)为 1个三角模糊随机变量, 其

数学期望和方差分别为E[𝜉(𝑟)]、Var[𝜉(𝑟)]. 基于前景

理论的参考点为三角模糊随机变量Δ(𝑢)的期望值

E[Δ(𝑢)], 方差为Var[Δ(𝑢)], 则三角模糊变量 𝜉(𝑟)的前

景期望效应为

ΔE𝜉(𝑟) = E[𝜉(𝑟)]− E[Δ(𝑢)];

𝜉(𝑟)的前景方差效应为

ΔVar𝜉(𝑟) = Var[𝜉(𝑟)]−Var[Δ(𝑢)];

𝜉(𝑟)的前景期望价值函数为

𝜈(ΔE𝜉(𝑟)) =

{
(ΔE𝜉(𝑟))

𝛼
, ΔE𝜉(𝑟) ⩾ 0;

−𝜎(−ΔE𝜉(𝑟))
𝛽
, ΔE𝜉(𝑟) < 0;

(12)

𝜉(𝑟)的前景方差价值函数为

𝜈(ΔVar𝜉(𝑟)) =

{
(ΔVar𝜉(𝑟))

𝛼
, ΔVar𝜉(𝑟) ⩾ 0;

−𝜎(−ΔVar𝜉(𝑟))
𝛽
, ΔVar𝜉(𝑟) < 0.

(13)

根据定义 11并结合式 (10), 可以给出三角模糊

变量 𝜉(𝑟)的前景期望价值为

𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) = ℎ(𝑝𝜉(𝑟))𝜈(ΔE𝜉(𝑟)), (14)

𝜉(𝑟)的前景方差价值为

𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) = ℎ(𝑝𝜉(𝑟))𝜈(ΔVar𝜉(𝑟)), (15)

其中ℎ(𝑝𝜉(𝑟)) =
𝑝𝛾𝜉(𝑟)

[𝑝𝛾𝜉(𝑟) + (1− 𝑝𝛾𝜉(𝑟))]
1
𝛾

.

定义 12 设 𝜉(𝑟)、𝜁(𝑠)为 2个三角模糊随机变

量, 二者的前景期望价值为𝑊 (ΔE𝜉(𝑟))和𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)),

前景方差价值为𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟))和𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)), 则称:

1) 优前景序关系: “𝜉(𝑟)≻PM−VR𝜁(𝑠)”成立, 当

且仅当𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) ⩾ 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)), 𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) ⩽
𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)), 不等号至少在一三角模糊点上成立;

2) 劣前景序关系: “𝜉(𝑟)≺PM−VR𝜁(𝑠)”成立, 当

且仅当𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) ⩽ 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)), 𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) ⩾
𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)), 不等号至少在一三角模糊点上成立;

3) 一致前景序关系: “𝜉(𝑟)=PM−VR𝜁(𝑠)”成立, 当

且仅当𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) = 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)), 𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) =

𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)).

事实上, 定义 12中的前景序关系并不完备, 在实

际问题的探讨中, 往往存在𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) > 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠))

(或<)和𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) > 𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠))(或<)不等号
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方向一致成立的情况. 为了克服期望、方差一致性波

动下无法判定期望、方差相对重要性的缺陷, 本文基

于前景M-V准则下决策者行为模式, 给出如下定义.

定义 13 设 𝜉(𝑟), 𝜁(𝑠)为 2个三角模糊随机变

量, 二者的前景期望价值为𝑊 (ΔE𝜉(𝑟))和𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)),

前景方差价值为𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟))和𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)), 则称:

1) 优前景序关系 “ 𝜉(𝑟)≻PM−VR𝜁(𝑠) ”成立, 若下

面 2种情况有 1种成立: ① ΔE𝜉(𝑟), ΔE𝜁(𝑠) ∈ (−∞, 0],

且有

𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) > 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)),

𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) > 𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠));

② ΔE𝜉(𝑟), ΔE𝜁(𝑠) ∈ [0,+∞), 且有

𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) < 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)),

𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) < 𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)).

其 中: 𝑊 ′(ΔE𝜉(𝑟)), 𝑊 ′(ΔE𝜁(𝑠)), 𝑊 ′(ΔVar𝜉(𝑟)),

𝑊 ′(ΔVar𝜁(𝑠)) ⩾ 0; 𝑊 ′′(ΔE𝜉(𝑟)), 𝑊 ′′(ΔE𝜁(𝑠)),

𝑊 ′′(ΔVar𝜉(𝑟)), 𝑊 ′′(ΔVar𝜁(𝑠)) ⩽ 0. 则表明决策者是

风险规避的.

2) 劣前景序关系 “ 𝜉(𝑟)≺PM−VR𝜁(𝑠) ”成立, 若下

面 2种情况有 1种成立: ① ΔE𝜉(𝑟), ΔE𝜁(𝑠) ∈ (−∞, 0],

且有

𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) < 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)),

𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) < 𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠));

② ΔE𝜉(𝑟), ΔE𝜁(𝑠) ∈ [0,+∞), 且有

𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) > 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)),

𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) > 𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)).

其 中: 𝑊 ′(ΔE𝜉(𝑟)), 𝑊 ′(ΔE𝜁(𝑠)), 𝑊 ′(ΔVar𝜉(𝑟)),

𝑊 ′(ΔVar𝜁(𝑠)) ⩾ 0; 𝑊 ′′(ΔE𝜉(𝑟)), 𝑊 ′′(ΔE𝜁(𝑠)),

𝑊 ′′(ΔVar𝜉(𝑟)), 𝑊 ′′(ΔVar𝜁(𝑠)) ⩾ 0. 则表明决策者是

风险偏好的.

容易验证, 定义 13在既有基础上构建了完备的

前景序关系, 是定义 12相应于实际问题的各种可能

性的扩充. 值得说明的是, 在实际的决策问题中, 由于

决策者的异化偏好信息, 一致前景序关系的存在几乎

是不可能的.

文献 [24]将前景随机占优准则 (PSDR)应用于

随机多属性决策. 事实上, 本文所提出的 PM-VR与

PSDR在模糊随机变量服从正态分布的情形下是一致

的.

定理 1 设 𝜉(𝑟), 𝜁(𝑠)为 2个三角模糊随机变

量, 且 𝜉(𝑟) ∼ 𝑁(𝑊 (ΔE𝜉(r)), 𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟))), 𝜁(𝑠) ∼
𝑁(𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)), 𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠))), 二者的分布函数分别

为𝐹𝜉(𝑟)[𝑡]和𝐺𝜁(𝑠)[𝑡], 则PM-VR与文献 [24]中的前景

随机占优准则等价, 即𝐹𝜉(𝑟)[𝑡]PM−VR𝐺𝜁(𝑠)[𝑡] ⇔

𝐹𝜉(𝑟)[𝑡]PSDR𝐺𝜁(𝑠)[𝑡].

证证证明明明 分以下 3类情形讨论:

1) 若有𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) = 𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)) = 𝜎2,

𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) > 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)), 则依据 PM-VR, 有 𝜉(𝑟) ≻
PM−VR𝜁(𝑠)成立. 因此, 对于任意 𝑡, 均有

𝑡−𝑊 (ΔE𝜉(𝑟))

𝜎
<

𝑡−𝑊 (ΔE𝜁(𝑠))

𝜎
.

依据标准正态分布的性质, 有

Φ

[
𝑡−𝑊 (ΔE𝜉(𝑟))

𝜎

]
< Φ

[
𝑡−𝑊 (ΔE𝜁(𝑠))

𝜎

]
,

即

𝐹𝜉(𝑟)[𝑡] =

Φ

[
𝑡−𝑊 (ΔE𝜉(𝑟))

𝜎

]
< Φ

[
𝑡−𝑊 (ΔE𝜁(𝑠))

𝜎

]
=

𝐺𝜉(𝑠)[𝑡],

于是有 w 𝑡

−∞
𝐹𝜉(𝑟)[𝜇]d𝜇 <

w 𝑡

−∞
𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]d𝜇,

即依据PSDR也有𝜉(𝑟)≻PSDR𝜁(𝑠)成立.

2) 若𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) = 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)) = 𝑢, 𝜎𝜉(𝑟)
2 =

𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) < 𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)) = 𝜎𝜁(𝑠)
2, 则依据 PM-

VR, 有 𝜉(𝑟)≻PM−VR𝜁(𝑠)成立. 根据正态分布函数的

性质, 分别讨论 𝑡 ⩽ 𝑢和 𝑡 > 𝑢两种情况.

①若 𝑡 ⩽ 𝑢, 则有
𝑡− 𝑢

𝜎𝜉(𝑟)
<

𝑡− 𝑢

𝜎𝜁(𝑠)
,

即𝐹𝜉(𝑟)[𝑡] < 𝐺𝜁(𝑠)[𝑡], 于是有w 𝑡

−∞
𝐹𝜉(𝑟)[𝜇]d𝜇 <

w 𝑡

−∞
𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]d𝜇.

②若 𝑡 > 𝑢, 则有w 𝑡

−∞
(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]− 𝐹𝜉(𝑟)[𝜇])d𝜇 =

w 𝑢

−∞
(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]− 𝐹𝜉(𝑟)[𝜇])d𝜇+

w 𝑡

𝑢
(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]−

𝐹𝜉(𝑟)[𝜇])d𝜇 >w 𝑢

−∞
(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]− 𝐹𝜉(𝑟)[𝜇])d𝜇+w +∞

𝑢
(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]− 𝐹𝜉(𝑟)[𝜇])d𝜇.

令𝑥 = 2𝑢− 𝑡, 则w +∞
𝑢

(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]− 𝐹𝜉(𝑟)[𝜇])d𝜇 =

−
w +∞
𝑢

(𝐺𝜁(𝑠)[2𝑢− 𝑥]− 𝐹𝜉(𝑟)[2𝑢− 𝑥])d𝑥 =w 𝑢

−∞
(𝐺𝜁(𝑠)[2𝑢− 𝑥]− 𝐹𝜉(𝑟)[2𝑢− 𝑥])d𝑥.

由于

𝐺𝜁(𝑠)[2𝑢− 𝜇] +𝐺𝜁(𝑠)[𝜇] =

Φ
(𝜇− 𝑢

𝜎𝜁(𝑠)

)
+ Φ

(𝑢− 𝜇

𝜎𝜁(𝑠)

)
= 1,

𝐹𝜉(𝑟)[2𝑢− 𝜇] + 𝐹𝜉(𝑟)[𝜇] =
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Φ
(𝜇− 𝑢

𝜎𝜉(𝑟)

)
+ Φ

(𝑢− 𝜇

𝜎𝜉(𝑟)

)
= 1,

对于所有的 𝑡 > 𝑢, 均有w 𝑡

−∞
(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]− 𝐹𝜉(𝑟)[𝜇])d𝜇 >w 𝑢

−∞
(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]− 𝐹𝜉(𝑟)[𝜇])d𝜇+w 𝑢

−∞
(𝐺𝜁(𝑠)[2𝑢− 𝜇]− 𝐹𝜉(𝑟)[2𝑢− 𝜇])d𝜇 =w 𝑢

−∞
(𝐺𝜁(𝑠)[𝜇] +𝐺𝜉(𝑟)[2𝑢− 𝜇])d𝜇−

w +∞
𝑢

(𝐹𝜁(𝑠)[𝜇] + 𝐹𝜉(𝑟)[2𝑢− 𝜇])d𝜇 = 0,

即 w 𝑡

−∞
𝐹𝜉(𝑟)[𝜇]d𝜇 <

w 𝑡

−∞
𝐺𝜁(𝑠)[𝜇]d𝜇,

于是有 𝜉(𝑟)≻PSDR𝜁(𝑠)成立.

3) 若𝑊 (ΔE𝜉(𝑟)) > 𝑊 (ΔE𝜁(𝑠)), 𝑊 (ΔVar𝜉(𝑟)) >

𝑊 (ΔVar𝜁(𝑠)) , 则为已讨论的 2类情形的合成. 无论是

依据PM-VR还是 PSDR, 均有 𝜉(𝑟) ≻ 𝜁(𝑠)成立. □

3 基基基于于于前前前景景景均均均值值值-方方方差差差准准准则则则的的的多多多属属属性性性决决决策策策模模模

型型型构构构建建建

3.1 问问问题题题描描描述述述

考虑一个 FSMADM问题, 记𝐴 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝐴𝑚}为备选方案的集合. 其中: 𝐴𝑖 为第 𝑖个备选方案;

𝐶 = {𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛}为属性的集合, 𝐶𝑗 为第 𝑗个属

性, 各属性之间不存在相依关系; 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜔𝑛)

T 为属性权重向量, 𝜔𝑗 为属性𝐶𝑗 的权重, 满足𝜔𝑗

⩾ 0且

𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 设决策者利用正态

三角模糊随机变量𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) = [𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)− 𝛼𝑖𝑗 , 𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗),

𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) + 𝛽𝑖𝑗 ], 𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) ∼ 𝑁(𝜇𝑖𝑗 , 𝜎𝑖𝑗
2)为备选方案𝐴𝑖

∈ 𝐴 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)下属性𝐶𝑗 ∈ 𝐶 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)
的评价结果, 得到决策矩阵X = [𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)]𝑚×𝑛. 要求确

定方案的排序并择优.

为解决上述问题, 本文给出一种基于 PM-VR的

正态三角模糊随机多属性决策方法. 该方法的基本思

想是: 首先, 提取正态三角模糊随机评估信息的期望

和方差统计特征信息, 获取M-V决策矩阵; 其次, 针对

决策方案的不同属性, 设定相应的属性参考点, 通过

定义前景期望和方差效应, 构建前景M-V决策矩阵;

最后, 依据本文所定义的完备前景序关系, 在利用改

进灰色系统理论模型求解属性权重值的基础上, 将前

景M-V决策矩阵转化为综合前景M-V决策矩阵, 获

取方案排序.

下面基于 PM-VR构建多属性决策模型.

3.2 基基基于于于PM-VR的的的模模模型型型构构构建建建

在实际的多属性决策中, 在不确定且复杂的环境

下, 决策者难以给出准确的评估值, 而往往给出一类

服从某种分布的模糊随机变量. 考虑决策者的实际决

策环境, 评价过程可视为受到大量外界微小且独立的

随机因素影响的决策行为, 而常用的评估值形式为具

有三角模糊数形式的随机变量. 为此, 本文利用服从

正态分布的三角模糊随机变量表征决策者复杂决策

评估值.

下面给出模型构建的主要步骤.

Step 1 构建正态三角模糊随机决策矩阵

𝑋 = [𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)]𝑚×𝑛,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (16)

其中: 𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) = [𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) − 𝛼𝑖𝑗 , 𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗), 𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) +

𝛽𝑖𝑗 ]且𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) ∼ 𝑁(𝜇𝑖𝑗 , 𝜎𝑖𝑗
2).

Step 2 依据定义 7、定义 8并结合例 2可分别得

到 𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)的期望E[𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)]和方差Var[𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)], 进而

可构建M-V决策矩阵, 即

EV = [⟨E[𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)], Var[𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)]⟩𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (17)

Step 3 通常决策者对决策方案的不同属性𝐶 =

{𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑗 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛}进行评价时, 依据其已获取

的信息、现有的知识、具备的水平等, 针对各属性存

在不同的属性参考点, 本文将其设定为

⟨E[𝜉𝑗(𝑟𝑗)],Var[𝜉𝑗(𝑟𝑗)]⟩𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (18)

Step 4 属性参考点的不同取决于决策者面临风

险时对风险的态度及对未来收益或损失的预期. 依据

定义 11中关于前景期望价值函数及前景方差价值函

数的描述, 可利用属性参考点将M-V决策矩阵转化

为前景M-V决策矩阵, 即

PEV = [⟨𝜈(ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)), 𝜈(ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗))⟩𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (19)

其中 𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)的前景期望价值函数为

𝜈(ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)) =

{
(ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗))

𝛼
, ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) ⩾ 0;

−𝜎(−ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗))
𝛽
, ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) < 0.

(20)

而 𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)的前景方差价值函数为

𝜈(ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)) ={
(ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗))

𝛼
, ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) ⩾ 0;

−𝜎(−ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗))
𝛽
, ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) < 0.

(21)

一般地, 参数𝜎, 𝛼和𝛽依据决策问题所涉及的实际环

境而定.

Step 5 确定属性权重有多种方式, 本文的核心思
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想在于给出多属性决策方式. 考虑后续算例中与其他

论文决策方法有效性对比说明的便利, 本文采用文献

[19]所提出的灰色系统理论求解属性权重向量𝜔 =

(𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑗 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛)
T. 由于前景M-V决策矩阵为

一个二元决策矩阵, 需要对灰色系统理论的应用做一

些改进. 为适应二元决策矩阵分析, 定义下式为关于

ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) 的边际前景M-V决策矩阵:

PEVΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) = [𝜈(ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗))]𝑚×𝑛,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (22)

定义关于ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) 的边际前景M-V决策矩阵为

PEVΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) = [𝜈(ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗))]𝑚×𝑛,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (23)

分别计算

PEV
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖 =
1

𝑛

𝑛∑
𝑗=1

𝜈(ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

PEV
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖 =
1

𝑛

𝑛∑
𝑗=1

𝜈(ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

则属性𝐶𝑗 关于ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) 的边际权重为

𝜔
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑗 =

1− 1

𝑚

[ 𝑚∑
𝑖=1

(𝜂
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 )
𝑞] 1

𝑞

𝑛− 1

𝑚

𝑛∑
𝑗=1

[ 𝑚∑
𝑖=1

(𝜂
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 )
𝑞] 1

𝑞

,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (24)

其中边际灰色均值关联度为

𝜂
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 =

min
𝑖

∣∣∣PEVΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 − PEV
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖

∣∣∣+∣∣∣PEVΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 − PEV
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖

∣∣∣+ →

←
𝜌max

𝑖

∣∣∣PEVΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 − PEV
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖

∣∣∣
𝜌max

𝑖

∣∣∣PEVΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 − PEV
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖

∣∣∣ . (25)

同理可得, 属性𝐶𝑗 关于ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) 的边际权重

为

𝜔
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑗 =

1− 1

𝑚

[ 𝑚∑
𝑖=1

(𝜂
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 )
𝑞] 1

𝑞

𝑛− 1

𝑚

𝑛∑
𝑗=1

[ 𝑚∑
𝑖=1

(𝜂
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 )
𝑞] 1

𝑞

,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (26)

其中边际灰色均值关联度为

𝜂
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 =

min
𝑖

∣∣∣PEVΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 − PEV
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖

∣∣∣+∣∣∣PEVΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 − PEV
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖

∣∣∣+ →

←
𝜌max

𝑖

∣∣∣PEVΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 − PEV
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖

∣∣∣
𝜌max

𝑖

∣∣∣PEVΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖𝑗 − PEV
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑖

∣∣∣ ,
𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (27)

一般地, 取分辨系数 𝜌 = 0.5, 欧氏距离系数 𝑞 =

2. 由此, 利用加权平均可得属性𝐶𝑗 的权重为

𝜔𝑗 = 𝑎𝜔
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑗 + 𝑏𝜔
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑗 ,

𝑎, 𝑏 ∈ [0, 1], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (28)

其中 𝑎 = 𝑏 = 0.5.

Step 6 利用 Step 5所确定的属性权重向量𝜔 =

(𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛)
T, 获得综合的前景M-V决策矩阵

DPEV =[〈 𝑛∑
𝑗=1

𝑊𝑗(ΔE𝜉1𝑗(𝑟𝑖𝑗)),

𝑛∑
𝑗=1

𝑊𝑗(ΔVar𝜉1𝑗(𝑟1𝑗))
〉
, ⋅ ⋅ ⋅ ,

〈 𝑛∑
𝑗=1

𝑊𝑗(ΔE𝜉𝑚𝑗(𝑟𝑚𝑗)),

𝑛∑
𝑗=1

𝑊𝑗(ΔVar𝜉𝑚𝑗(𝑟𝑚𝑗))
〉]T

,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (29)

其中:
〈 𝑛∑
𝑗=1

𝑊𝑗(ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)),

𝑛∑
𝑗=1

𝑊𝑗(ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗))
〉
为

对应于方案𝐴𝑖 的综合前景值, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 依据定

义 12和定义 13即可确定𝐴 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}方案

集中不同方案的前景序关系, 进而获取方案排序, 选

取最优方案.

4 案案案例例例分分分析析析

考虑某大型跨国企业部门管理运营绩效评估问

题. 假设现有 4个部门𝐴 = {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4}, 评估属

性分别为制度执行力 (𝐶1)、建设成效度 (𝐶2)、计划完

成率 (𝐶3)、管理创新性 (𝐶4). 决策者基于信息复杂性

利用正态三角模糊随机变量表征评价认可度, 且任

一三角模糊点的精确评价值介于 [0,1], 试确定最佳部

门.

利用本文所提出的方法解决上述问题, 具体步骤

如下.

Step 1 基于决策者正态三角模糊变量评估方式,

要求决策者在决策周期内多次给出各部门的各属性

评估值信息样本, 进而可利用样本推断正态总体的参

数取值, 对其三角模糊化即可构建正态三角模糊随机

决策矩阵如下:
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𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜉11(𝑟11) 𝜉12(𝑟12) 𝜉13(𝑟13) 𝜉14(𝑟14)

𝜉21(𝑟21) 𝜉22(𝑟22) 𝜉23(𝑟23) 𝜉24(𝑟24)

𝜉31(𝑟31) 𝜉32(𝑟32) 𝜉33(𝑟33) 𝜉34(𝑟34)

𝜉41(𝑟41) 𝜉42(𝑟42) 𝜉43(𝑟43) 𝜉44(𝑟44)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

其中: 𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) = [𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) − 𝛼𝑖𝑗 , 𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗), 𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) +

𝛽𝑖𝑗 ], 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 𝑋𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)服从正态分

布𝑁(𝜇𝑖𝑗 , 𝜎𝑖𝑗
2), 𝜇𝑖𝑗 , 𝜎𝑖𝑗

2 及对应的𝛼𝑖𝑗 , 𝛽𝑖𝑗 取值参见

表 1.

表 1 决策矩阵变量 𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)参数取值

三角模糊变量参数取值
评估值

𝜇𝑖𝑗 𝜎𝑖𝑗
2 𝛼𝑖𝑗 𝛽𝑖𝑗

𝜉11(𝑟11) 0.65 0.01 0.21 0.15

𝜉12(𝑟12) 0.54 0.04 0.17 0.09

𝜉13(𝑟13) 0.74 0.03 0.12 0.23

𝜉14(𝑟14) 0.85 0.01 0.16 0.12

𝜉21(𝑟21) 0.82 0.02 0.07 0.11

𝜉22(𝑟22) 0.72 0.01 0.15 0.15

𝜉23(𝑟23) 0.69 0.02 0.26 0.22

𝜉24(𝑟24) 0.77 0.04 0.09 0.11

𝜉31(𝑟31) 0.87 0.03 0.14 0.05

𝜉32(𝑟32) 0.67 0.02 0.13 0.13

𝜉33(𝑟33) 0.75 0.03 0.08 0.16

𝜉34(𝑟34) 0.59 0.04 0.06 0.15

𝜉41(𝑟41) 0.79 0.02 0.12 0.08

𝜉42(𝑟42) 0.83 0.01 0.14 0.07

𝜉43(𝑟43) 0.74 0.03 0.11 0.09

𝜉44(𝑟44) 0.69 0.03 0.16 0.14

Step 2 由定义 7、定义 8及例 2可分别计算得出

𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗), 期望E[𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)]和方差Var[𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)] (𝑖 = 1, 2,

3, 𝑗 = 1, 2, 3), 从而构建如下M-V决策矩阵:

EV =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⟨0.635, 0.019 1⟩ ⟨0.520, 0.045 4⟩
⟨0.830, 0.022 6⟩ ⟨0.720, 0.016 5⟩
⟨0.848, 0.033 0⟩ ⟨0.670, 0.025 1⟩
⟨0.780, 0.023 1⟩ ⟨0.813, 0.013 4⟩

→

←

⟨0.768, 0.039 5⟩ ⟨0.840, 0.015 7⟩
⟨0.680, 0.036 3⟩ ⟨0.775, 0.043 2⟩
⟨0.770, 0.034 6⟩ ⟨0.613, 0.043 7⟩
⟨0.735, 0.033 2⟩ ⟨0.685, 0.036 9⟩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Step 3 考虑决策者偏好等信息, 分别针对属性计

划完成率 (𝐶1)、制度执行力 (𝐶2)、建设成效度 (𝐶3)及

管理创新性 (𝐶4)设定属性参考点, 其对应的结果分

别为 ⟨0.640, 0.021 1⟩, ⟨0.721, 0.025 2⟩, ⟨0.675, 0.033 5⟩,
⟨0.755, 0.025 6⟩.

Step 4 以参考文献 [23]中的相关前景参数𝜎 =

2.25, 𝛼 = 0.89和 𝛽 = 0.92为基础, 依据定义 11, 利用

属性参考点并通过Matlab运算得到前景价值函数, 将

M-V决策矩阵转化为如下前景M-V决策矩阵:

PEV =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⟨−0.017,−0.007 4⟩ ⟨−0.320, 0.036 6⟩
⟨0.139,−0.009 4⟩ ⟨−0.004, 0.014 7⟩
⟨0.210,−0.002 1⟩ ⟨−0.017,−0.027 7⟩
⟨0.038,−0.009 1⟩ ⟨0.078,−0.039 1⟩

→

←

⟨0.160, 0.028 6⟩ ⟨0.239,−0.018 4⟩
⟨−0.119, 0.018 2⟩ ⟨0.074, 0.028 0⟩
⟨0.123, 0.002 3⟩ ⟨−0.177, 0.016 9⟩
⟨−0.062, 0.013 0⟩ ⟨−0.195, 0.018 5⟩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Step 5 利用本文所提出的适用于二元决策矩阵

分析的改进灰色系统理论模型, 确定关于ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

的边际前景M-V决策矩阵

PEVΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0.017 −0.320 0.160 0.239

0.139 −0.004 −0.119 0.074

0.210 −0.017 0.123 −0.177
0.038 0.078 −0.062 −0.195

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

确定关于ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) 的边际前景M-V决策矩阵

PEVΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0.007 4 0.036 6 0.028 6 −0.018 4
−0.009 4 0.014 7 0.018 2 0.028 0

−0.002 1 −0.027 7 0.002 3 0.016 9

−0.009 1 −0.039 1 0.013 0 0.018 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

依据式 (24)∼ (27), 可得

𝜔
ΔE𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑗 = (0.257 1, 0.247 4, 0.243 7, 0.251 8),

𝜔
ΔVar𝜉𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

𝑗 = (0.223 3, 0.255 7, 0.261 7, 0.259 3).

进一步, 依据式 (28), 可得

𝜔𝑗 = (0.240 2, 0.251 6, 0.252 7, 0.255 6).

Step 6 利用 Step 5所确定的属性权重向量𝜔𝑗 =

(0.240 2, 0.251 5, 0.252 7, 0.255 6), 可获得综合的前景

M-V决策矩阵

DPEV =

[⟨0.093 7,−0.007 0⟩ ⟨−0.062 2,−0.004 5⟩ →
← ⟨0.023 7, 0.015 4⟩ ⟨−0.0186, 0.0436⟩]T.
依据定义 12及定义 13, 即可确定𝐴 = {𝐴1, 𝐴2,

𝐴3, 𝐴4}方案集中不同方案的前景序关系, 获得其排

序为

𝐴1 ≻ 𝐴3 ≻ 𝐴4 ≻ 𝐴2.

由此, 确定𝐴1 为最佳部门.

定理 1验证了本文方法与文献 [24]在模糊随机

变量服从正态分布情形下的一致性, 将基于前景随机

占优准则的随机多属性决策方法应用于本文案例. 限
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于篇幅, 本文仅给出排序结果为𝐴1 ≻ 𝐴3 ≻ 𝐴2 ≻ 𝐴4.

可以看出, 排序结果有所区别, 主要原因在于 2种方

法在处理过程上存在较大差异. 文献 [24]首先利用模

糊随机变量的概率分布信息, 依据前景随机占优准则

确立两两方案之间的随机占优关系, 在给定属性权重

的基础上, 采用PROMETHEE-II方法获取方案的排

序结果. 由于属性权重的确定并未充分利用既有的信

息, 可能造成后续处理的精确度损失. 而本文方法则

首先将随机评估信息转化为具备统计特征的期望和

方差二元决策矩阵, 并通过改进灰色系统理论模型求

解属性权重信息, 在定义前景效应而获取前景决策矩

阵基础上, 集结得到综合前景决策信息, 而后依据本

文所定义的前景序关系获取方案排序. 此外, 在计算

前景价值函数的过程中, 参数的选择不同也产生了一

定的影响.

5 结结结 论论论

对于庞大而复杂系统的决策问题, 专家评估值

往往以模糊随机变量的形式予以表征较为合理. 考

虑实际决策过程受到大量外界微小且独立的随机因

素影响, 将属性值设定为服从正态分布的三角模糊随

机变量. 本文通过前景理论与M-V准则的整合拓展,

定义了基于PM-VR的前景序关系, 针对属性权重未

知、属性值为正态三角模糊随机变量的多属性决策

问题, 将决策者有限理性行为因素引入模糊随机多属

性决策中, 提出了基于前景M-V准则的正态三角模

糊随机多属性决策方法. 该方法利用正态三角模糊随

机变量的期望和方差的计算, 简化了随机信息在后续

处理过程中的复杂性, 并通过改进灰色系统理论模型

获取属性权重信息, 避免了主观设定属性权重带来的

偏差. 此外, 通过定义完备的前景序关系, 克服了传

统M-V准则在模糊随机变量的期望和方差一致性波

动下无法判定相对重要性的缺陷. 本文方法思路清晰,

概念明确, 计算过程简捷, 具有较大的应用价值, 案例

的可行性分析为应用于不同领域开拓了崭新的思路.

后续研究将着重于属性模糊随机评估值在不同分布

下的统计特征, 以进一步完善基于前景序关系判定的

模糊随机多属性决策问题.
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