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基于多重网格法和 GPU并行计算的 
大规模壳结构快速计算方法 
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(湖南大学汽车车身先进设计制造国家重点实验室，长沙 410082) 

 

摘  要：该文采用将 EBE计算策略、多重网格法以及 GPU并行计算方法三者相结合的计算策略，设计了一种新

颖的迭代求解方法，可以有效的提高大规模壳结构的有限元分析效率。该方法中，EBE计算策略将总体运算分解

到单元上进行，可以节约计算内存，提高单机上问题的求解规模，并且可以有效地提高隐式有限元算法的并行性；

多重网格法通过在疏密不同的网格层上进行迭代，平滑不同频率的误差分量，可以加快迭代收敛速度；GPU并行

计算方法可以在较低硬件成本的前提下实现高效的并行计算。该文采用统一计算架构(Compute Unified Device 

Architecture, CUDA)进行程序的编制，并在采用 GTX460显卡的个人计算机执行。数值计算结果表明该方法在保

证计算精度的同时可以取得较高的计算加速比。 
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A FAST CALCULATION METHOD FOR LARGE-SCALE SHELL 
STRUCTURE BASED ON MULTIGIRD METHOD AND GPU PARALLEL 

COMPUTING 

CAI Yong , LI Guang-yao , WANG Hu 
(State Key Laboratory of Advanced Design and Manufacturing for Vehicle Body, Hunan University, Changsha 410082, China) 

Abstract:  A novel iterative solution method for implicit finite element equations based on EBE scheme, 
multigrid method and GPU parallel computing method is designed to speed up the finite element analysis of a 
large-scale shell structure. In this method, EBE calculation strategies disassemble a global computation to a local 
element, which can reduce memory consumption and significantly increase the solution scale, more importantly it 
can improve the parallelism of implicit finite element calculation. Multigrid method can accelerate the 
convergence of iteration by using different mesh densities to eliminate the different frequency components of 
errors. And, GPU parallel computing is a novel parallel approach to reduce the time of computation with lower 
cost. The program of this method is compiled by CUDA (Compute Unified Device Architecture) and then 
implemented in a personal computer with a GTX460 graphics card, the calculation results show that the method 
can achieved a high computing speed-up ratio with high calculation accuracy. 
Key words:  finite element; multigrid method; shell element; GPU; EBE 
 
随着工程技术领域的不断拓展，出现了各种复

杂壳结构件。这些复杂的壳结构不仅具有庞大的自

由度，并且含有复杂的本构关系、动态载荷和多样

的边界条件等元素。传统的串行算法，如迭代算法，
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在计算此类问题时，往往存在收敛速度慢，单次迭

代计算时间过长以及计算规模限制等问题。近年

来，对于大规模有限元计算，并行计算已经成为  
主流[1―2]。 
多重网格法是求解偏微分方程数值解的有效

方法之一。其采用粗细网格交替迭代的策略，计算

工作量仅与网格节点数的一次方成正比，并且收敛

速度相对恒定，与网格规模大小无关，从而特别适

合应用于大型、超大型工程数值计算问题中[3]。 
计算硬件方面，为满足现代三维图形处理的高

要求，图形处理器(Graphics processing unit, GPU)被
设计为一种高度并行化、多线程、多核的处理器，

具有强大的并行计算能力。可编程 GPU 的出现，
使 GPU 不仅用于图形处理，还可以用于通用的科
学 计 算 任 务 (General purpose computation on 
graphics processing unit, GPGPU)[4]。统一计算架构

(Compute unified device architecture, CUDA)是由
NVIDIA推出的基于 GPU的通用并行计算架构，该
架构可以方便、高效地实现通用科学问题基于 GPU
的并行计算。至今，GPU通用计算已经在多种应用
领域有效地提高了计算效率[5―6]。 
有限元的 EBE 策略是由 Hughes[7]提出，其基

本原理是将总体运算分解到单元上进行，可以省略

传统有限元计算过程中的整体刚度矩阵的组装过

程，计算过程中只保存单元刚度矩阵[8]。与普通有

限元方法相比，EBE方法更节约计算内存，计算量
也相对要小，计算都是在单元一级进行，具有很好

的并行效率，可以很好的适应于 GPU 这类细粒度
并行计算架构，如 Kiss[9]实现了基于 EBE策略的共
轭梯度法在 GPU上的计算。 
该文基于以上的研究成果，将多重网格法与

EBE 策略融合，并针对 GPU 并行计算架构进行调
整和优化，设计并实现了基于 GPU 并行计算架构
的壳单元有限元快速求解。该方法中，EBE策略节
约了计算内存，显著提高了问题的求解规模，多重

网格法提高了收敛效率，而 GPU 并行计算极大地
提升了整体计算速度。 

1  GPU并行计算方法 

作为计算机中图像处理核心，随着人们对图像

处理要求不断提高，GPU的计算性能越来越强大，
其浮点处理能力已经达到了同时期 CPU的 10倍以
上，而其外部存储器带宽则是 CPU的 5倍以上[10]。

现代 GPU已经发展成为了一种高度并行化、多核、
多线程的处理器。这些新的发展给 GPU 在通用计
算领域上的应用注入了强劲的动力，特别适合于计

算密集性、可高度并行化的计算。 
CUDA 的提出简化了通用计算映射到 GPU 上

执行的过程，大大缩短了计算程序的开发难度和周

期。与传统的并行计算结构如 SMP、MPP 相比，
CUDA通过线程组层次结构、共享存储器、屏蔽同
步等三个层次上的抽象提供了细粒度的数据和线

程的并行模型。CUDA 采用单指令多线程(SIMT)
执行模型，支持透明的可伸缩性，程序员不需要深

入了解 GPU 的结构，便可以在任何可用处理器上
处理各个子问题。另外，GPU通用计算平台的计算
机硬件成本也比传统并行计算架构所采用的超级

计算机等计算平台低许多。 
基于GPU通用计算平台上的通用计算主要有3

个步骤： 
1) 数据准备，在 CPU端和 GPU端分配计算所

需的内存空间，并将计算所需数据从 CPU中拷贝到
GPU中。 

2) GPU端并行计算。 
3) 将计算结果从 GPU拷贝到 CPU中。 

2  多重网格法 

迭代法求解线性方程组时，误差分量可分为两

类：光滑分量和高频分量。对于传统迭代方法，高

频分量衰减很快，而光滑分量衰减很慢。多重网格

法为了克服固定网格的缺点，先在较细网格上进行

迭代，把高频分量衰减掉，然后在较粗网格上迭代，

把次高频分量衰减掉，逐层变粗直到最粗一层网

格，进行方程的精确求解，把各种频率分量衰减掉。

再由粗网格开始，依次返回到各级细网格，最后在

最细网格上获得所求方程的解。整个过程保证了所

有的误差分量的收敛速度都不会降低，从而可以更

快地得到精确的解。 
多重网格法有多种循环格式，本文采用 V循环

进行分析。假定 hu 代表差分方程的精确解， hv 为
差分方程迭代解， hf 为方程组的右端项。一个简
单的二层网格 V循环可用 4个步骤来描述： 

1) 以 (0)hv 为初值，在细网格上用松弛迭代法对 
h h

hL u f=                (1) 

做 1v 次迭代，得近似值 hv 及残余： 
h h h

hr f L v= −             (2) 
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2) 在粗网格上以 2 (0) 0hv = 为初值，求解误差 
方程： 

2 2 2
2

h h h h
h hL u f I r= =         (3) 

得 2hv 。 
3) 进行粗网格修正 

2
2

h h h h
hv v I v← +            (4) 

4) 以新的 hv 为初值，在细网格上再迭代 2v 步，
然后回到 1)，开始下一个 V循环，直到达到一定的
收敛标准为止。 
上述循环中， hL 代表细网格上的差分算子，

2hL 代表粗网格上差分算子； 2h
hI 是把细网格上的残

余限制到粗网格上的算子，称为限制算子； 2
h
hI 是

把粗网格上的结果插值到细网格上的算子，称之为

插值算子。 

3  基于 GPU的几何多重网格法 
3.1  有限元 EBE策略的并行化计算 
对于一个线性边界的有限元问题，其弱形式的

解等价于求解如下的线性方程： 
Au b=                   (5) 

假设 ˆ
eA 和 êb 为单元 e对整体系统的贡献，则 

式(5)可以改写为： 

1 1

ˆˆ( ) ( )
E E

e e
e e

A u b
= =

=∑ ∑            (6) 

式中，单元对整体系统的贡献 ˆ
eA 和 êb 可以单独计

算，具有较好的并行性。在 GPU上执行 EBE策略
时，可以采用 CUDA线程与单元一一对应的并行计
算方法，一个 CUDA线程独立负责从全局显存中读
取与一个单元的相关数据并计算该单元的单元刚

度矩阵以及执行单元相关其它的计算任务。本文程

序通过建立与单元数目相同的 CUDA 线程，同时
的、无序的进行所有单元计算。与传统的有限元计

算方法相比，采用 EBE策略进行有限元计算时，最
大的不同在于刚度矩阵的计算，而其它相关的计算

与传统计算方法完全一致，由于是纯粹的向量计

算，同样具有较高的可并行性。 
EBE策略中，尽管以单元的形式存储刚度矩阵

可以有效的降低计算空间的使用量，但是对于大规

模的计算问题，仍将占用绝大部分的内存空间。由

于 GPU 计算所需要的显存空间是极其有限且不易
扩充的，为了进一步减少显存使用量，本文对超出

显存限制的计算问题，采用不存储任何刚度矩阵和

载荷向量的方法，即在每一次迭代步中重复计算单

元刚度矩阵。该方法虽然增加了庞大的计算量，但

对于 GPU 计算来说是可行的，因为并行计算能够
限制该部分计算的在很短的时间内完成(以本文的
经验对于百万级自由度规模可以在 0.1s 内完成)。

表 1 所示为采用 EBE 策略计算
1

ˆ( )
E

e
e

A u
=

∑ 的主要   

流程。 
表 1  EBE策略的 GPU实现 

Table 1  The EBE strategies on GPU 

操作流程 操作内容 

A 建立单元数据空间 

1) 建立与单元数相同的线程数。 
2) 对每一个单元，由一个独立的 CUDA线程
负责读取或计单元刚度矩阵 ˆ

eA ，形成右端载荷

向量 ˆeu ，并施加边界条件； ˆ
eA 和 ˆeu 均存储在

显卡的共享显存中，以提高计算效率。 

B 单元级计算 
1) 由 CUDA线程在对应的单元数据空间内计
算 ˆˆ ˆe e e=x A u 。 

C 单元数据离散 
1) 按单元的节点自由度的关系，将单元向量
ˆex 离散到全局显存中的整体向量 x 中。 

3.2  多重网格法的并行化计算 
3.2.1  松弛方案 
本文采用 Jacobi迭代法[11]作为松弛方案，并引

入松弛因子 w保证迭代过程的收敛性。迭代公式
为： 

1

1
( )

n
k k k
i i i ij j

j
w+

=

= + − ∑x x b a x         (7) 

其中：x为解向量；b为载荷向量；a为刚度矩阵；
k 为迭代步； 1,2,3, ,i n= L 为自由度下标。该迭代

计算由多个矩阵与向量、向量与向量计算组成，适

用于 CUDA 所提供的 CUBLAS计算库，可以快速
的实现整个迭代过程的 GPU 化计算。如：函数
cublas<t>axpy( )可以用于在 GPU 上实现式

[ ] [ ] [ ]y j x k y jα= × + 并行计算，其中 t代表计算数

据的浮点类型。 
同时，该迭代方法也适合于 EBE策略。实际执

行时，需要采用着色法[12]避免并行计算过程中的竞

写错误。着色法的基本思想是对有限元网格进行着

色，确保同一种颜色的单元没有共享的自由度，从

而保证同一颜色的单元可以在同一时刻并行计算，

并将计算结果离散到每个自由度上。本文制定的基

于 EBE 策略 Jacobi 迭代法 GPU 计算流程如表 2   
所示。 
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表 2  基于 EBE策略的 Jacobi迭代法在 GPU上的计算流程 
Table 2  EBE based Jacobi iterative method on GPU 

计算流程 流程内容 

A 预处理 

1) 在 GPU上进行单元的并行着色，记录第一色块内
的单元编号。 
2) 计算单元刚度矩阵所需空间，如果显存空间允许，
在 GPU 上并行计算单元刚度矩阵并存储到显卡的全
局显存中。 

B 迭代过程 

(不同色块串行 

执行，色块内 

采用单元与

CUDA线程一 

一对应的并行 

计算方法) 

1) 采用表 1中计算流程，计算 24 24 24 24
e e ey k x×= × 。 

2) 根据约束边界条件，对 24
ey 进行修改，有约束的自

由度处，令 dof dof
e ey x= ,下标 dof 为单元内自由度编号。

3) 组装 24
ey 到结果向量 ky 中。 

4) 由 cublasDaxpy( )计算 k k kb= −y y 。 

5) 由 cublasDaxpy( )计算 1k k k
i i w+ = +x x y 。 

6) 误差评估：由 cublasDsmax( )计算向量( 1k k
i i

+ −x x )

中的最大值下标，再由 cublasGetVector( )将该最大值
也是当前的最大误差复制到 CPU中，并在 CPU上进
行评估。 
7) 如果收敛条件满足，则计算结束；收敛条件不满足，
则返回到迭代过程的步 1)。 

在 V循环过程中，前后迭代次数 1v 和 2v 对程序
的计算效率和收敛都有影响。以本文的经验， 1v 和

2v 的值可根据计算模型的复杂度进行一定的修改，
我们发现对于畸变程度较高的计算模型，适量提高

1v 和 2v 的值可以加快收敛速度，一般地，本文设定

1v 和 2v 的值分别为 5和 10。 

3.2.2  插值算子和约束算子 
本文采用几何多层网格法进行计算，插值算子

和限制算子分别采用线性插值算子和完全加权限

制算子[13]。图 1所示为粗细层网格的几何关系图，
图中大黑点代表粗层网格节点，细黑点代表细层网

格节点。 
限制操作时，粗网格上节点的残余值 r由以下

等式求得，以节点 a为例： 

c f f f f1/ 2( ) 1 / 4a a b d er r r r r= + + +        (8) 

 
图 1  细网格与粗网格的关系图 

Fig.1  Relation between finest and coarse mesh 

插值操作时，细网格上节点的迭代值 v由以下
等式求得： 

 f f c
a a av v v= + ， 

f f c c c1/ 2( )b b b a cv v v v v= + + + ，            

f f c c c c c1/ 4( )e e e a c g iv v v v v v v= + + + + + 。 (9) 

式(8)和式(9)中，下标 c代表粗网格层，下标 f 代表
细网格层。 
本文同样采用 CUDA 线程与对应层节点一一

对应的计算方式，由一个线程分别查找当前节点不

同权重下节点编号，并存储在显卡的全局显存上。

由于每个节点对应的相关节点数并不相同，采用压

缩存储的方式可以有效的节约显存空间，并保证计

算效率。如图 2所示，压缩存储的原理是在显存的
全局显存上建立两个数组，数组 1中按节点顺序依
次存储该节点 1、1/2、1/3权重的节点编号，数组 2
中按节点顺序存储该节点 1、1/2、1/3 权重节点在
数组 1中存储的起始位置。 

图 2  插值算子和限制算子的压缩存储 
Fig.2  The compressed storage of interpolation and restriction 

operators 

V循环中执行限制和插值操作时，节点间相互
独立，在上面两个数组的索引下，操作可以无序、

并行的执行。对于限制操作，每一个粗网格上的节

点将由一个 CUDA 线程依据索引数组按权重合并
得到粗网格上节点的残余值。对于插值操作，每一

个细网格上的节点由一个 CUDA 线程依据索引数
组读取粗网格上节点的迭代解并按权重累加到细

网格的节点上。两者均不存在细粒度并行中经常出

现的竞写冲突，非常适合于 GPU并行计算。 
3.2.3  收敛标准 
本文采用的收敛标准如下： 

1error max | |k k
i ix x −= −          (10) 

并行计算中，该收敛标准的计算难处在于寻找

数组中的最大值。并行缩减算法可以并行寻找向量

的极值，但是，为了编程难度，本文同样采用

CUBLAS提供的库函数 cublasIdamax( )进行收敛误
差的求解，程序代码如表 3所示。 



24 工    程    力    学  

 

表 3  基于 CUBLAS的收敛误差求解 
Table 3  Convergence error computing based on CUBLAS 

序号 代码 

1 // Get the ERROR 
2 int maxID = 0； 
3 double max； 
4 cublasDaxpy(FELevelGPU.sdof, -1.0, x+address, 1, y, 1)； 
5 maxID = cublasIdamax(FELevelGPU.sdof,y,1)； 
6 cublasGetVector(1, sizeof(double)， y+maxID-1, 1, &max, 1)； 
7 error = fabs(max)； 

3.3  程序的整体架构 
根据以上的分析，本文所编写程序的整体架构

如表 4所示。 
表 4  程序的整体架构 

Table 4  The overall structure of program 

主流程 伪代码 

1) 读取计算模型； 
2) 选择计算显卡设备，分配显存空间； 
3) 基于 GPU的单元着色； 
4) 基于 GPU的插值和限制算子搜寻； 

5) 求解 

do{ 
残余误差数组清零; 
// V循环 
for(int c=0;c<numVCycles;c++){ 
for(int L=0;L<numLeves-1;L++){ 
for(int i=0;i<numPreSmoothSteps;i++){ 
EBE方法的 Jacobi松弛; } 
计算当前层 L的残余误差; 
单元当前层 L的残余误差限制到层 l+1上;} 
Jacobi迭代法求解最粗层的解; 
for(int l=numLevels-1;l>=0;l--){ 
将层 l-1的迭代解插值到层 l上，进行粗网格修正;
for(int i=0;i<numPostSmoothSteps;i++){ 
EBE方法的 Jacobi松弛;}} 
} 
}while(error < TOL) 

6) 将计算结果从 GPU复制到内存； 
7) 结果云图显示，写结果文件。 

4  数值验证 
4.1  验证平台与方法 
本文程序编写和测试所采用的硬件及软件环

境如表 5 所示。其中，所采用的 GPU NVIDIA 
GTX460拥有 348个流处理器，1Gb的显存，CUDA
计算能力为 2.1。 
为了测试本文方法的优越性和稳定性，首先采

用雅克比迭代法(Jacobi)、共轭梯度法(CG)和多重网
格法(MG)三种计算方法，通过对比迭代次数和程序
运行时间来确定多重网格法在收敛速度和计算时

间上的优势。其中，共轭梯度法是目前一种公认的

求解大型稀疏线性代数方程组最有用的方法，它适

用于系数矩阵为对称正定的情况，并且理论上它能

保证最多迭代方程组阶数次便可求得精确解。其

次，对不同自由度数的模型分在 CPU和 GPU计算
平台上采用对应的多重网格法版本进行计算，以验

证 GPU计算的优越性，并将 CPU执行时间 CPUt 和

GPU执行时间 GPUt 相除得到计算加速比 ps ： 

CPU
p

GPU

ts
t

=                (11) 

表 5  计算平台 
Table 5  Computing platform 

名称 型号 

CPU Intel Core i7 (2.8GHz) 
GPU NVIDIA GTX 460 
操作系统 Windows 7 
开发环境 Microsoft VC++ 2010 , CUDA 4.0 

4.2  计算结果 
已知一个二维平板如图 3 所示，长 200mm，   

宽 100mm，厚 1mm，一边固定，一边受垂直向下
的载荷，大小 F=1.0N。平板材料的弹性模量为
E=2.10E5MPa，泊松比为 0.3，不计重力影响。计算
该平板节点的位移和应力。多重网格法计算时有限

元加密网格和稀疏网格如图 4所示。 

=1.0NF

200mmxl =

100mmyl =

 
图 3  平板算例 

Fig.3  Flat model 

  
(a) 加密网格模型         (b) 稀疏网格模型 

图 4  有限元网格模型 
Fig.4  Mesh model of FEM 

表 6是针对不同的自由度数，给出三种计算方
法的运行时间和迭代次数。可以看到，无论是在运

行时间还是在迭代次数方面，多重网格法都比雅克

比迭代法和共轭梯度法更具有优势，而纯粹使用雅
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克比迭代法基本是不可行的。以 393216 个自由度
的算例为例，多重网格法的计算迭代次数不到共轭

梯度法的 1/70，程序运行计算不到共轭梯度法的
1/2。 

表 6  不同规模下，程序运行时间及迭代次数 
Table 6  Running time and iteration number for different scale 

迭代次数 程序运行时间/s 
自由度数 

Jacobi CG MG Jacobi CG MG 

1536 3592 83 4 59.573 1.823 1.183 
6144 10345 165 4 — 3.397 2.508 
24576 — 325 6 — 17.385 10.88 
98304 — 647 10 — 133.517 63.182 

393216 — 1297 18 — 925.734 390.524 

图 5所示为不同规模自由度下多重网格法CPU
和 GPU 版本程序的运行时间数据。可以得知，计
算相同自由度数时，GPU的计算时间要小于 CPU，
并且单元数越多加速比越明显。同时，图 6为 6144
个自由度时，CPU 和 GPU 的计算结果中 y方向上
位移云图。对比两图可知两者的计算结果基本一

致，实际上，通过数值对比表明本文的 GPU 计算
程序可以保证计算结果与 CPU的误差小于 610− 。这

主要得益于本文程序编写过程中充分采用了“内建 
函数”来降低 GPU 计算时由于截断误差等引起的
浮点计算误差。 
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图 5  计算时间及加速比 

Fig.5  Computing time and speed-up ration. 

4

 
(a) CPU计算结果 

3

5

 
(b) GPU计算结果 

图 6  y方向上的位移云图 
Fig.6  Cloud picture of displacement in y direction 

5  结论 

该文针对大规模壳结构有限元分析中收敛效

率低，计算速度慢等问题，提出了一种的基于多重

网格法及 GPU 并行计算的壳单元有限元方程组高
效计算方法。由数值算例可知，该并行计算方法在

保证了计算结果正确性的同时具有较高的计算效

率。同时，该方法实现了在个人计算机上利用 GPU
进行大规模的有限元计算。 
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