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洞庭湖镉迁移转化的马尔可夫模型评价
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# # 摘要：讨论了在现时泥沙、水体、鱼类、藻类的含镉状态下洞庭湖的输入输出通量；并以其为例，在简要介绍马

尔可夫链数学方法的基础上，建立了湖泊生态系统中镉迁移转化的马尔可夫链数学模型，初步评价了当洞庭湖不

断有镉加入、系统到达状态稳定时各种介质中的镉总量及镉的迁移转化趋势。
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# # 湖南的 @ Y != 万多目标地球化学调查发现洞庭湖区土

壤中的 *P 含量高，是我国土壤 *P 丰度最高的区域。如何

正确评价其生态效应及发展趋势，是目前生态地球化学评价

中亟待解决的方法问题。

马尔可夫链（/DTV6R JLDEN）作为一种有用的数学分析

工具，目前已广泛应用于社会经济和自然科学各领域的预

测和评价中。其在我国地学研究中的应用始于 !% 世纪 &%
年代［@ Z >］，如运用马尔可夫模型（/DTV6R C6PM7）查明火山

岩系的喷出顺序和侵入体形成的先后顺序，划分矿床的成

矿期和成矿阶段、揭示各个成矿阶段的空间分布等，均与地

层剖面的马尔科夫过程模拟有关，而地质体中元素转移趋

势（概率）的研究则鲜有涉及。

本文拟通过马尔可夫链的基本数学模型方法［$］的介

绍，试对洞庭湖中 *P 的生态地球化学循环建立马尔可夫

过程数学模型，研究 *P 在洞庭湖生态系统中的持续时间

和变化趋势，为区域生态地球化学评价提供科学依据［=］。

=> 马尔可夫链的数学基础
=? => 马尔可夫链的转移矩阵（ &,#)0’&’() @#&,’A）

记事物在 2 时刻所处状态为 +（ 2），称依赖于参数 2，以

一定概率取值于某一状态的过程为随机过程（ ;<6JLD;<EJ
OT6JM;;）。当时间 2% 时随机过程的状态为 ’，经 2（ 2$%）时

间，状态达到 3，过程的概率记作 4’3（ 2%，2% [ 2），若此概率仅

与时间 2% 时的状态 ’ 有关，而与 2% 前所处的状态无关，则

过程是无后效性的。无后效性的随机过程即为马尔可夫过

程（/DTV6R OT6JM;;）。状态离散、时间离散的马尔可夫过程

称为马尔可夫链。

在马尔可夫链理论中，将从状态 ’ 经过 @ 步转变成 3 状

态的概率 4’3（@）称为转移概率（ <TDN;E<E6N OT6UDUE7E<S），记作

4’3。让 ’、3 跑遍所有状态，4’3（ ’3 \ @，!，⋯，)）排成的矩阵：
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称为转移矩阵。它的第 % 行向量｛#%$，#%"，⋯，#%$ ｝分别代表

从 % 状态经一步达到所有状态的概率。显然，它的和代表

必然事件，概率等于 !；从状态 % 经过 & 步转变成 ’ 状态的转

移概率是矩阵乘积 #& 的第 % 行 ’ 列元素值；状态分配比率

为随机向量的事件，经过 & 步转移后，新状态分配比率向量

(（&）% (!&。

!" #$ 吸收马尔可夫链（%&’()&*+, -%).(/ 01%*+）

当马 尔 可 夫 链 中 状 态 % 的 转 移 概 率 满 足 两 条 件：

! #%% %!，" #%& % &（&/%），则该状态为吸收状态（’()*+(,-.
)/’/0）。通俗而言，吸收状态就是不能离开的状态，它从出现该

状态的所在行到自身的列的转移概率为 !，其余概率均为 &。

吸收马尔可夫链是指至少存在一个吸收状态或从任何

状态经有限步终可到达一个吸收状态的马尔可夫链。

吸收 马 尔 可 夫 链 中 的 非 吸 收 状 态 称 为 转 移 状 态

（ /+’-),0-/ )/’/0）。

对于吸收马尔可夫链，从任何状态出发最终进入吸收

状态的概率为 !，最终不能进入吸收状态的概率为 &。

可将吸收马尔可夫链的转移矩阵写成统一的规范形

式，称为典范式（1’-*-,1’$ 2*+3）：

! " ) *[ ]+ ,
（!# "）

其中分块矩阵 ) 是 - 4 - 阶单位矩阵；* 是 - 4 & 阶零矩阵；

+ 是& 4 - 阶矩阵，表示从转移状态一步就达到吸收状态的概

率；, 是 & 4 & 阶矩阵，表示从一个转移状态转入新的转移

状态（包括自身）的概率。

关于吸收马尔可夫链矩阵的运算有下述定理。

定理 !# !：典范式转移矩阵的乘幕按矩阵分块运算有

以下结果。

!. %
) *
+. ,[ ]. （!# 5）

其中 +. %（ / 6 , 6 ," 6 ⋯ 6 ,. 7 !）+，/ 是 & 4 & 阶单位矩阵。

定理 !# "：对于吸收马尔可夫链典范式的转移矩阵

，! 当 ./& 时，,./*；" 矩阵 / 7, 可逆；# 0 %（ / 7 ,）7 !

% / 6 , 6 ," 6 ⋯，其中 0 是 & 阶方阵，称为该吸收马尔可

夫链的基本矩阵（ 28-9’30-/’$ 3’/+,:）。

换言之，基本矩阵 0 中的每个元素表示从一个非吸收

状态出发，过程到达另一个非吸收状态的平均转移次数。进

一步推论，就是在所有转移状态之间传递步数的数学期望值

是基本矩阵 0 %（/ 7,）7!的第 % 行元素之和，即在转移状态

之间传递的步数也就是进入每个转移状态步数的总和。

定理 !# 5：如果有多个吸收状态，1%’ 表示从非吸收状态

% 出发被吸收状态 ’ 吸收的概率，则不同吸收状态的概率分

配值 2 % 0+。式中 + 是典范式中的吸收状态，0 是基本矩

阵。从而解决了对最终达到不同吸收状态的可能性或比率

的估计问题。

!" 2$ 带输入的马尔可夫链

假设：3 %［4! 4"⋯ 4-］代表吸收状态，( %［5! 5" ⋯ 5&］
代表转移状态，6 %［3 (］表示初始时每个状态的目标元素

（如 ;9）的数量，7 %［ 8! 8" ⋯ 8-］表示每次补充的目标元素

的数量，3（ .）、(（ .）和 6（ .）分别是时间 .（ . % &，!，"，⋯）时向量

3、( 和 6 所处的状态值。

经 & 步后，<（&）% <（& 7 !）! 6［* 7］。

其中向量［* 7］的前 - 个分量属于吸收状态，即零矩

阵；6（&）%［3（&）(（&）］（& % &，!，"，⋯）。

称序列 6（&）6（!）6（"）⋯为带输入的吸收马尔可夫链的

状态向量序列，它由 - 维吸收部分和 & 维转移部分构成，

7 为它的输入向量。

带输入的吸收马尔可夫链有如下定理。

定理 !# =：带有输入的吸收马尔可夫链，输入向量为 7，

则其状态向量序列的转移向量部分 (（&）（& % &，!，"，⋯）存

在极限 70，其中 0 是吸收马尔可夫链的基本矩阵。该定

理说明随着时间的推移，具有带输入的吸收马尔可夫序列

的最后状态 70 与初始状态 ( 无关，仅与输入向量 7 有关；

初始状态只是暂时的，它对系统的影响将逐渐湮灭；而输入

向量却是长期持续的因素，它的影响随时间增加而逐渐增

强，直至完全控制系统。

#$ 洞庭湖生态系统镉迁移转化的通量
#" !$ 洞庭湖泥沙输入输出及其镉含量

表 ! 为洞庭湖历年输沙量变化情况［>］。其中“ 长江”

指经长江分洪河道（松滋、太平、藕池和调弦四口），“ 四水”

指湘、资、沅和澧四水。从表可见，近 ?& 年来，洞庭湖之长

江及四水源分段的泥沙输入、输出量变化不大，可视其为

基本恒定态。

表 !@ 洞庭湖年输沙量统计

A’($0 !@ AB0 )/’/,)/,1 9’/’ *2 )’-9 ,3C8/ ,-/* D*-./,-. $’E0 C0+ F0’+

时间段 G
年份

9入湖 G 亿吨

长江 湖南四水 .

9四口

9四水

9出湖 G 亿吨

城陵矶口

9入湖

9出湖

!H?! I !H?J "# "&5H &# =5K> "# =>!? ?# &= &# >HKH 5# KJ?
!H?H I !H>> !# H&=5 &# "J5= "# !JKK ># K" &# ?KKH 5# KJ>
!H>K I !HK" !# ==!> &# =&KH !# =K5H 5# ?5 &# ?"=& 5# ?5&
!HK5 I !HJ& !# !&K> &# 5>>5 !# =K5H 5# &" &# 5J5" 5# J=>
!HJ! I !HH& !# &H!K &# "5J! !# 5"HJ =# ?H &# 5"&H =# !==
!HH! I !HHJ &# K5=? &# "5&5 &# H>=J 5# !H &# ">"K 5# >K5
!H?! I !HHH !# 5H>! &# 55=! !# K5&" =# !J &# ==K= 5# J>K

表 " 为各流域泥沙输入输出［K］及其 ;9 含量情况。

洞庭湖底泥 ;9 含量据鲍征宇等$数据平均值为 "# K
3. G E.。另洞庭湖面积以 ">&& E3"、淤泥密度为 !# 5 / G 35、

淤泥平均厚 " 3 计，可估算洞庭湖底泥中 ;9 总含量为

!J# "?" /。

—&=5—
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年出湖泥沙 !" 总含量（#$ %&# ’）与湖底泥中 !" 总含

量（&($ #)# ’）的比值即为 !" 的年输出率为 *$ &+#&)。

!" !# 洞庭湖镉年输入量计算

据鲍 征 宇 等!报 道，洞 庭 湖 水 体 !" 平 均 含 量 为

*$ ***#% ,- . /-；鱼类的 !" 平均含量约为*$ + ,- . /-；芦苇

!" 平均含量为 #$ #) 0 )$ &+ ,- . /-，藻类 !" 平均含量取芦

苇平均，约为 + ,- . /-。

据调查［(］，可假设长江干流与洞庭湖之间鱼类交流率

为 )1 ；“四水”内繁殖的家鱼苗对补充洞庭湖家鱼资源意

义不大，交换量为零。据洞庭湖渔业资源总量和捕捞总

量［2］可估计出鱼类的捕捞率约为 &*1 。

表 #3 洞庭湖各流域带入泥沙及 $% 含量"

45678 #3 498 5,:;<’ := >8"?,8<’ ?,@;’ =A:,

85B9 "A5?<5-8 5A85 := C:<-’?<- 75/8 5<" !" B:<’8<’

水系
名称

湖南省
内流域
面积 .
/,#

水土
流失

面积 .
/,#

平均侵蚀
模数 .［ ’ .

（/,#·5）］

泥沙
总量 .
D &*( ’

年均泥沙
量 . D &*(

’ . 5

泥沙 !"
平均含

量 .（- . ’）

年输入
!" 总量 .
（ ’ . 5）

湘 水 ()+(+ &E)F% ++F) *$ &)() *$ **+&2 &$ E *$ F*#

资 水 #F2+( 2&)F +*+% *$ *+(F *$ ***22 *$ +% *$ *#F

沅 水 )&**F &&E)) ++#E *$ &### *$ **#%% *$ %) *$ &&*

澧 水 &))*) %(&% %E*E *$ *(F% *$ **&2+ *$ )E *$ &*#

四水总计 &2(F+# %+%(E +%+) *$ %*)2 *$ **(&& *$ (%*

长江总计 &$ #*** *$ *#%** *$ %+ &$ *+#

总量 &$ 2+*# *$ *+#&& &$ (2#

出湖总量 *$ %%2% *$ **(* +$ *&) #$ %&#
3 " 据表 & 和鲍征宇等!资料整理，其中出湖泥沙 !" 平均含量鲍征宇数据

为 )$ ) - . ’，多目标地球化学调查在城陵矶口处的!" 平均含量为 *$ )+
- . ’，取两者平均 +$ *&) - . ’。

据文献#，每年湖周边制糖厂和造纸厂等向湖泊排废

#$ %#( D &*F ’，养殖投放化肥约 ( D &*+ 0 &* D &*+ ’，共 #$ %%
D &*F ’。其中 !" 含量以农田区化肥平均值 *$ &&F # - . ’

计$，共约 *$ #( ’。
因此，由泥沙、水、藻和鱼四种介质每年向洞庭湖输入

的 !" 量分别为 &$ (2#、*$ #(、* 和 * ’。

&# 洞庭湖无镉输入和带镉输入的马尔可夫链模型
&" ’# 转移矩阵的建立

生态地球化学系统中元素含量的变化是无后效的变化

过程。农田生态系统中保留于土壤中、溶解于水或吸收于

植物中 !" 的循环只与其当前状态（总量及各相态的分配）

有关，而与进入土壤之前的历史过程无关，且来源于母质母

岩风化和施肥等人为活动加入的 !"，其结果都一样。因

此，可用马尔可夫过程数学模型来研究生态地球化学系统

中的元素循环。

在洞庭湖生态系统中，鱼以摄取水中藻类而生存，藻类

吸取水中的养分而生长。同时通过鱼的排泄和藻类的生长

又可把部分养分归还于水体。如果把泥沙、水、藻和鱼四者

中的 !" 含量视为 % 个状态，并且考虑鱼、藻被捕捞和从城

陵矶口的流出过程，!" 的流失和捕捞两个状态，系统是具

有两个吸收状态的马尔可夫链。

在 # 节分析的基础上可建立洞庭湖与渔业有关的湖泊

生态系统中 !" 的转移矩阵。

因洞庭湖为过水型湖泊，换水快，仅为 %$ 2 "［2］，不严格

地可忽略 !" 在湖泊水体中对流、扩散等的所需时间，粗略地

视其为“黑箱”，但考虑对流、扩散等作用，认为水体完全交

换所需时间应大于 %$ 2 "。故泥沙中的 !" 迁出系统的概率

可用泥沙中 !" 的年输出率的 &*1，即以 *$ *&+ 为估计值。

由于洞庭湖水 @G 值较大，为弱碱性，故取泥沙中 !"
转移至水体的概率为 *$ &1 。

通过比较水体和藻类 !" 含量可知，藻类具有富集水体中

!" 的能力，可取其富集率为 )*1；由于藻类死亡和代谢作用，

可视 #*1的 !" 归还于泥沙和水中；藻类被鱼摄取的概率为

%*1；藻类中的 !" 因溢出而迁移的概率可参考泥沙中的 !"
的年输出率取 &*1；则仍存在于藻类中的 !" 的概率为 &*1。

据洞庭湖的捕捞率为 &*1 ；溢出概率可参考河湖间鱼

类交流率、泥沙和藻类的溢出概率，取 )1 ；鱼的排泄将 !"
归还于水中的概率为 #*1 。

综合可得该系统 !" 的吸收马尔可夫链转移矩阵于

表 +所示。

&" !# 洞庭湖无镉输入及带镉输入的吸收马尔可夫链模型

据吸收马尔可夫链矩阵的定理 &$ # 和 &$ + 对洞庭湖生

态系统 !" 的转移矩阵进行计算，结果见表 +。

按照吸收马尔可夫理论，上述系统随着时间的发展，所

有状态中的 !" 都将转移到吸收状态，转移状态将趋向零，

意味着整个系统的 !" 将净化。从基本矩阵 ! 第一行之和

可知，在无外界输入的前提下，经过约 2%$ #2% 年，泥沙中的

!" 将基本净化；!" 在泥沙、水、藻和鱼四种状态的平均保存

时间分别是 2%$ #2%、+E$ (+2、+2$ ()F 和 #)$ F#& 年。

表 +3 洞庭湖生态系统 $% 的转移矩阵

45678 +3 498 ’A5<>=8A ,5’A?H := !" ?< ’98
C:<-’?<- 75/8 8B:>I>’8,

初始状态
到达状态

捕捞 溢出 泥沙 水 藻 鱼

捕捞 & * * * * *
溢出 * & * * * *
泥沙 * *$ *&+ *$ E(F *$ **& * *

水 * *$ ***#% * *$ %EE2F *$ )* *
藻 * *$ &* *$ #* *$ #* *$ &* *$ %*
鱼 *$ &* *$ *) * *$ #* * *$ F)

在带有输入的情况下，马尔可夫链具有极限状态。

据带输入的吸收马尔可夫链矩阵定理 &$ % 计算上述转

—&%+—
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移矩阵，结果见表 !。

! 为每年向洞庭湖输入的 "# 向量；!" 表示状态稳定

时系统中泥沙、水、藻和鱼 ! 种状态的 "# 总含量。

由表 ! 可见，稳定状态时，泥沙、水、藻和鱼 ! 种状态的

"# 总含量将分别稳定为 $!%& %’$、$& %()、*& +*! 和 $& *’’ ,；
系统中 "# 的总含量将稳定为 $-*& $+% ,。

表 !. 洞庭湖生态系统 !" 的矩阵计算
/0123 !. "024520,678 79 :0,;6< 79 "# 68 ,=3 >78?,68? 20@3 347ABA,3:

无
输
入

向量类型 泥沙 水 藻 鱼 !

转移向量矩阵 #

*& +C% *& **$ * *
* *& !++ )% *& -* *

*& (* *& (* *& $* *& !*
* *& (* * *& %-

基本矩阵 "

)’& %-+ *& (C$ *& $-% *& $)C )!& ()!
’$& ((* ’& +’! (& $C- (& !+C ’+& C’)
’$& (’- $& +’% (& $C% (& !++ ’)& C-%
$)& C!* (& (!C $& (!+ !& (C! (-& %($

带
输
入

输入向量 ! $& C)( *& (C * *

转移向量极限 !" $!%& %’$ $& %() *& +*! $& *’’ $-*& $+%

捕捞 溢出 捕捞 溢出

吸收状态 泥沙 * *& *$’ 不同吸收状态 *& *$C *& +C(
矩阵 $ 水 * *& *** (! 间的分配概率 *& (-* *& )-*

藻 * *& $* "$ *& (-* *& )-*
鱼 *& $* *& *- *& !(C *& -)(

由于存在两个吸收状态，因而事物的变化有两种结果。

这也正是生态地球化学系统评价中的两个关键问题———元素

的最终去向和生态效应。从 "# 在不同吸收状态间的分配概

率 "$ 的计算结果可知：因废水排放和施肥输入鱼体的 "#，最

终将有 !(& CD将由于鱼类的捕捞而带出，进入人类食物中，另

外的 -)& (D则通过城陵矶口流出洞庭湖，进入长江。

#$ 结论和讨论
（$）马尔可夫链模型是生态地球化学评价的有效方

法，对研究污染物或有益元素的持续时间、生态效应和变化

趋势具有优势，可为生态环境评价提供科学依据。

（(）以洞庭湖生态系统中 "# 在泥沙、水体、藻类和鱼

类的现有平均含量（(& )、*& ***(!、’ 和*& ’ :? E @?）为基础，

可建立吸收马尔可夫链的无输入模型，得知 "# 在系统中

的最大保存时间为泥沙中的 )!& ()! 年。

（’）从带输入的吸收马尔可夫链理论可知，若改变系

统与外界的关系，允许外界不断输入 "# 元素，随着时间推

移，系统最终状态仅与输入量有关，初始状态对系统影响将

逐渐消失，而输入量的影响将随时间而逐渐增强，直至完全

控制系统。以洞庭湖周边区现年向湖排放废水和施肥产生

的 "# 的输入量计算，当达到稳定状态时，洞庭湖的泥沙、

水、藻和鱼 ! 种介质中的 "# 含量分别稳定在$!%& %’$ ,、
$& %() ,、*& +*! , 和 $& *’’ ,；系 统 "# 总 含 量 将 稳 定 于

$-*& $+% ,；其中洞庭湖鱼体中的 "# 将有 !(& CD 会通过渔

业捕捞进入人类食物链中。

（!）利用马尔可夫链模型解决生态地球化学问题，关

键在于确定系统的转移概率。由元素含量及其比例来估算

转移概率的理论和方法，尚待进一步研究。
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仪器信息网“仪器专场”介绍

. . “仪器专场”是仪器信息网（JJJ& 68A,;53:8,& 478:& 48）

的一个专门频道，是把不同厂家的同类仪器以列表形式集

中展示，按照仪器的产地、仪器种类等方式进行细分，以每

台仪器的单月访问量的综合指数（’Q 指数）由高到低进行

排名。用户可以按照综合排名、仪器产地、仪器种类、厂商

信用积分等方式查找，可在专场中任选两台仪器进行横向

比较，发现产地、价格、技术指标、主要特点、仪器简介方面

的差异，选择最合适的仪器。

到目前为止，本网已开设气相色谱、液相色谱、紫外分

光光度计等各类仪器专场近 !** 个。每个仪器专场包括了

该类仪器的主要生产厂家、耗材配件、技术资料信息和论

坛。例如“ 气 相 色 谱 专 场”（ =,,I：! ?4& 68A,;5:38,& 47:&
48），参展厂商已达 !( 家，参展气相色谱仪器 $(( 台。业内

知名企业如：安捷伦、岛津、上分、天美、福立、东西电子等都

已加入此专场。

仪器信息网
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