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Abstract: In this paper, taking the microbial continuous fermentation process as background, we discuss a class of op-
timal control problem of a nonlinear dynamical system with a set of scalar parameters which could have some uncer-
tainty as to their exact values. Two factors are considered: one is maximizing the productivity, the other is minimizing 
the sensitivity of the productivity with respect to the uncertainty of the parameters. Some important properties of the 
nonlinear dynamical system and its adjoint system, and the existence of the optimal control are also proved. Numerical 
algorithm and results are given at the end. 
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摘  要：以微生物连续发酵为研究背景，讨论了带有不确定参数的非线性动力系统的一类最优控制问题。综合

考虑了两方面的因素，一是生产强度极大化，二是生产强度对系统参数不确定性的灵敏度的极小化。讨论了非

线性动力系统及其伴随动力系统的一些重要性质，证明了最优控制的存在性，并构造算法进行了数值求解。 

 

关键词：非线性动力系统；系统灵敏度；鲁棒次优控制；微生物发酵 

1. 引言 

近几年，石油的价格压力促使人们加大了对可再

生能源和石油替代品的研发力度。生物柴油作为一种 

可再生的石油替代品，近几年的产量增长迅猛，导致

其 10%的副产物–甘油的市场过剩。以甘油为原料生

产高附加值产品从而成为了生物柴油行业的必然趋

势，其中生物法将甘油转化为 1,3-丙二醇(简记 1,3-PD)

因其操作简单、副产物少及绿色环保等优点而受到各

国越来越多的关注。 

*基金项目：863 项目(2007AA02Z208)；973 项目(2007CB714304)；
国家自然科学基金(10471014，10871033)；中国石油大学(华东)校
自主创新项目(14CX02011)。 
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1,3-PD 是国内外急需的，且需求量很大的生物基

大宗化学品之一[1]。微生物法生产 1,3-PD 的过程是在

微生物菌种生长的同时将底物甘油转化为 1,3-PD 的

过程，其动力学主要包括细胞生长、底物消耗及产物

生成动力学[2]。1994 年，Zeng 等人提出了描述底物消

耗及产物生成的过量动力学模型[3]。2000 年，修志龙

等人对该模型进行了改进，使其能够更好的描述发酵

过程中的多稳态现象[4]。2008 年，Sun 等人提出了描

述代谢物质浓度变化过程和酶催化动力学过程的动

力学模型，这也是首次涉及甘油发酵细胞内代谢情况

的数学建模工作[5]。近几年，基于该模型的进一步数

学研究工作也相继展开，主要有 S 系统建模[6]、系统

辨识[7,8]、参数优化[9,10]、灵敏度分析[11]等。 

在文献[7]中，我们基于 Sun 等人的模型，提出了

描述微生物连续发酵过程的非线性动力系统，并进行

了系统结构辨识及动力学参数估计。由于实验数据不

全、某些代谢机理不清等问题的存在，使得系统中的

动力学参数具有一定程度的不确定性。考虑到这些参

数的不确定性，本文将依据文献[12]中提出的鲁棒次

优控制概念来研究连续发酵非线性动力系统的最优

控制问题。 

在文献[12]中，Loxton 等人针对带有不确定参数

动力系统的最优控制问题，提出了鲁棒次优控制的概

念。设某动力系统的控制函数为 ，系统参数估计值

为 ，其最优控制问题的目标泛函为

u
0p  J u ，u和 J 

分别为最优控制与相应的目标泛函。由于系统参数的

不确定性，我们通常要求u 对应动力系统的目标泛函

J 

0p

对参数值 发生的小扰动是不敏感的，或者说，

当动力系统在最优控制 下运行时，若系统参数估计

值 发生某个小扰动，则

0p

u

J  相应发生的变化幅度也

是微小的。文献[12]中将满足这种要求的最优控制 u

称为动力系统的鲁棒次优控制，这类最优控制问题已

经被广泛应用和研究[12-14]。鲁棒次优控制问题应该考

虑两个优化目标，一个是目标泛函  J u 的极大或极小

化，另一个是  J u 统参数灵敏度的极小化。前一

个目标通常称为系统成本，而后一个目标通常称为系

统灵敏度。 

对系

本文以微生物连续发酵非线性动力系统为研究

对象，以发酵过程的稀释速率和初始甘油浓度为控制

参数，以系统成本(生产强度的相反数)和系统灵敏度

的加权和为控制目标，建立发酵非线性动力系统的鲁

棒次优控制问题。讨论了非线性动力系统及其伴随动

力系统解的存在惟一性及最优控制的存在性。由于非

线性动力系统及其伴随系统均求不到解析解，所提出

的鲁棒次优控制问题已经超出了传统优化算法的求

解范围。我们构造粒子群算法，对在不同权系数下的

控制问题进行了数值计算。数值结果表明，对系统灵

敏度有一定限制时，往往会以提高系统成本为代价，

这正是鲁棒次优控制问题的应用价值所在。 

2. 非线性动力系统及其性质 

根据文献[7]，微生物连续发酵过程可以由如下的

非线性动力系统来描述： 

   
 

0

0
0

, , , ,

.

fx t F x u p t t t

x t x

    




 



           (1) 

其中，状态向量       T

1 8, ,x t x t x t 

0 ,

，各分量分别

表示菌种、细胞外物质(甘油、胞外 1,3-PD、乙酸和

乙醇)与细胞内物质(甘油、3-羟基丙醛和 1,3-PD)在

时刻的浓度；

t

ft t  表示发酵总时间域； 0x 为给定的

初始状态； 为控制参数向量，其分量分别

表示稀释速率

 T

0,u D C

 1h 和注入甘油的初始浓度 

 



1mmol L

 , ,

； 为系统动力学参数

向量，其估计值 见文献[7]；系统右端项 

 T

1 2 17, , ,p p p p 
0p

   1 2, , , , , , , 8 ,  T
,F x u p f x u p f x u p f x u p ，各

分量的具体定义式为 
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(2) 

其中，  为细胞比生长速率， 为物质的1, ,5iq i  ，

比消耗或比生成速率，它们的具体表达式分别为 
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   (3) 

在 37℃和 pH 值为 7.0 的厌氧条件下，细胞最大

比生

  
 

的； 

) 对任给

长速率 m 为 0.67 h–1；细胞生长的临界浓度

1 8, ,x x 分别为  g·L–1 、 2039 mmol·L 、 1036 

、1026 mmol·L–1、360.9 mmol·L–1、2039 

mmol·L–1、300 mmol·L–1和 1026 mmol·L–1； 

, , , 1, 2,3i i iK m Y i  和 , , 1, 2i iq k i  均为已知动

，具体取值见表 1。 

根据实际生产过程，生物量、底物、中间代谢物

 

mmol·L–1

5 –1

力学常

数，其具体生物意义参见文献[5]

和产

i

物的浓度均不会超过其临界浓度值，因此我们定

义状态容许集为 

0.01,
8

8
1 2

3

100, 0,a
i

X x x x  



            R    (4) 

另外，记动力学参量 及控制参量 的允许集

别为


     (5) 

类似文献[7]中的证明思路，由(1)~(5)式容易得到

以下

(2)式所定义的向量场函数

p u 分

aP 和 aU 。其中 

17



   

0 0 17

1

2

0.5 ,1.5 ,

200,1039 0.01,0.5

a i i
i

a

P p p R

U R



  

 
 

性质。 

性质 1 由  , ,F x u p 满

足：

) 

 

1  , ,F x u p 关于 是二次连续可微 

 
Table 1. Th s of parameters i

表 1. 式(3)~(7)中参数取值 

i 
Ki 

(mmol·L−1) (mmol·g ·h ) (mmol·g ) (mm −1) 

a au p U P  

e value n (3) - (7) 

mi 
−1 −1

Yi 
−1

*

ik  

ol·L
ip  

(mm ·h−1)ol·g−1

1 0.53 2.20 0.0082 11.43 28.58 

2 0.14 -0.97 33.07 85.71 5.74 

3 0.28 5.26 11.66 - - 

2 a au p U P   ，函数 F 满足线性增长

条件，即存在 0, 0   使得 

 , , ,      af x u xp x X      

其中 ||||  是欧氏范数。 

性 分方程理论[15]可知： 由 质 1 及经典常微

性质 2 对任给 a au p U P   ，非线性动力系统(1)

均存在惟一解，记为  ; ,x u p ，且  ; ,x u p 关于 

a au p U P   是二次连 的。 

ap P

续可微

给定参量  ，定义非线性动力系统(1)的解集

为 

       
  

8
1

0

; , | ; , 1

, ; , , ,a a

p x u p R x u p

u u x t u p X t t t

   

      

系

于 的解 且

为 对统

f

应
  (6) 

根据性质 2 知：从

S

au U 到    1; ,x u p S p 
2

a R 的紧性，

的映

射是连续的，再由控制 U 可以

得到下面的结论。 

定理 1 任给 p

允许集

aP ，由式(6)定义的集合  1S p 是

 0 , ;ft t R   的紧集。 

油连续发酵

1 8C

另外，对甘 过程，本文提出如下假设： 

(H1) 给定 0 ax X 及  , a au p U P  ，系统(1)存在

唯一

 

行灵

的稳态。 

3. 系统灵敏度

根据文献[12]中对系统灵敏度的定义，对系统进

敏度分析即是分析该系统中参数值的微小变化

对系统性能的影响[12-14]。在本文，我们以 1,3-PD 生产

强度极大化为控制目标，并认为 1,3-PD 生产强度越大

时，连续发酵非线性动力系统(1)的系统性能越好。为

了描述方便，我们将 1,3-PD 生产强度的相反数定义为

非线性动力系统(1)的系统成本，并记 

   1 1 3; : ; ;fJ u p u x t u p              (7) 

其中，  3 ; ,x u p 是非线性动力系统(1)稳态解  ; ,x u p

的第三  

根据文献[12-

个分量。

14]，非线性动力系统(1)对应于控制

au U 的系统灵敏度可定义为 

    T

1 1; ;
; :

J u p  J u p
sen u p

p p


  

  
         (8) 
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 1 1;J u p
R

p





其中， 7 是一个列向量。将

(8)，则系统灵敏度

式(7)代入式 

 ;sen u p 可表示为 

 
   T

3 32
1; :

; , ; ,f fx t u p x t u p

p p

  

  
    (9) 

其中，

sen u p u  
 

 3 17
; ,fx t u p

R
p





也是一个列向量。 

为了计算由(9)式所定义的系统灵敏度，我们考虑

随动力系统 下面的伴

       

 

0

0 .

, , , ,
, , f

F x u p F x u p
t y t t t t

x

 
   


y

p

y t I


  
 


 (10) 

其中，
   8 8 8 1, , , ,F x u p F x u p

R R R R
x p

 
   

 
, 7

矩阵； 7

均为 

8 1I R R 

u p U  

 ; , :y u p 

8,

为零矩阵。根据性质 2 可以证明，

，伴随动力系统(10)存在惟


对任给 一解，a aP

记 为    1 8; , , , ; ,y u p y u p  ， 其 中

 ; ,i

 T

y u p 17 维的列向量。依据文献[12]中

的定理



i I  均为

1，对任意 au U ，均有 

  ; , , , ,i f

p
y t u p t t t i I

p
    

   (11) 0 8

; ,ix t u

对任给 ，伴随动力系统(10)的解集ap P  2 可S p

以定义为 

    (12) 

定理 2 任给 ，由式(12)定义的集

    8 17
2 ; , | ; ,S p u p R R y u p   

系为


  10 a

y

u u



于 的解对应统
 

ap P 合  2S p  

是 17 中的紧集。 

可知

 1 8
0 , ;fC t t R R   

证明：由性质2 ，    1; ,x u p S p  关于 au U

二次 1)式可知，连续可微。则由(1    2; ,y u p

允许集
1R

S 

7 是紧的。■

p 关
2 的

 

系统

于

(10

稳态。 

4. 鲁

文献[12,13]指出，对某个动力系统的理想控制应

统的系统成本和系统灵

敏度

a 也是连续的。再根据控制 aU R

紧性，可知    1 8
2 0 , ;fS p C t t R   

(H1)下，由式(11)可知，伴随动力 )

也存在唯一的

u U

在假设

棒次优控制问题 

该能够同时极小化该动力系

。然而，这样的控制几乎是不可能存在的。事实

上，我们通常要在这两个目标中寻求一种均衡，去极

小化两者的加权和，即极小化如下的目标泛函 

     

     T2

; : ; ;J u p J u p sen u p



 

  
  

1

1

1 3 3 3; , ; , ; ,f fu x t u p u y t u p y t u pf

(13) 

其中，权系数 的取值衡量了  ,J u p0  中两

各自的相对重要性。 

定参

个目标

于是，对给 量 ap P ，连 非线性动力

系统(1)的鲁棒次优控制问

续发酵

题可以表示为 

(RSCP)  min ;J u p  

       s.t.    ; , , ; ,x u p S p y u p S p

     
1 2

0
0 0     , , , ,a fx t  0x x t I u U t t t     

   
 (14) 

注：鲁棒次优控制问题(RSCP)受约束于非线

力系统(1)与伴随动力系统(10)，这两个动力系统通过

式(1

存在最优解 ，即 ，使

下式

性动

1)耦合在一起。 

定理 3 在假设(H1)下，对给定参量 ap P ，鲁棒

次优控制问题(RSCP) u
au U 

成立： 

   ; ; ,      aJ u p J u p u U     (15)         

证明：根据性质 2，   1; ,x u p S p  和 

   2; ,y u p S p  关于 au U 均是连续的。由式(13)可

知，从 au U 到  ;J p 的 再由

)存在最优解，从而结论

成立。■

及数值结果 

映射是连续的。

SCP

允许集

 

5. 算法

鲁棒次优控制问题(RSCP)受约束于非线性动力

0)，这两个动力系统均是高

非线

2
aU R 的紧性，可知(R

系统(1)与伴随动力系统(1

性的，且求不到解析解。另一方面，问题(RSCP)

受约束于连续状态的不等式约束，属于半无限维优化

问题。基于这些特征，问题(RSCP)已经超出了一般优

化算法的求解范围，下面我们将基于粒子群算法[16]构造

求解(RSCP)的数值算法。算法的具体步骤如下： 

步 1  给定初始状态 0x ，系统参数估计值 0p ，目

标泛函中的权重系数 0  。设定粒子数目Q ，惯性

权重 ，最大与最小惯性权重 max min,  ，学习因子

1 2,c c ，控制因子 1 2,  最大允许速度 ，粒子

 max max1 max 2,V v v ，总迭代次数 maxK ，令 1k  。 
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分布 粒子。记

第 个粒子的位置

验过程中，总培养时间为  0 , 0,50ft t   
10 mmol L ,0,0,0,0 

步 2  依均匀 在 aU 中随机选取Q 个

为     
h ，物质初始

浓度为 ，动  T0 10.1g L ,40 ,0,0x  

p

i  1 2
i iu k u k k  速度, au U

群 位置为

i

 

，

为       1 2,i i ik v k v k 。设当前个体最好位置为 

iP k ， 1, ,i Q  ，

v

 体最好 g k 。 

法耦合求解非线性动力系统

随系统 得到稳态解 

力学参量 的估计值见文献[7]。上述算法中参数 

1 2 min 1 2 max, , , , ,c c Tmax ,    分别取2.0，2.0，0.9，0.4，

0.2，0.7，300，粒子的最大允许速度 

 max 0. , 1,j j ju
 5v u 2j  。 

步 3  用改进Euler (1)

及其伴 (10)，

     0 0; , , ; ,i i i ix u k p y u k p  ， 1, ,i Q  ， 通过估计系统成本和系统灵敏度的量级，本文考

虑了三种不同权重系数，即 0,0.01,0.1  。当 0 

时，在目标泛函  ;J u p 中，系统灵敏度受到惩罚；而

当 0.01  和 0.1  时，在目标泛函  ;

  0;iJ u k p计算 。 

步 4  若 i     0;iJ u k p J P k

  0 0; ;i i

，令 

  J P u k k p J p ，  P k   i iu k 。若 

;  0 0;i    J P k J g k p 

     0 0; ;i

p ，令 

J g k p J P k p  ，    ig k P k  。 

步 5  令 。若1k k  maxk K ，令 

其中，

    
 

    
     

1 1

2 2

1 1

1 1
1, 2

1 1 ,

1 .

i i
j j

i i
j j j

i
j j j

i i i
j j j

v k k v k

c r P K k
j

c r g k K k

u k u k v k







   


 
   


  

 

J u p 中，系统

灵敏度和系统成本两者都受到了惩罚；利用上述算

法，对不同权系数下的鲁棒次优控制问题进行了求

解，得到了相应的最优控制、最优系统成本和系统灵

敏度，见表2。图1给出了不同权系数下系统成本随培

养时间的变化情况，从中可以看出，在发酵达到稳态 


 k   

 
Table 2. Optimal control u*, system cost *

1J and system sensitivity 

 *sen u  under different weight coefficients λ 

表 2. 不同权系数 λ下的最优控制 u*、最优系统成本 *

1J 与系统灵敏

度   *sen u

λ *

1u  *

2u  *

1J   *sen u  

0 0.18012 961.08 −80.2251 227.335 

0.01 0.305747 786.494 −75.7185 167.934 

0.1 0.11604 887.24 −66.8113 117.799 

1 2,j jr r 服从[0,1]上的均匀分布； 

    2 max

1

1
max min 1 e k Kk        ，转步 3；否则，输 

，

本文考虑的以甘油为底物的

出   算法停止。 maxg K

微生物连续发酵实 
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Figure 1. Variation curves of system cost along with the fermentation time corresponding to different weight coefficients 
图 1. 不同权系数对应的系统成本随发酵时间的变化曲线 
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Figure 2. The changes of system cost with respect to parameter disturbances under different weight coefficients 
图 2. 不同权系数下系统成本关于参数扰动的变化情况 

 

以后，较大的权系数对应的系统成本相对来说偏小一

些，这与我们的预想是一致的，即：在求最优控制时，

当对系统鲁棒性要求比较高时，往往会以提高系统成

本为代价。为了考察连续发酵非线性动力系统(1)在不

同控制下的系统灵敏度，我们对系统参数的估计值进

行一系列小扰动并同时计算相应的系统成本变化。图

2给出了三种最优控制下，非线性动力系统(1)的系统

成本随着系统参数的扰动所产生的变化情况，这里对

参数采取了多种扰动方式，扰动率分别取值为 

。 

6. 结束语 

本文研究了微生物连续发酵非线性动力系统的

鲁棒次优控制问题。将 1,3-PD 生产强度的相反数视为

系统成本、系统成本关于不确定性

视为系统灵敏度。讨论了该非线性动力系统及其伴

一定的理论和应用价值。在后面的工作中，我们将从

Pareto 最优和多目标优化的角度来考虑本文提出的鲁

棒次优控制问题。 
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