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震荡小球在不可压缩流体介质中产生扰动场的

理论分析
1)
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摘要 为了改进基于不可压缩流场的声类比法的气动声数值预测方法，首先要明确扰动在可压缩和不可

压缩流体媒介中的传播特性. 推导了震荡小球在不可压缩流体中产生的小扰动的理论解，分析其速度场与压力

场的特点，并与可压缩情况的解进行比较. 结果显示，速度场中包含传播速度为无穷大和有限值的分量；而压

力场只有传播速度为无穷大的分量. 当流体黏性趋于零或小球震荡频率趋于无穷大时，其流场与经典声学中震

荡小球声辐射问题的近场声一致，这表明震荡小球产生的近场扰动为不可压缩流场，即伪声.
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A THEORETICAL ANALYSIS OF THE FLOW DISTURBANCE INDUCED

BY A SPHERE OSCILLATING IN INCOMPRESSIBLE FLUID 1)
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Abstract In order to improve the prediction method of the aerodynamic noise using the acoustic analogy theory

based on incompressible flow fields, the characteristics of the disturbance propagation in the incompressible and

compressible fluids should be studied firstly. In this paper, the analytical solution for the flow disturbance

generated by a sphere oscillating in an incompressible fluid is obtained. The velocity and pressure fields are

analyzed, and are compared to the results in a compressible fluid, namely, the acoustic field. It is shown

that with respect to the velocity fields the disturbance has components with infinite and finite propagating

speeds, while with respect to the pressure only disturbance with infinite propagating speed exists. When the

fluid viscosity vanishes or the oscillating frequency becomes infinite, the velocity is identical to the near-field

sound generated by the sphere oscillating in the compressible fluid; thus the acoustic near-field disturbance is

incompressible, i.e., the pseudo-sound.
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流体运动受控于 Navier--Stokes(纳维 -- 斯托克

斯) 方程，其精确解 (解析解) 只有在少数简单情况

才能得到. 这些情况要求流动状态以及边界条件均

简单，并且对流动状态作一定假设，比如理想不可压

缩流体的运动、黏性不可压缩流体的小雷诺数流动

等. 常见的精确解都已被收集在文献 [1--2] 中.
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小扰动作为流体运动的特殊现象，其研究具有

重要意义，特别是声波的研究.声学作为流体力学的

一个分支，其研究的重要性不言而喻，日常生活、工

农业生产、国防、航空航天中都涉及声学问题. 自从

Rayleigh的奠基性声学著作《The Theory of Sound》

(1896) 问世以来，习惯将声学与机械振动归类于同

一范畴，这是因为经典声学从线性化 Navier--Stokes

方程出发，其控制方程 (即波动方程) 与机械振动方

程类似. 从 20 世纪中叶起，由于航空业的迅速发

展，气动噪声问题变得日益突出.气动噪声的定量预

测已超出了经典声学理论，直到 1952 年 Lighthill[3]

发表论文《On sound generated aerodynamically. I.

General theory》，其研究才有突破性进展. 人们把

Lighthill 的气动声预测方法称为声类比 (acoustic

analogy). 此后，便有很多学者认为声学应该划归到

流体力学范畴 [4-5].

基于声类比的气动噪声预测方法目前应用最为

广泛，最初由 Lighthill提出，后经 Curle[6] 和 Ffowcs

等 [7] 推广到有物体存在于流场的情况. 它的核心思

想是将流体运动相异于线性声波方程的部分视为声

源，把流动和声波的求解分离开来，先求解流场并从

流场中提取等效声源，再由非齐次波动方程得到相

应的声场. 后来 Powell[8] 和 Howe[5] 提出的涡声理

论也沿用此思想. 关于气动声学预测方法的更详尽

分析，读者可以参考文献 [9]. 在低马赫数流动情况

下，Lighthill 指出可以从不可压缩流场的结果中提

取相应的声源进行气动声预测，例如 Curle 理论中

的分布偶极子可以用不可压缩流动的压力波动表示.

不可压缩流场结果中完全没有声学信息，而只有伪

声信息 (关于声和伪声的说明可参考文献 [10--11])，

如何利用伪声信息进行气动声的准确预测是一个挑

战. 这就需要首先对不可压缩和可压缩介质中的扰

动传播特性有清楚的认识. 可压缩介质中小扰动即

声波的传播，已有众多声学文献对其进行了推导，

而对于不可压缩介质中小扰动理论的研究则较少.

本文正是在这一背景下，推导震荡小球在不可

压缩流体介质假设下产生的小扰动场，并与可压缩

媒介下的结果相比较，分析它们的区别与联系.本文

旨在为今后改进低 Mach 数流动下气动噪声定量预

测做准备，因为低 Mach 数流动经常使用不可压缩

流动假设.

1 数学模型及边界条件

所研究的模型示意图如图 1 所示. 半径为 a 的

小球沿某直线以单频震荡 Us0 cos(ωt)，Us0 为振幅，

ω 为圆频率.坐标原点取在震荡中心. 假设震荡小球

产生的扰动为小扰动，所产生的流体运动雷诺数远

小于 1，所以可以忽略动量方程中的对流加速度非线

性项，又由于不可压缩流体的密度为常数，所以连续

方程和动量方程简化为

∇ · u = 0 (1)

ρ0
∂u

∂t
− µ∇2u = −∇p′ (2)

式中, u, ρ0 和 µ 分别为流体的速度、密度和动力黏

度，p′ 指压力波动，t 为时间. 对式 (2) 分别求散度

和旋度并利用式 (1)，得到

∇2p′ = 0 (3)

∂∇× u

∂t
= υ∇2∇× u (4)

其中, υ 为流体运动黏度 υ = µ/ρ0，记速度旋度为

ω = ∇× u. 虽然方程 (3) 看上去比方程 (4) 简单，

但由于压力 p′ 的边界条件不易给定，所以转而求解

方程 (4).

图 1 震荡球产生扰动场

对于理想可压缩流体的小扰动 (经典线性声学)

控制方程为

∂p′

∂t
+ ρ0c

2
0∇ · u = 0 (5)

ρ0
∂u

∂t
+∇p′ = 0 (6)

对于可压缩流体其密度是变化的，在小扰动前提下

密度波动与压力波动通过式 (7) 联系

p′ = c2
0ρ
′ (7)

其中 c0 为声速. 式 (5) 中已经利用了式 (7)，将密度

扰动用压力扰动替代.

由于小球速度为 us(t) = Us0 cos(ωt) =

Re{Us0e−iωt}，当初始条件的影响消失后，流体运动
必定为同频的波动，设流体运动速度为

u(t) = Re{Ue−iωt} (8)
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其中 U 为复速度幅度，将上式代入到式 (4) 得到

υ∇2(∇×U) + K2∇×U = 0 (9)

其中

K2 = iω/υ (10)

由于流体运动关于小球运动轴是轴对称的，所以极

坐标下求解方程 (9) 更为方便，设 U = erUr +

eθUθ，er 和 eθ 为径向和天顶角方向的单位矢量，方

位角 ϕ 方向的速度为 0.

由于流体的黏性，使得与小球表面接触的流体

的速度等于小球表面的速度. 由于小球的震荡，此

边界条件位置离坐标原点是变化的. 假设小球振幅

很小，则可以把边界条件设在球表面的运动平均位

置，即 r = a 处，所以此边界条件为

Ur(a) = Us0 cos θ , Uθ(a) = −Us0 sin θ (11)

另外，物理上要求在无穷远 (r →∞) 处波动为 0.

2 方程的求解

为求解方便，引入流函数 ψ 可使矢量方程 (4)

转化成标量方程. 考虑到运动的轴对称性，流函数

与方位角 ϕ 无关，即 ψ = ψ(r, θ). 这样流体运动速

度分量

Ur =
1

r2 sin θ

∂ψ

∂θ

Uθ = − 1
r cos θ

∂ψ

∂r





(12)

于是

∇×U = eϕ
1
r

[
∂(rUθ)

∂r
− ∂Ur

∂θ

]
=

−eϕ
1

r sin θ

[
∂2

∂r2
+

sin θ

r2

(
1

sin θ

∂

∂θ

)]
ψ (13)

根据式 (11)，可以看出 r = a 处有

∂ψ

∂θ
= Us0a

2 sin θ cos θ

∂ψ

∂r
= Us0a sin2 θ





(14)

式 (14) 意味着流函数有如下的解形式

ψ = f(r)Us0 sin2 θ (15)

其中 f(r) 为待求函数. 把式 (15) 代入式 (13) 中，

得到

∇×U = −eϕ

r
Us0 sin θ

(
d2

dr2
− 2

r2

)
f(r) (16)

将式 (16)代入到方程 (4)中，可以得到关于 f(r)的

四阶常微分方程
(

d2

dr2
+ K2 − 2

r2

)(
d2

dr2
− 2

r2

)
f(r) = 0 (17)

由于上式左边两个括号中的微分算子不相同，所以

可以假设解的形式为 f = f1 + f2，f1 和 f2 分别满

足 (
d2

dr2
− 2

r2

)
f1(r) = 0

(
d2

dr2
+ K2 − 2

r2

)
f2(r) = 0





(18)

上式第 1 个方程的通解为

f1 =
A

r
+ Br2 (19)

考虑到无穷远处扰动幅度必须有界，所以 B = 0. 当

f2 确定后由边界条件确定 A. f1 表示的运动形式为

空间所有流体质点的同步扰动，即扰动的传播速度

为无穷大. 下面推导 f2 的解，将看出它代表流体质

点运动在空间分布上并不同步，而是经历一个传播

过程.

式 (18) 中第 2 个方程的解 f2 也需满足无穷远

处的扰动有界这一条件. 注意到 K2 = iω/υ，得到两

个根 K1 = (1 + i)/δυ，K2 = −(1 + i)/δυ，其中

δυ =
√

2υ/ω (20)

该量具有长度量纲，代表黏性影响距离的一个度

量，可理解为黏度穿透深度. 回到 f2 的控制方程

(
d2

dr2
+ K2 − 2

r2

)
f2(r) = 0 (21)

注意到当 r →∞时，2/r2 在方程中的作用将消失，

所以在无穷远处 f2 的解形式为 exp(iK1,2r). 其中

exp(iK2r) 应该摒弃，因为当 r →∞ 时该函数无界.

方程 (21)的解可以由球 Bessel函数构造出，可

以证明对于球 Bessel 方程 [12]

g′′(r) +
2
r
g′(r) +

[
K2 − n(n + 1)

r2

]
g(r) = 0 (22)

n = 1 时的解 g(r) 与 r 的乘积 f2 = rg(r) 满足方程

(21). 选择一阶第三类球 Bessel 函数，即球 Hankel

函数

h(1)
1 (K1r) = − i + K1r

(K1r)2
eiK1r

h(2)
1 (K1r) =

i−K1r

(K1r)2
e−iK1r





(23)
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组成方程 (21)的解，因为其包含 exp(±iKr)函数形

式. h(2)
1 (K1r) 应该除去，因为 r →∞ 时它无界. 所

以方程 (21) 的解为

f2(r) = Crh(1)
1 (K1r) (24)

结合时间因子 e−iωt，可以得到解的形式为

exp[−r/δυ + i(r/δυ − ωt)]，表明为衰减波，它表示

的是由流体的黏性作用把震荡小球的扰动传播到远

处，即黏性引起的扩散过程，除了高频情况它的传

播速度很小，其相速度为

cυ = ωδυ =
√

2ωυ (25)

至此，f1 和 f2 已经确定了，所以待求的流函数

为

ψ = Us0

[
A/r − Crh(1)

1 (K1r)
]
sin2 θ (26)

由式 (14) 得到速度为

Ur =
2Us0 cos θ

r2

[
A/r − Crh(1)

1 (K1r)
]

(27)

Uθ = −2Us0 sin θ

r

{
−A/r2+

C[K1rh
(1)′

1 (K1r) + h(1)
1 (K1r)]

}
(28)

应用边界条件式 (11) 确定待定系数 A 和 C 为

A =
1
2
a3

[
1 +

3(iK1a− 1)
(K1a)2

]

C =
3
2
iae−iK1a





(29)

最终得到的速度场为

Ur =
a3

r3
Us0 cos θ − 3iaδ2

υ

2r3
Us0·

cos θ
[
(1− iK1r)eiK1(r−a) − (1− iK1a)

]
(30)

Uθ =
a3

2r3
Us0 sin θ +

3iaδ2
υ

4r3
Us0·

sin θ
[
1− iK1a− (1− iK1r −K2

1r2)eiK1(r−a)
]

(31)

结合时间因子 e−iωt，便可得到单频波动的速度场表

达形式.

有了速度场后，便可以用动量方程 (2) 得到压

力场. 由于小球为小振幅的单频震荡，由物理模型

的线性性质，可知流体的压力波动也为单频波动.设

p′(x, t) = Re{P (x)e−iωt} (32)

代入到方程 (2) 中，并注意到对不可压缩流动有

∇2u = −∇× (∇× u)，得到

∇P = −µ∇× (∇×U) + iωρU (33)

利用式 (16), 注意到 (d2/dr2 − 2/r2)f(r) =

−K2
1f2(r), 再利用运动的轴对称性，可得

∂P

∂r
= 2µK2

1

Us0 cos θ

r3
A

∂P

∂θ
= µK2

1

Us0 sin θ

r2
A





(34)

积分得到

P = −µK2
1

Us0 cos θ

r2
A (35)

系数 A表达式见式 (29). 结合时间因子 e−iωt，就能

得到压力波动的表达式

p′ = Re
{
−µK2

1

Us0 cos θ

r2
Ae−iωt

}
(36)

3 讨论

上节推导了震荡小球在不可压缩流体介质假设

下的扰动场，速度场由式 (30) 和式 (31) 描述，而压

力场由式 (36) 描述. 由速度场可以看出，速度场中

包括由黏性作用引起的具有有限传播速度的速度扰

动波，其特征是含因子 exp(K1r). 不具有此因子的

项所代表的扰动具有无穷大的传播速度，即各场点

的物理量变动是同相位的，所以也可以把这种扰动

看成是不传播的 (类似于驻波).当流体为无黏时，或

者小球震荡频率 ω →∞ 时，黏性穿透深度 δυ 趋于

0，此时速度场变为

Ur =
a3

r3
Us0 cos θ (37)

Uθ =
a3

2r3
Us0 sin θ (38)

结合时间因子 e−iωt，可以看出各场点上速度都做同

步变动，并且振幅以离源点的距离 r 的 r−3 形式衰

减. 对于 ω → 0 的情况，此时 K1r → 0，速度场趋

于

Ur =
(

3a

2r
− a3

2r3

)
Us0 cos θ (39)

Uθ =
(
−3a

4r
− a3

4r3

)
Us0 cos θ (40)

可以看出速度场扰动衰减速度以 r−1 形式进行.

对于压力场，从式 (36) 可以看出，压力波的传

播速度为无穷大，各点压力波动同步，具有相同的相

位，该相位只与球的半径、震荡频率以及流体黏性相
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关，而与空间点的位置无关.这归因于不可压缩流体

假设. 在这一前提下，压力的控制方程为 Laplace方

程 (见式 (3))，它可以视为波动方程在声速为无穷大

时的特殊情况.

关于经典线性声学中小球震荡声辐射问题的求

解，可以参见文献 [13]，这里列出其结果

p′ = Re

{
iρ0c0kUs0 cos θ

a3(ikr − 1)
r2[2− i2ka− (ka)2]

·

e[ik(r−a)−iωt]

}
(41)

ur = Re
{

Us0 cos θ
a3[2− i2kr − (kr)2]
r3[2− i2ka− (ka)2]

e[ik(r−a)−iωt]

}

(42)

uθ = Re
{
−Us0 sin θ

a3(ikr−1)
r3[2− 2ika− (ka)2]

e[ik(r−a)−iωt]

}

(43)

其中 k = ω/c0 为波数. 可以看出，随着 r 增大，

径向速度 ur 幅度的衰减比 uθ 慢，另外压力波动 p′

与切向速度 uθ 之间有 90◦ 的相位差，所以震荡小

球的切向声强为 0. 由于压力和速度波动含有系数

cos(kr − ωt)，表明为行进波，但当 ka ¿ 1 和 r → a

时

ur = Us0 cos θ
a3

r3
cos(ωt) (44)

uθ =
1
2
Us0 sin θ

a3

r3
cos(ωt) (45)

它与式 (37)和式 (38)表达的流场一致，所以代表的

是一种不压缩流场，称为声辐射的近场伪声.

4 结论

本文推导了单频震荡小球在不可压缩流体介质

中产生的线性扰动场，并与可压缩流体介质的情况

(即声波) 进行了比较，其主要结论如下：

(1) 对于速度场既具有传播速度为无穷大的扰

动波，也包含由流体黏性引起的有限传播速度的扰

动波 (扩散波)，而对于压力扰动只有传播速度为无

穷大的分量，这是因为压力的控制方程为 Laplace方

程.

(2) 当流体黏性为 0 或小球震荡频率趋于无穷

大时，黏性穿透深度 δυ 趋于 0，速度场中只包括传

播速度为无穷大的扰动分量，并且振幅随着离源点

的距离 r 的 r−3 形式衰减. 经典声学中震荡小球声

辐射问题在小球表面附近产生的流场与其一致，从

而说明了小球附近的扰动场为不可压缩流场，即伪

声.

(3)当小球震荡频率趋于 0时，速度扰动的幅度

以 r−1 形式衰减.
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