
第7章 有限域



22012-11-3

7.1  域的有限扩张

定义 7.1.1 设F 为一个域，K 为F 的一个非空子集，如果相对于F
中的加法和乘法，K 也构成一个域，则称K 为F 的一

个子域，F 为K 的一个扩域（也称F 为K 的一个扩张）。

例 1 复数域为实数域的扩域，实数域为有理数域的扩域，反过来，

有理数域是实数域的一个子域，实数域是复数域的一个子域。
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定义 7.1.2 没有真子域的域称为素域。 

例 2 p为素数，设K 为有限域 pF 的一个子域，则0,1 K∈ ，

从而 
1,2 1,3 1, ,( 1) 1p K⋅ ⋅ − ⋅ ∈L ， 

 

故而 

pK F= 。 

有理数域Q亦为素域。 
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定理 7.1.1 设 p为素数，F 为域，则 
(1) 当 ( )char F p= 时，存在F 的一个子域与 pF 同构；

(2) 当 ( ) 0char F = 时，存在F 的一个子域与Q同构。 

证明：考虑映射          : Z Fϕ →  
   ( ) 1n nϕ = ⋅ ， 

其中 1 为域F 的单位元，则ϕ 为一环同态。 



7.1 域的有限扩张 52012-11-3

定义 7.1.3 设F 为域，K为F 的一个子域，M 为F 的一个子集合，则

包含K 及M 的所有F 的子域的交构成包含K 及M 的F 的

最小子域，记为 ( )K M ，是添加M 而得到的K 的扩域。 

当M 为有限集时，令 1 2{ , , , }nM α α α= L ，则 

1 2( ) ( , , , )nK M K α α α= L 。 

特别当 { }M α= 时， ( ) ( )K M K α= ，称为K 的单扩域（或

单扩张）。 
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定义 7.1.4 设K是F 的一个子域， Fα ∈ 。若存在 ( ) [ ]f x K x∈ ，

( ) 0f x ≠ ，使得 ( ) 0f α = ，则称α 为K上的代数元，

否则称为超越元。若扩域F 中的元都为K 上的代数

元，则称F 为K的代数扩域（或代数扩张）。 

假设 Fα ∈ 是K上的代数元，考虑集合 
{ ( ) [ ] | ( ) 0}N f x K x fα α= ∈ = ， 

它是 [ ]K x 的一个理想，称为代数元α 在 [ ]K x 中的零化理想。 

对任意 ,f g Nα∈ ，有 
( )( ) ( ) ( ) 0f g f gα α α− = − = ， 
( )( ) ( ( ))( ( )) 0fg f gα α α= = ， 

即 ,f g fg Nα− ∈ 。 

又 , [ ]f N g K xα∀ ∈ ∈ ，有   ( ) ( ) 0fg gfα α= = ， 
即    fg Nα∈ 。 
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由 [ ]K x 为主理想整环知，存在 ( ) [ ]m x K xα ∈ ， ( ) 0m xα ≠ ，

使得 
( ( ))N m xα α= 。 

若限定 ( )m xα 为首一多项式，则 ( )m xα 由α 唯一确定。 

定义 7.1.5 以上由代数元α 唯一确定的首一多项式 ( ) [ ]m x K xα ∈ ，

称为α 在K 上的极小多项式。α 在K 上的次数指 ( )m xα

的次数。 

在提及代数元的极小多项式及其次数时一定要指明是在哪个域上！
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定理 7.1.2 设 Fα ∈ 为K上的代数元，则其在K上的极小多项式 ( )m xα

满足： 

(1) ( )m xα 为 [ ]K x 中的不可约多项式； 

(2) [ ]f K x∀ ∈ ， ( ) 0 ( ) | ( )f m x f xαα = ⇔ 。 
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定义 7.1.6 F 为域K 的一个扩张，将F 看成K 上的向量空间，

若是有限维的，则称F 为K 的有限扩张，K上向量

空间F 的维数称为扩张次数，记为( : )F K 。 

例 4 复数域C是实数域R的一个扩张。 
任意 z C∈ ，有 

z a bi= + ， ,a b R∈ ， 
且该表达式唯一确定，故C可看成R上的 2 维向量空间，所

以有 
( : ) 2C R = ，基为1, i  。 
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定理 7.1.3 域F 为域E的有限扩张，域E为域K的有限扩张，

则F 为K的有限扩张，且 
( : ) ( : )( : )F K F E E K= 。 
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K —— E  ——F  

定理 7.1.3 中的E通常称为K 和F 间的中间域。 
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定理 7.1.4 域K的每一个有限扩张都是代数扩张。 
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定理 7.1.5 设 Fα ∈ 为K 上的n次代数元， ( )m xα 为α 在K上的极小

多项式，则 
(1) ( ) [ ]/( ( ))K K x m xαα ≅ ； 
(2) ( ( ) : )K K nα = ，且 2 1{1, , , , }nα α α −L 为 ( )K α 在K上

的一组基。 
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注：1. 2 1
0 1 2 1( ) { | ,0 1}
[ ]/( ( ))

n
n iK c c c c c K i n

K x m xα

α α α α −
−= + + + + ∈ ≤ ≤ −

         ≅

L  

2. ( ) [ ]/( ( ))K K x m xαα ≅ ，令ϕ为它们之间的同构，即

( ( )) ( )f f xϕ α = ， 
则对任意k K∈ ，有 ( )k kϕ = 。 

定义 7.1.7（域的 K-同构）设 1 2,F F 为域K 的扩张，σ 为 1F 到 2F 的

同构映射，且对任意k K∈ ，有 ( )k kσ = ，则称σ 为 1F
与 2F 的 K-同构。 



7.1 域的有限扩张 152012-11-3

定义 7.1.8 F 为域K的一个扩张，F 称为 ( ) [ ]f x K x∈ 在K上的

分裂域，是指它满足： 
(1) ( )f x 在 [ ]F x 内可分解成一次因式的乘积，即

1( ) ( ) ( )nf x a x xα α= − −L ，其中a为 ( )f x 的首

系数， ,1i F i nα ∈ ≤ ≤ ； 
(2) 1 2( , , , )nF K α α α= L 。 
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定理 7.1.6 设K 为一个域， ( ) [ ]f x K x∈ 为一不可约多项式，则存在K 的

一个扩域F 使得 ( )f x 在F 中有根。设 ,α β 都是 ( )f x 的根，

则K 的两个单代数扩张 ( )K α 和 ( )K β 有一个K -同构σ 使

得 ( )σ α β= 。 
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定理 7.1.7 设F 为一个域，则每一非零多项式 ( ) [ ]f x F x∈ 在F 上

都有一个分裂域。 
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例 5 我们来看分裂域的一个例子。 

设 4 2( ) 5 6 [ ]f x x x Q x= − + ∈ ，易知在有理数域Q上有 
2 2( ) ( 2)( 3)f x x x= − − 。 

取不可约因式 2
1( ) 2f x x= − ，我们先作 1 1( )E Q α= ，在 1E 中我们有

2
1 1 1( ) 2 ( )( )f x x x xα α= − = − + ， 

此时 
2

1 1( ) ( )( )( 3)f x x x xα α= − + − 。 
又 2

2 ( ) 3f x x= − 在 1E 中不可约： 

若存在 1Eξ ∈ 使得 2 3ξ = ，可设 1a bξ α= + ， ,a b Q∈ ，我们有 
2 2 2

1( 2 ) 2 3a b abξ α= + + = ， 

则                 2 22 3a b+ = 且 0ab = ， 

若 0a = ，则 2 3
2

b = ；若 0b = ，则 2 3a = 。 

这两种情况在有理数域Q中都是不可能的。 
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我们再作 1 2( )E E α= ，在E中我们有 
2

2 2 2( ) 3 ( )( )f x x x xα α= − = − + ， 

此时 
2 2

1 1 2 2( ) ( 2)( 3) ( )( )( )( )f x x x x x x xα α α α= − − = − + − + ， 

故 1 2 1 2 1 2( ) ( )( ) ( , )E E Q Qα α α α α= = = 是 ( )f x 在有理数域Q
上的一个分裂域。 

由定理 7.1.5 知 

1[ : ] 2E Q = ， 1[ : ] 2E E = ， 
 

再由定理 7.1.3 知 

1 1[ : ] [ : ][ : ] 4E Q E E E Q= = 。 
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定理 7.1.8 设F 为一个域，则每一非零多项式 ( ) [ ]f x F x∈ 在F 上

的任意两个分裂域都是同构的。 
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7.2  有限域（Galois域）的性质

有限域根据它的发现者 Evariste Galois（1811－1832）的

名字又被称为 Galois 域。它就是具有有限多个元的域，例如我

们前面见到的 pF ，其中 p为素数，及 [ ]/( ( ))F x f x ，其中 ( )f x
为 [ ]F x 上的首一不可约多项式。 
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定理 7.2.1 设F 为一个有限域，则| | nF p= ，其中 p为F 的特征，

n为F 在其素域上的扩张次数。 
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定理 7.2.2 F 为q阶有限域，则任意a F∈ ，有 qa a= 。

注：q阶有限域F 中的q个元均满足方程 
0qx x− = ， 

即F 的q个元是多项式 
( ) qG x x x= −  

的q个零点。 
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定理 7.2.3 设 nq p= ，p为素数，则必存在一个q阶有限域，

并且在同构的意义下，这个域是唯一的。 

证明：（存在性）考虑 ( ) [ ]q
pG x x x F x= − ∈ 在素域 pF 上的一个分裂域。

（唯一性）利用分裂域的唯一性。 
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定理 7.2.4 设 qF 为一 nq p= 阶有限域，则 qF 的每一子域的阶形如 mp ，其

中m为n的正因子。反之，若m为n的正因子，则 qF 恰有一

个 mp 阶子域，且 qF 中的元素a属于 mp
F 当且仅当

mpa a= 。 



7.2 有限域（Galois域）的性质 262012-11-3

例 1 确定 102
F 的所有子域。 

解：10 的所有正因子为 1, 2, 5, 10，所以由定理 7.2.3， 102
F 的所有子

域为 2 5 102 2 2 2
, , ,F F F F ，它们之间的关系可用如下的哈斯图表示：

即 2F 是 22
F , 52

F , 102
F 的子域， 22

F , 52
F 是 102

F 的子域。 

 

102
F

22
F 52

F  

2F
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定理 7.2.5 有限域 qF 的乘法群 *
qF 是一个循环群。 

证明：构造一个 *| | 1qF q= − 阶元。 
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定义 7.2.1 循环群 *
qF 的生成元称为有限域 qF 的本原元。

利用循环群的知识易知： 

有限域 qF 共有 ( 1)qϕ − 个本原元， 

若a是一个本原元，则所有的本原元为 
{ | ( , 1) 1}ka k q − = 。 
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由定理 7.2.5 知，有限域 qF 中的所有非零元可以表

示为其本原元a的整数次幂，若给定整数k，要求 qF 中

的非零元 ka 是比较容易做到的。 

而反过来，若给定 qF 中的非零元b，要求正整数

n q< 使得 nb a= 则是一个很困难的问题，这就是密码学

中常用到的有限域上的离散对数问题。 
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定理 7.2.6 设 qF 为一有限域， rF 为其有限扩张，则 rF 为

qF 的单扩域，即 ( )r qF F ξ= ，其中ξ 为 rF 的

任一本原元。 
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7.3  有限域的表示

给出有限域 qF 中元素的不同表示方式， nq p= ， p

为 qF 的特征。 
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qF 是 pF 的一个单扩张。若 ( )f x 为 pF 上的一个n次
不可约多项式，则 ( )f x 在 qF 上必有根α ，且 ( )q pF F α= ，

而 ( ) [ ]/( ( ))p pF F x f xα ≅ 。 

由此，我们可以用 [ ]pF x 中次数小于n的多项式来表示 qF 中的

元，即将 qF 看成是剩余类环 [ ]/( ( ))pF x f x ，即 

1
1 1 0{ ( ) [ ]}n

q n pF f x a x a x a F x−
−= = + + + ∈L ；        (1) 

 
我们也可以用关于α 的 pF 上的次数小于n的多项式来表示 qF 中

的元，即 

1
1 1 0{ | , 0,1, , 1}n

q n i pF a a a a F i nα α−
−= + + + ∈ = −L L .    (2) 

域元素简记为其系数构成的n元组 1 1 0( , , , )na a a− L  

不同的是在表示“(1)”中的运算为模多项式 ( )f x 的加法和模多

项式 ( )f x 的乘法。 
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由定理 7.2.5 知，我们还可以用 qF 的一个本原元ξ来表示它的元，即

2 2{0,1, , , }q
qF ξ ξ −= L 。                 (3)

有限域的不同表示方式会影响其中运算的复杂程度。 

在多项式表示法(1),(2)中加法容易计算，如 

1 0( , , )nb bβ −= L ， 1 0( , , )nc cγ −= L ， 

则              1 1 0 0( , , )n nb c b cβ γ − −+ = + +L ， 
其中 i ib c+ 为 pF 中的加法运算。 

本原元表示法(3)中乘法容易计算，但加法较为复杂。如 
tβ ξ= ， sγ ξ= ， 

 

则                    t s t sβγ ξ ξ ξ += = ， 
其中t s+ 为模 1q − 加法。 
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例 1 表示 16F  

令 4
2( ) 1 [ ]f x x x F x= + + ∈ ，易验证 ( )f x 为 2F 上一个 4 次不可约多

项式，故可构造有限域 416 2
F F= ，令α 为 ( )f x 在 16F 中的一个根，则

3 2
16 3 2 1 0 2{ ( ) [ ]}F f x a x a x a x a F x= = + + + ∈ ， 

或 
3 2

16 3 2 1 0 2{ | ,0 3}iF b b b b b F iα α α= + + + ∈ ≤ ≤ ， 

简记为 

16 {0000,0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111,
1000,1001,1010,1011,1100,1101,1110,1111}

F =
， 

为方便，还可将上式中 16F 的元素用适当进制的对应数来表示。例

如，若用十进制数表示，则 

16 {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}F = 。 
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由α 为 ( )f x 在 16F 中的一个根知 4 1 0α α+ + = ，则有 
4 1α α= + ， 

反复利用此式，可以得出 

5 2( 1)α α α α α= + = +
6 2 3 2( )α α α α α α= + = +
7 3 2 4 3 3( ) 1α α α α α α α α= + = + = + +
8 3 4 2 2( 1) 1α α α α α α α α= + + = + + = +
9 2 3( 1)α α α α α= + = +

10 3 4 2 2( ) 1α α α α α α α α= + = + = + +
11 2 3 2( 1)α α α α α α α= + + = + +
12 3 2 4 3 2 3 2( ) 1α α α α α α α α α α α= + + = + + = + + +
13 3 2 4 3 2 3 2( 1) 1α α α α α α α α α α α= + + + = + + + = + +
14 3 2 4 3 3( 1) 1α α α α α α α α= + + = + + = +
15 3 4( 1) 1α α α α α= + = + =
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说明α 是一个 15 阶元，即为 16F 的一个本原元，从而利用本原元表示法有
2 14

16 {0,1, , , , }F α α α= L 。 

而且 16F 中每个元素的不同表示可列表如下： 

0 (0 0 0 0)=    ，     4 (0 011)α =    ，    8 (0 1)α =  1 0 ，    12 (1 11)α =  1  ， 
(0 01 )α =    0 ，     5 (0 1 )α =  1  0 ，    9 (101 )α =    0 ，    13 (1 1)α =  1 0 ， 

2 (0 )α =  1 0 0 ，    6 (1 )α =  1 0 0 ，    10 (0 11)α =  1  ，    14 (10 1)α =   0 ，
3 (10 )α =   0 0 ，    7 (1011)α =    ，    11 (1 1 )α =  1  0 ，    15 (0 0 1)α =   0 。

求乘法可用左边的表达式，如 
2 3 5 14 19 4( ) ( 1) (0110) (1 )

(0 1 ) 1
α α α α α α α

α
+ ⋅ + =    ⋅  0 0 1 = ⋅ = =

=  0  1 = +
， 

求加法可用右边的表达式，如 
3 13

8

(1 0) (11 )
(01 )

α α

α

+ =  0 0 +   0 1

=   0 1 =
。 
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现在就有一个问题，那就是如何寻找有限域 qF 的一个本原元。

试算 利用群元素的阶的性质 

Gauss 算法 

Guass 算法是一个用于求任一有限域 qF 的本原元的算法。由

Gauss 算法可以获得一系列域元素 1 2, , , ka a aL ，它们满足 

1 2( ) ( ) ( ) 1kord a ord a ord a q< < < = −L , 

1( ) | ( )i iord a ord a + ， 1,2, , 1i k= −L 。 
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1. 令 1i = ，取 qF 中任一非零元 ia ，计算其阶，记 ( )i iord a k= 。 

Gauss算法

2. 若 1ik q= − ，则 ia 为一本原元，停止循环；否则，转至“3”。 

3. 取 qF 中另一非零元b，满足b不是 ia 的整数次幂，计算其阶，记

( )ord b h= ，若 1h q= − ，则令 1ia b+ = 即为一本原元，停止循环；

否则，转至“4”。 

4. 取整数 ,t s使得 | , | , ( , ) 1, [ , ]i it k s h t s ts k h  =  = ，令 1

ik h
t s

i ia a b+ = ，则

1 1( )i iord a k ts+ += = ，i增加 1，转至“2”。 

注： ia 的阶随着i的增加在严格的递增 

因为“3”中非零元b不是 ia 的整数次幂意味着b的阶h一定不是 ik 的因子 

所以 1( ) [ , ]i iord a k h+ = 必严格大于 ik 。 
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“4”中 1 1( ) ( )
ik h
t s

i i iord a ord a b ts k+ += = =  

“4”中的“整数 ,t s”一定存在： 

设 ,m n为任意两个整数，设它们的唯一分解式为 

1 1
1 1

lr ce e c
r lm p p q q= L L ， 1 1

1 1
kr de e d

r kn p p g g′ ′
= L L ， 

其中 ( 1,2, , )ip i r= L 为 ,m n 共有的素因子， ( 1,2, , )iq i l= L 和

( 1,2, , )ig i k= L 为互不相同的素数， ( 1, , )ie i r= L ， ( 1, , )ic i l= L ，

( 1, , )ie i r′ = L ， ( 1, , )id i k= L 均为正整数，取 ,t s如下： 
1 1

1 1
lr ct t c

r lt p p q q= L L ， 1 1
1 1

kr ds s d
r ks p p g g= L L ， 

其中，对于任意1 i r≤ ≤  

0
i i i

i

i i

e e e
t

e e

′⎧     ≥⎪= ⎨
′    <⎪⎩

若

若
，

0 i i
i

i i i

e e
s

e e e

′⎧     ≥⎪= ⎨
′ ′    <⎪⎩

若

若
， 

则 | , | , ( , ) 1, [ , ]t m s n t s ts m n  =  = 。 



7.3 有限域的表示 402012-11-3

例 2 2
5( ) 2 [ ]f x x F x= − ∈ 为 5F 上一不可约多项式，由此我们可以构造 25

F ，

设α 为 ( )f x 在 25
F 中的一个根，则 

2 1 0 0 1 55
{ | , }F c c c c Fα= + ∈ ， 

下面我们利用 Gauss 算法来求这个域的一个本原元。 

取 1a α= ，计算 1( )ord a ，为此我们利用 2 2 0α − = ，即 2 2α = ，依次计算

其整数次幂： 
0

1 1a = ， 
1

1a α= ， 
2

1 2a = ， 
3

1 12 2a a α= ⋅ = ， 
4 2

1 12 2 4a aα α= ⋅ = = ， 
5

1 14 4a a α= ⋅ = ， 
6 2

1 14 4 3a aα α= ⋅ = = ， 
7

1 13 3a a α= ⋅ = ， 
8 2

1 13 3 1a aα α= ⋅ = = 。  



7.3 有限域的表示 412012-11-3

由此可得 1( ) 8ord a = ，即 Guass 算法中 1 8k = 。 

因为 1 1 24k q≠ − = ，所以 1a 不是本原元。 

转至“3”，选取 1b α= + ，不是 1a 的整数次幂，同样利用 2 2 0α − = ，

即 2 2α = ，依次计算其整数次幂： 

0 1b = ，  1 1b α= + ，  2 2 2( 1) 2 1 2 3b α α α α= + = + + = + ， 
3 2(2 3) 2 3 2b bα α= + ⋅ = + = ，    4 2 2 2b b α= ⋅ = + ， 
5 2(2 2) 2 4 2 4 1b bα α α α= + ⋅ = + + = + ， 
6 2(4 1) 4 1 4b bα α= + ⋅ = + = ，     7 4 4 4b b α= ⋅ = + ， 
8 2(4 4) 4 3 4 3 2b bα α α α= + ⋅ = + + = + ， 
9 2(3 2) 3 2 3b bα α= + ⋅ = + = ，    10 3 3 3b b α= ⋅ = + ， 
11 2(3 3) 3 3 4b bα α α α= + ⋅ = + + = + ， 
12 2( 4) 4 1b bα α= + ⋅ = + = 。 

由此可得 ( ) 12ord b = ，即 Gauss 算法中 12h = 。 
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因为 1 24h q≠ − = ，所以b不是本原元。 

注意此时有 

1a α= ， 3
1 8 2k = = ， 

1b α= + ， 212 2 3h = = ⋅ 。 

转至“4”，取 32 8t = = ， 3s = ，则 24 [8,12]ts = = ，因此 
1

4 2
2 1 1 1 1 1 1(2 2) 2 2 2 4

k h
t sa a b a b a a a a α= = ⋅ = + = + = + ， 

具有阶 24。 

转至“2”， 2 24k = ，停止循环， 2 2 4a α= + 即为 25
F 的一个本原元。



432012-11-3

7.4  有限域上的多项式

定义7.4.1 设 ( )f x 为有限域 qF 上的一个n次不可约首一多项式，

若 ( )f x 的根α 为 nq
F 的本原元，则称 ( )f x 为 [ ]qF x 中的

本原多项式。 

定义 7.4.2 设 ( ) [ ]qf x F x∈ ， (0) 0f ≠ ，称使得 

( ) | 1df x x −  
成立的最小正整数d 为多项式 ( )f x 的周期或阶，记

为 ( ( )) ( )f x f dΠ = Π = 。 
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定理 7.4.1 设 ( )f x 为有限域 qF 上的一个n次不可约多项式，

α 为 ( )f x 的一个根，则 ( )f x 的全部根为
2 1

, , , ,
nq q qα α α α

−

L ，并且这n个根是互异的。 
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定理 7.4.1 中的
2 1

, , , ,
nq q qα α α α

−

L 称为α 关于 qF 的共轭元。 

由循环群的性质易知，α 关于 qF 的共轭元具有相同的阶。 
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由定理 7.4.1 的证明可以看出，α 的次数n即其极小

多项式的次数n是使得 
nqα α=  

成立的最小正整数，也就是使得 
             

1(mod ( ))nq ord α≡            (*) 
 
成立的最小正整数。 
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定理 7.4.2 设 ( ) [ ]qf x F x∈ 为一n次不可约多项式，则 ( )fΠ 等

于 ( )f x 在 nq
F 中任一根的阶，特别地， ( ) [ ]qf x F x∈

为本原多项式当且仅当 ( ) 1nf qΠ = − 。 
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定理 7.4.3 [ ]qF x 中的n次本原多项式共有
( 1)nq

n
ϕ −

。 
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定理 7.4.4 设α 是 qF 的扩域 nq
F 中的元素，则α 在 [ ]qF x 中的极小多项式为

1

( ) ( )( ) ( )
dq qf x x x xα α α

−

= − − −L ， 

其中d 为α 的次数，它由(*)式决定，并且 |d n。 
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例 1 由 7.3 例 1，设α 为本原多项式 4
2( ) 1 [ ]f x x x F x= + + ∈ 的一个根，

则由 ( )f x 构造的 *
16F 可表示如下： 

i  0 1 2 3 4 5 6 7 
iα  0001

 
0010
 

0100
 

1000 0011
 

0110
 

1100 1011

 

i  8 9 10 11 12 13 14 15 
iα  0101

 
1010 0111

 
1110 1111

 
1101 1001 0001

 
 

0i = 时，1 的极小多项式为 21 [ ]x F x− ∈ ，也就是 1x + 。 
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1i = 时，α 的极小多项式就是定义该域的多项式，这里

即为 4 1x x+ + 。我们套用定理 7.4.4，有 

4d = ，因为 ( ) 15ord α = ，4 是使 42 1(mod15)≡ 成立的最小正整数，

于是α 的极小多项式为 
2 32 2 2( )( )( )( )x x x xα α α α− − − − ， 

利用 4 1α α= + 可以验证， 
2 32 2 2 4( )( )( )( ) 1x x x x x xα α α α− − − − = + + 。 

2i = 时，由上知 2 4 8, , ,α α α α 互为共轭元，它们具有相

同的极小多项式，由上知即为 4 1x x+ + 。 
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3i = 时， 3 15( ) 5
(3,15)

ord α = = ，从而 4d = ，于是 3α

的极小多项式为 

2 33 3 2 3 2 3 2

3 6 12 9

4 3 2

( )( ( ) )( ( ) )( ( ) )
( )( )( )( )

1

x x x x
x x x x

x x x x

α α α α

α α α α

   − − − −

= − − − −

= + + + +

。 

我们也可以通过寻找 3α 的前 5 个整数次幂的线性相关性来获得它的

极小多项式，例如 
3 0( ) (0001)α = ， 
3 1( ) (1000)α = ， 
3 2( ) (1100)α = ， 
3 3( ) (1010)α = ， 
3 4( ) (1111)α = ， 



7.1 域的有限扩张 532012-11-3

对于此例来说易知 3 4 3 3 3 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) 1 0α α α α+ + + + = ，

从而 3α 的极小多项式为 
4 3 2 1x x x x+ + + + 。 

一般情况下，我们可将不同整数次幂的向量表示构

成一个矩阵，然后通过初等列变换来寻找它们之间的相

关性。 
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例 2 由 7.3 例 2， 2
5( ) 2 [ ]f x x F x= − ∈ ，α 为 ( )f x 的一个根，则由 ( )f x

构造的 25
F 中 2 4β α= + 为一本原元，从而所有 2(5 1) 8ϕ − = 个本原

元为 
5 7 11 13 17 19 23, , , , , , ,β β β β β β β β 。 

利用前面的方法可求得它们的极小多项式。 

例如，β 的极小多项式为 
5 2( )( ) 3 2x x x xβ β− − = − − ， 

也就是 2 2 3x x+ + 。 
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我们也可以利用β 的前 3 个整数次幂 
0 (0,1)β = ， (2,4)β = ， 2 (1,4)β = ， 

得到如下 5F 上的矩阵 

0 1
2 4
1 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

对该矩阵进行初等列变换，将它的第一列加到第二列上可得

0 1
2 1
1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

由此容易看到矩阵的第三行加上第二行的 2 倍再加上第一行

的 3 倍等于零向量，即有             2 2 3 0β β+ + = ， 
因此，亦可知β 的极小多项式为          2 2 3x x+ + 。 
其它本原元的极小多项式也可同样求得。 


