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摘 要: 针对一类存在泛数有界不确性的区间变时滞线性系统,利用Lyapunov-Krasovskii (L-K)泛函方法并结合

线性矩阵不等式 (LMI)技术建立一种新的保守性更低的鲁棒稳定性判据. 首先基于时滞分割方法将时滞区间均分

成𝑁等分,针对不同的子区间构造合适的L-K泛函;然后在各自的分割区间采用保守性较小的积分不等式处理泛函

沿时间的导数,基于凸组合技术建立了LMI形式的时滞相关稳定性新判据;最后通过数值实例验证了结论的有效性.
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Abstract: For a class of linear systems with norm-bounded uncertainty and interval time-varying delay, less conservative

robust stability criteria is proposed based on the Lyapunov-Krasovskii(L-K) functional approach and linear matrix

inequalitiy(LMI) technique. Firstly, the delay interval is partitioned into 𝑁 equidistant subintervals and designing new L-K

functional technique for each subinterval. Then, combined with a less conservative integral inequality, the time derivative of

a candidate L-K functional is evaluated in each of these delay segments. Based on the convex combination technique, a new

delay-dependent stability criteria for the system is formulated in terms of LMIs. Finally, numerical examples are given to

show the effectiveness of the proposed approach.
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0 引引引 言言言

时滞现象常存在于通讯系统、过程控制系统和

核反应堆等工程实际中,它的存在常常使得系统性能

恶化甚至不稳定,所以对时滞系统的稳定性分析与综

合问题一直是控制理论研究的热点问题[1]. 近年来,

区间时滞系统受到研究者的广泛关注,在这类系统中,

时滞处于一个变化的区间之内,区间下界不一定为零,

网络控制系统便是区间时滞的一个典型例子[2].

目前关于时滞系统稳定性分析的基本框架是

Lyapunov-Krasovskii (L-K)泛函结合线性矩阵不等式

(LMI).在此框架下,多数研究是针对如何降低系统的

保守性而展开的. 就研究方法而言,自由权矩阵方法

和积分不等式方法备受关注. He等[3-4]通过Newton-

Leibniz公式引入自由权矩阵来表示相关项之间的关

系,提出了自由权矩阵方法. 该方法克服了交叉项界

定和模型变换的不足,在降低系统的保守性方面起到

一定的积极作用. 但是过多的自由矩阵会增加计算的

复杂性. 积分不等式方法是另一种重要的分析方法,

它的主要特点是形式简单, 含矩阵变量少, 有利于理

论分析和计算. Gu[5]最早将积分不等式方法引入时滞

系统的稳定性分析中, 随后Han[6], Zhang等[7-8], Sun

等[9], Kwon等[10]学者对积分不等式做了进一步推

广, 得到放大程度各不相同的形式, 从而在时滞系

统的稳定性分析中得到保守性各不相同的结果[6-14].

虽然以上两种方法在时滞系统的稳定性分析中被

广泛采用, 但是已有文献[15]从数学上严格证明了

收稿日期: 2013-01-24；修回日期: 2013-07-25.

作者简介: 张合新(1965−),男,教授,博士生导师,从事飞行器制导与控制等研究；惠俊军(1977−),男,博士生,从事时

滞系统的稳定性分析与综合的研究.



908 控 制 与 决 策 第 29 卷

这两种方法解空间的相同性, 其在减少保守性方

面存在“瓶颈”. Han[16]在简单二次Lyapunov泛函的

基础上引入离散时滞分割的思想, 显著减少了结

论的保守性与计算复杂性. Peng等[17]基于时滞分

割的思想提出时滞中点法, Balasubramaniam等[18]和

Ramakrishnan等[19]分别对时滞分割方法做了进一步

的深入研究. 然而, 文献 [18-19]所提出的时滞分割

方法随着分解数目的增加, 引入了过多的决策变量,

LMI的维数也相应增加,使得系统稳定的判定性条件

变得复杂,不利于LMI求解. 最近, Wang等[20]针对随

机时滞系统提出一种新的时滞分解方法,该方法针对

不同的分割区间巧妙地构造合适的L-K泛函,随着分

割数的增加,系统的保守性逐渐降低且没有因此而增

加系统的决策变量, 利于求解. 然而, 在文献 [20]中,

L-K泛函只包含简单积分项和二重积分项,没有包含

三重积分项. 显然, 在L-K泛函中引入三重积分项有

利于降低结论的保守性[9].

借鉴以上研究成果,本文针对区间变时滞不确定

系统,基于时滞分割法构造了新的包含三重积分项和

增广项的L-K泛函, 基于L-K稳定性定理、积分不等

式方法和凸组合技术,建立了时滞相关鲁棒稳定性判

据.该判据扩大了系统稳定的时滞界范围,与已有文

献相比具有较低的保守性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下含区间变时滞不确定线性系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = (𝐴+Δ𝐴(𝑡))𝑥(𝑡) + (𝐵 +Δ𝐵(𝑡))𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)),

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ𝑀 , 0].

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛为系统状态变量; 𝜑(𝑡)为初始函数;

𝐴和𝐵为适当维数的已知定常矩阵; ℎ(𝑡)为连续的时

变时滞函数且满足如下条件:

Case I : 0 ⩽ ℎ𝑚 ⩽ ℎ(𝑡) ⩽ ℎ𝑀 , ℎ̇(𝑡) ⩽ 𝜇, ∀𝑡 ⩾ 0, (2)

Case II : 0 ⩽ ℎ𝑚 ⩽ ℎ(𝑡) ⩽ ℎ𝑀 , ∀𝑡 ⩾ 0; (3)

Δ𝐴(𝑡), Δ𝐵(𝑡)为具有时变结构不确定性的未知矩阵,

可描述为如下形式:

[ Δ𝐴(𝑡) Δ𝐵(𝑡) ] = 𝐷𝐹 (𝑡)[ 𝐸𝑎 𝐸𝑏 ], (4)

𝐷、𝐸𝑎和𝐸𝑏为适当维数的定常矩阵, 而𝐹 (𝑡)是具有

可测元的不确定时变矩阵,且满足

𝐹 (𝑡)T𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼, ∀𝑡, (5)

𝐼表示适当维数的单位矩阵,当𝐹 (𝑡) = 0时,系统成为

标称系统.

为了方便证明,现将文中用到的引理归纳如下:

引引引理理理 1 [8] 对于任意定常矩阵𝑊 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝑊 =

𝑊T > 0,标量ℎ := ℎ(𝑡) > 0和向量函数 𝑥̇ : [−ℎ, 0]→

𝑹𝑛,使得下面的积分有定义,则以下不等式成立:

− ℎ
w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥̇T(𝑠)𝑊𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽ 𝜍T1 (𝑡)

[
−𝑊 𝑊

𝑊 −𝑊

]
𝜍1(𝑡),

− ℎ2

2

w 0

−ℎ

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑊𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

𝜍T2 (𝑡)

[
−𝑊 𝑊

𝑊 −𝑊

]
𝜍2(𝑡).

其中

𝜍T1 (𝑡) = [ 𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− ℎ) ],

𝜍T2 (𝑡) = [ ℎ𝑥T(𝑡)
w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥T(𝑠)d𝑠 ].

引引引理理理 2 [11] 设ℎ1 ⩽ ℎ(𝑡) ⩽ ℎ2,其中ℎ(𝑡) : 𝑹+ →
𝑹+,对于任意的𝑅 = 𝑅T > 0,如下不等式成立:

−
w 𝑡−ℎ1

𝑡−ℎ2

𝑥̇T(𝑠)𝑅𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

𝛿T(𝑡){(ℎ2 − ℎ(𝑡))𝑇𝑅−1𝑇T+

(ℎ(𝑡)− ℎ1)𝑌 𝑅−1𝑌 T + [ 𝑌 −𝑌 + 𝑇 −𝑇 ]+

[ 𝑌 −𝑌 + 𝑇 −𝑇 ]T}𝛿(𝑡).
其中

𝛿T(𝑡) = [ 𝑥T(𝑡− ℎ1) 𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡)) 𝑥T(𝑡− ℎ2) ],

𝑇 = [ 𝑇T
1 𝑇T

2 𝑇T
3 ]T,

𝑌 = [ 𝑌 T
1 𝑌 T

2 𝑌 T
3 ]T.

引引引理理理 3 [21] 假设 𝛾1 ⩽ 𝛾(𝑡) ⩽ 𝛾2,其中 𝛾(⋅) : 𝑹+

→ 𝑹+,对于任意适当维数的常数矩阵Ξ1, Ξ2和Ω ,下

面的矩阵不等式成立:

Ω + (𝛾(𝑡)− 𝛾1)Ξ1 + (𝛾2 − 𝛾(𝑡))Ξ2 < 0,

当且仅当

Ω + (𝛾2 − 𝛾1)Ξ1 < 0, Ω + (𝛾2 − 𝛾1)Ξ2 < 0.

引引引理理理 4 [22] 给定具有适当维数的矩阵𝑄 = 𝑄T,

𝐻 , 𝐸,则有𝑄 + 𝐻𝐹 (𝑡)𝐸 + 𝐸T𝐹 (𝑡)T𝐻T < 0,对于任

意满足𝐹 (𝑡)T𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼的𝐹 (𝑡)成立的充要条件是存

在 𝜀 > 0,使得

𝑄+ 𝜀−1𝐻𝐻T + 𝜀𝐸T𝐸 < 0.

2 时时时滞滞滞相相相关关关鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性定定定理理理

首先考虑系统 (1)的标称系统,即⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)),

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ𝑀 , 0].
(6)

设𝑁为大于零的正整数, ℎ𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 +

1)为标量,对时滞区间进行如下平均分割:

ℎ𝑚 = ℎ1 < ℎ2 < ⋅ ⋅ ⋅ < ℎ𝑁 < ℎ𝑁+1 = ℎ𝑀 . (7)

其中: ℎ𝑚 = ℎ1, ℎ𝑁+1 = ℎ𝑀 , 用ℎ𝛿表示子区间 [ℎ𝑖,

ℎ𝑖+1]的长度,即ℎ𝛿 = ℎ𝑖+1 − ℎ𝑖 = (ℎ𝑀 − ℎ𝑚)/𝑁 , 则

在Case I下有以下定理.

定定定理理理 1 对于给定常数ℎ𝑚和ℎ𝑀 , 如果存在正
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定对称矩阵𝑃 =

⎡⎢⎣𝑃11 𝑃12 𝑃13

∗ 𝑃22 𝑃23

∗ ∗ 𝑃33

⎤⎥⎦, 𝑄𝑖, 𝑍𝑖, 𝑅𝑖(𝑖 = 2, 3)

和适当维数的自由矩阵𝑇𝑎, 𝑌𝑎(𝑎 = 1, 2, 3),使得如下

LMIs成立:[
Φ ℎ𝛿𝑌

∗ −𝑍3ℎ𝛿

]
< 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (8)

[
Φ ℎ𝛿𝑇

∗ −𝑍3ℎ𝛿

]
< 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (9)

则系统 (6)是渐近稳定的. 其中

Φ = (Φ𝑖,𝑗)6×6,

Φ11 = 𝑃11𝐴+𝐴T𝑃11 + 𝑃12 + 𝑃T
12 +𝑄2 +𝑄3−

𝑍2 − ℎ2
𝑖𝑅2 − ℎ2

𝛿𝑅3 +𝐴T𝑀𝐴,

Φ12 = 𝑍2 − 𝑃12 + 𝑃13,

Φ13 = 𝑃11𝐵 +𝐴T𝑀𝐵, Φ14 = −𝑃13,

Φ15 = 𝐴T𝑃T
21 + 𝑃T

22 + ℎ𝑖𝑅2,

Φ16 = 𝐴T𝑃T
31 + 𝑃T

32 + ℎ𝛿𝑅3,

Φ22 = −𝑄2 − 𝑍2 + 𝑌1 + 𝑌 T
1 ,

Φ23 = −𝑌1 + 𝑇1 + 𝑌 T
2 , Φ24 = −𝑇1 + 𝑌 T

3 ,

Φ25 = −𝑃T
22 + 𝑃T

23, Φ26 = −𝑃T
32 + 𝑃T

33,

Φ33 = −𝑌2 − 𝑌 T
2 + 𝑇2 + 𝑇T

2 +𝐵T𝑀𝐵,

Φ34 = −𝑇2 − 𝑌 T
3 + 𝑇T

3 , Φ35 = 𝐵T𝑃T
21,

Φ36 = 𝐵T𝑃T
31, Φ44 = −𝑇3 − 𝑇T

3 −𝑄3,

Φ45 = −𝑃T
23, Φ46 = −𝑃T

33,

Φ55 = −𝑅2, Φ56 = 0, Φ66 = −𝑅3,

ℎ𝛿 = ℎ𝑖+1 − ℎ𝑖 =
(ℎ𝑀 − ℎ𝑚)

𝑁
,

ℎ𝑖 = ℎ1 +
(𝑖− 1)(ℎ𝑀 − ℎ𝑚)

𝑁
,

𝑀 = ℎ2
𝑖𝑍2 + ℎ𝛿𝑍3 +

1

4
ℎ4
𝑖𝑅2 +

1

4
(ℎ2

𝑖+1 − ℎ2
𝑖 )

2𝑅3,

𝑌 = [ 0 𝑌 T
1 𝑌 T

2 𝑌 T
3 0 0 ]T,

𝑇 = [ 0 𝑇T
1 𝑇T

2 𝑇T
3 0 0 ]T.

证证证明明明 首先考虑ℎ(𝑡)满足Case I时的情况,为了

简单起见, 首先证明ℎ(𝑡) ∈ [ℎ2, ℎ3]子区间段时, 定

理 1成立, 进而推广到ℎ(𝑡) ∈ [ℎ𝑖, ℎ𝑖+1](𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁)时,定理 1成立.

当ℎ(𝑡) ∈ [ℎ2, ℎ3]时,构造如下的L-K泛函:

𝑉2(𝑡) = 𝑉21(𝑡) + 𝑉22(𝑡) + 𝑉23(𝑡). (10)

其中

𝑉21(𝑡) = 𝜉T2 (𝑡)𝑃𝜉2(𝑡),

𝑉22(𝑡) =

w 𝑡

𝑡−ℎ2

𝑥T(𝑠)𝑄2𝑥(𝑠)d𝑠+
w 𝑡

𝑡−ℎ3

𝑥T(𝑠)𝑄3𝑥(𝑠)d𝑠+

ℎ2

w 0

−ℎ2

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑍2𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃+w −ℎ2

−ℎ3

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑍3𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃,

𝑉23(𝑡) =

ℎ2
2

2

w 0

−ℎ2

w 0

𝜃

w 𝑡

𝑡+𝜆
𝑥̇T(𝑠)𝑅2𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜆d𝜃+

ℎ2
3 − ℎ2

2

2

w −ℎ2

−ℎ3

w 0

𝜃

w 𝑡

𝑡+𝜆
𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜆d𝜃,

𝜉T2 (𝑡) = [ 𝑥T(𝑡)
w 𝑡

𝑡−ℎ2

𝑥T(𝑠)d𝑠
w 𝑡−ℎ2

𝑡−ℎ3

𝑥T(𝑠)d𝑠 ].

取L-K泛函𝑉2(𝑡)沿系统 (6)的导数,有

𝑉̇2(𝑡) = 𝑉̇21(𝑡) + 𝑉̇22(𝑡) + 𝑉̇23(𝑡). (11)

其中

𝑉̇21(𝑡) = 2𝜉T2 (𝑡)𝑃𝜉2(𝑡),

𝑉̇22(𝑡) =𝑥T(𝑡)(𝑄2 +𝑄3)𝑥(𝑡)−
𝑥T(𝑡− ℎ2)𝑄2𝑥(𝑡− ℎ2)−
𝑥T(𝑡− ℎ3)𝑄3𝑥(𝑡− ℎ3)+

𝑥̇T(𝑡)[ℎ2
2𝑍2 + (ℎ3 − ℎ2)𝑍3]𝑥̇(𝑡)−

ℎ2

w 𝑡

𝑡−ℎ2

𝑥̇T(𝑠)𝑍2𝑥̇(𝑠)d𝑠−w 𝑡−ℎ2

𝑡−ℎ3

𝑥̇T(𝑠)𝑍3𝑥̇(𝑠)d𝑠,

𝑉̇23(𝑡) = 𝑥̇T(𝑡)
[1
4
ℎ4
2𝑅2 +

1

4
(ℎ2

3 − ℎ2
2)

2𝑅3

]
𝑥̇(𝑡)−

ℎ2
2

2

w 0

−ℎ2

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅2𝑥̇(𝑡)d𝑠d𝜃−

ℎ2
3 − ℎ2

2

2

w −ℎ2

−ℎ3

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑡)d𝑠d𝜃.

由引理 1可得

− ℎ2

w 𝑡

𝑡−ℎ2

𝑥̇T(𝑠)𝑍2𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡− ℎ2)

⎤⎦T [
−𝑍2 𝑍2

∗ −𝑍2

]⎡⎣ 𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡− ℎ2)

⎤⎦ , (12)

− ℎ2
2

2

w 0

−ℎ2

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅2𝑥̇(𝑡)d𝑠d𝜃 ⩽⎡⎣ ℎ2𝑥(𝑡)w 𝑡

𝑡−ℎ2

𝑥(𝑠)d𝑠

⎤⎦T [
−𝑅2 𝑅2

𝑅2 −𝑅2

]⎡⎣ ℎ2𝑥(𝑡)w 𝑡

𝑡−ℎ2

𝑥(𝑠)d𝑠

⎤⎦ ,

(13)

ℎ2
3 − ℎ2

2

2

w −ℎ2

−ℎ3

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑡)d𝑠d𝜃 ⩽⎡⎣(ℎ− 3− ℎ2)𝑥(𝑡)w 𝑡−ℎ2

𝑡−ℎ3

𝑥(𝑠)d𝑠

⎤⎦T[
−𝑅3 𝑅3

𝑅3 −𝑅3

]⎡⎣ (ℎ3 − ℎ2)𝑥(𝑡)w 𝑡−ℎ2

𝑡−ℎ3

𝑥(𝑠)d𝑠

⎤⎦ .

(14)

由引理 2可得
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−
w 𝑡−ℎ2

𝑡−ℎ3

𝑥̇T(𝑠)𝑍3𝑥̇(𝑠)d𝑠 ⩽

𝛿T(𝑡){(ℎ3 − ℎ(𝑡))𝑇𝑍−1
3 𝑇T + (ℎ(𝑡)− ℎ2)𝑌 𝑍−1

3 𝑌 T+

[ 𝑌 −𝑌 + 𝑇 −𝑇 ] + 𝑡[ 𝑌 −𝑌 + 𝑇 −𝑇 ]T}𝛿(𝑡).
(15)

将式 (12)∼ (15)右面代入 (11),则 𝑉̇2(𝑡)可以表示为

𝑉̇2(𝑡) ⩽ 𝜁T(𝑡)(Φ + (ℎ3 − ℎ(𝑡))𝑇𝑍−1
3 𝑇T+

(ℎ(𝑡)− ℎ2)𝑌 𝑍−1
3 𝑌 T)𝜁(𝑡). (16)

其中

𝜁T(𝑡) =[
𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− ℎ2) 𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡)) 𝑥T(𝑡− ℎ3) →

←
w 𝑡

𝑡−ℎ2

𝑥T(𝑠)d𝑠
w 𝑡−ℎ2

𝑡−ℎ3

𝑥T(𝑠)d𝑠
]
.

如果对于ℎ(𝑡) ∈ [ℎ2, ℎ3],有以下条件成立:

Φ + (ℎ3 − ℎ(𝑡))𝑇𝑍−1
3 𝑇T + (ℎ(𝑡)− ℎ2)𝑌 𝑍−1

3 𝑌 T < 0,

(17)

则根据L-K稳定性定理[1], 存在 𝜀 > 0, 使得 𝑉̇ (𝑡) <

−𝜀 ∥𝑥(𝑡)∥2,从而保证系统 (6)渐近稳定.

依据引理 3,式 (17)等价于

Φ + (ℎ3 − ℎ2)𝑇𝑍
−1
3 𝑇T < 0, (18)

Φ + (ℎ3 − ℎ2)𝑌 𝑍−1
3 𝑌 T < 0. (19)

应用 Schur补,式 (18)和 (19)分别等价于当 𝑖 = 2

时的式 (8)和 (9).

不失一般性,当ℎ(𝑡) ∈ [ℎ𝑖, ℎ𝑖+1](𝑖 = 1, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)

时,构造如下L-K泛函:

𝑉𝑖(𝑡) = 𝑉𝑖1(𝑡) + 𝑉𝑖2(𝑡) + 𝑉𝑖3(𝑡). (20)

其中

𝑉𝑖1(𝑡) = 𝜉T𝑖 (𝑡)𝑃𝜉𝑖(𝑡),

𝑉𝑖2(𝑡) =
w 𝑡

𝑡−ℎ𝑖

𝑥T(𝑠)𝑄2𝑥(𝑠)d𝑠+w 𝑡

𝑡−ℎ𝑖+1

𝑥T(𝑠)𝑄3𝑥(𝑠)d𝑠+

ℎ𝑖

w 0

−ℎ𝑖

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑍2𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃+w −ℎ𝑖

−ℎ𝑖+1

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝑍3𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃,

𝑉𝑖3(𝑡) =

ℎ2
𝑖

2

w 0

−ℎ𝑖

w 0

𝜃

w 𝑡

𝑡+𝜆
𝑥̇T(𝑠)𝑅2𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜆d𝜃+

(ℎ2
𝑖+1 − ℎ2

𝑖 )

2

w −ℎ𝑖

−ℎ𝑖+1

w 0

𝜃

w 𝑡

𝑡+𝜆
𝑥̇T(𝑠)𝑅3𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜆d𝜃,

𝜉T𝑖 (𝑡) =
[
𝑥T(𝑡)

w 𝑡

𝑡−ℎ𝑖

𝑥T(𝑠)d𝑠
w 𝑡−ℎ𝑖

𝑡−ℎ𝑖+1

𝑥T(𝑠)d𝑠
]
.

其中: 待定矩阵𝑃 ,𝑄2,𝑄3,𝑍2,𝑍3,𝑅2,𝑅3如𝑉2(𝑡)中所

定义,定义增广向量

𝜁T(𝑡) =

[
𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− ℎ𝑖) 𝑥T(𝑡− ℎ(𝑡)) 𝑥T(𝑡− ℎ𝑖+1) →

←
w 𝑡

𝑡−ℎ𝑖

𝑥T(𝑠)d𝑠
w 𝑡−ℎ𝑖

𝑡−ℎ𝑖+1

𝑥T(𝑠)d𝑠
]
.

采用同样方法,可证明当ℎ(𝑡) ∈ [ℎ𝑖, ℎ𝑖+1](𝑖 = 1,

3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)时, 有 𝑉̇ (𝑡) < −𝜀 ∥𝑥(𝑡)∥2, 因此系统是渐近

稳定的. 2
当时滞ℎ(𝑡)为可微函数时, 即满足Case II,在此

条件下,把定理 1中的L-K泛函修改为

𝑉𝑖(𝑡) = 𝑉𝑖(𝑡) +
w 𝑡

𝑡−ℎ(𝑡)
𝑥T(𝑠)𝑄1𝑥(𝑠)d𝑠. (21)

其中𝑄1为适当维数的正定矩阵, 仿照定理 1的证明

过程可得如下定理,这里证明略.

定定定理理理 2 对于给定常数ℎ𝑚,ℎ𝑀和𝜇, 如果存在

正定对称矩阵𝑃 =

⎡⎢⎣𝑃11 𝑃12 𝑃13

∗ 𝑃22 𝑃23

∗ ∗ 𝑃33

⎤⎥⎦, 𝑄1,𝑄2,𝑄3,𝑍𝑖,

𝑅𝑖(𝑖 = 2, 3)和适当维数的自由矩阵𝑇𝑎,𝑌𝑎, 𝑎 = 1, 2, 3,

使得如下LMIs成立:[
Φ̃ ℎ𝛿𝑌

∗ −𝑍3ℎ𝛿

]
< 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (22)[

Φ̃ ℎ𝛿𝑇

∗ −𝑍3ℎ𝛿

]
< 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (23)

则系统 (6)是渐近稳定的. 其中 Φ̃11 = Φ11 + 𝑄1, Φ̃33

= Φ33 − (1− 𝜇)𝑄1, Φ̃中的其他项同定理 1中的Φ.

注注注 1 不同于文献 [20]的时滞分割方法,本文针

对每一分割区间设计了新的L-K泛函,其中增广项泛

函𝑉𝑖1(𝑥(𝑡), 𝑡)和三重积分项泛涵𝑉𝑖3(𝑥(𝑡), 𝑡)的存在,

充分利用了系统的时滞信息,为降低结论的保守性起

到积极的作用.

注注注 2 在处理泛函沿系统的导数时,不涉及模型

变换和自由权矩阵的界定技术,只是利用缩放程度更

小的不等式 (引理 1和引理 2)在不同的子区间进行估

计,减小了理论分析和计算的复杂性.

下面考虑不确定系统 (1)的鲁棒稳定性问题.

定定定理理理 3 对于给定常数ℎ𝑚, ℎ𝑀和𝜇, 如果存在

标量 𝜀𝑎 > 0, 𝑎 = 1, 2, 正定对称矩阵𝑃 =⎡⎢⎣𝑃11 𝑃12 𝑃13

∗ 𝑃22 𝑃23

∗ ∗ 𝑃33

⎤⎥⎦, 𝑄1,𝑄2,𝑄3,𝑍𝑖,𝑅𝑖(𝑖 = 2, 3)和适当维

数的自由矩阵𝑇𝑏,𝑌𝑏, 𝑏 = 1, 2, 3,使得如下LMIs成立:⎡⎢⎣ Φ̂1 Γ1𝐷 𝜀1Γ
T
2

∗ −𝜀1𝐼 0

∗ ∗ −𝜀1𝐼

⎤⎥⎦ < 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (24)

⎡⎢⎣ Φ̂2 Γ1𝐷 𝜀2Γ
T
2

∗ −𝜀2𝐼 0

∗ ∗ −𝜀2𝐼

⎤⎥⎦ < 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (25)
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则系统 (1)是渐近稳定的. 其中

Φ̂1 =

⎡⎢⎣ Φ̃ ΓT𝑀 ℎ𝛿𝑌

∗ −𝑀 0

∗ ∗ −𝑍3ℎ𝛿

⎤⎥⎦ ,

Φ̂2 =

⎡⎢⎣ Φ̃ ΓT𝑀 ℎ𝛿𝑇

∗ −𝑀 0

∗ ∗ −𝑍3ℎ𝛿

⎤⎥⎦ ,

Γ = [ 𝐴 0 𝐵 0 0 0 ],

Γ1 = [ 𝑃T
11 0 0 0 𝑃T

12 𝑃T
13 𝑀T 0 ]T,

Γ2 = [ 𝐸𝑎 0 𝐸𝑏 0 0 0 0 0 ].

证证证明明明 分别用𝐴+Δ𝐴和𝐵+Δ𝐵替代式 (22)和

(23)中的𝐴,𝐵,应用 Schur补和引理 4即可得证. 2
3 仿仿仿真真真验验验证证证

下面通过 4个数值实例进行仿真验证,以说明本

文方法的有效性.

例例例 1 考虑如下标称线性系统:

𝐴 =

[
0 1

−1 −2

]
,

𝐵 =

[
0 0

−1 1

]
.

当时滞变化率𝜇 = 0.3时, 表 1给出了在不同的

时滞下界ℎ𝑚,系统稳定所允许的最大时滞上界ℎ𝑀的

值.

表 1 ℎ𝑚给定, 𝜇 = 0.3时系统允许的最大时滞ℎ𝑀

方法 ℎ𝑚 = 1 ℎ𝑚 = 2 ℎ𝑚 = 3 ℎ𝑚 = 4 ℎ𝑚 = 5

文献 [4] 2.212 5 2.409 1 3.334 2 4.279 9 5.239 3

文献 [14] 2.247 4 2.479 8 3.389 6 4.325 0 5.277 3

文献 [20] 2.356 4 3.048 4 3.877 9 4.748 1 5.647 5

定理 2 (𝑁 = 2) 2.527 8 3.074 4 3.913 6 4.791 1 5.695 3

文献 [20] 2.707 7 3.440 8 4.230 7 5.046 3 5.931 9

定理 2 (𝑁 = 3) 2.736 8 3.483 6 4.285 7 5.128 6 6.002 0

由表 1可明显看出, 相比文献 [4, 14, 20], 本文方

法扩大了系统稳定的最大时滞上界范围,具有较低的

保守性.

例例例 2 考虑另一标称线性系统

𝐴 =

[
−2 0

0 −0.9

]
,

𝐵 =

[
−1 0

−1 −1

]
.

当时滞变化率已知或未知时,表 2和表 3分别给

出在不同的时滞下界ℎ𝑚, 系统稳定所允许的最大时

滞上界ℎ𝑀的值.表 2和表 3的数值仿真结果表明,本

文方法具有更低的保守性.

表 2 ℎ𝑚给定, 𝜇 = 0.5时系统允许的最大时滞ℎ𝑀

方法 ℎ𝑚 = 0 ℎ𝑚 = 1 ℎ𝑚 = 2 ℎ𝑚 = 3 ℎ𝑚 = 4

文献 [4] 2.072 3 2.127 6 2.504 8 3.259 1 4.074 4

文献 [17] 2.080 1 2.151 3 2.711 3 3.383 9 4.113 6

文献 [12] 2.148 4 2.323 9 2.863 0 3.572 9 4.334 3

文献 [19] (𝑁 = 2) 2.202 2 2.391 2 2.957 8 3.638 4 4.373 6

定理 2 (𝑁 = 2) 2.363 1 2.445 5 2.931 3 3.508 8 4.151 0

定理 2 (𝑁 = 5) 2.748 9 3.060 7 3.417 9 3.816 7 4.253 1

定理 2 (𝑁 = 10) 3.285 2 3.517 2 3.768 5 4.038 6 4.328 4

定理 2 (𝑁 = 20) 3.734 0 3.885 9 4.044 8 4.211 7 4.386 8

表 3 ℎ𝑚给定, 𝜇取任何值时系统允许的最大时滞ℎ𝑀

方法 ℎ𝑚 = 0 ℎ𝑚 = 1 ℎ𝑚 = 2 ℎ𝑚 = 3 ℎ𝑚 = 4

文献 [4] 1.529 6 1.873 7 2.504 9 3.259 1 4.074 4

文献 [17] 1.665 4 2.125 1 2.711 3 3.383 9 4.113 6

文献 [12] 1.715 7 2.230 2 2.863 0 3.572 9 4.334 3

文献 [19] (𝑁 = 2) 1.882 8 2.358 5 2.957 8 3.638 4 4.373 6

定理 2 (𝑁 = 2) 2.085 1 2.445 5 2.931 3 3.508 8 4.151 0

定理 2 (𝑁 = 5) 2.748 9 3.060 7 3.417 9 3.816 7 4.253 1

定理 2 (𝑁 = 10) 3.285 2 3.517 2 3.768 5 4.038 6 4.328 4

定理 2 (𝑁 = 20) 3.734 0 3.885 9 4.044 8 4.211 7 4.386 8

例例例 3 考虑如下不确定系统,系统参数如下:

𝐴 =

[
−2 + 𝛿1 0

0 −1 + 𝛿2

]
,

𝐵 =

[
−1 + 𝛿3 0

−1 −1 + 𝛿4

]
.

其中: 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3和 𝛿4为不确定参数,且满足 ∣𝛿1∣ ⩽ 1.6,

∣𝛿2∣ ⩽ 0.05, ∣𝛿3∣ ⩽ 0.1, ∣𝛿4∣ ⩽ 0.3.

表 4给出了当时滞变化率未知时系统稳定所允

许的最大时滞上界. 由表 4可得,相比文献 [12-13,19],

本文所提出的鲁棒稳定性定理具有更低的保守性.

例例例 4 考虑另一个不确定系,系统参数如下:

𝐴 =

[
−0.5 −2
1 −1

]
, 𝐵 =

[
−0.5 −1
0 0.6

]
,

𝐷 =

[
1 0

0 1

]
, 𝐸𝑎 = 𝐸𝑏 =

[
0.2 0

0 0.2

]
.

当时滞下界ℎ𝑚 = 0时, 表 5列出了不同的时滞

变化率下系统稳定所允许的最大时滞上界. 由表 5可

知,相比文献 [12,17,19],本文所提出方法具有明显的

优势.

表 4 𝜇未知时,不同的时滞下界ℎ𝑚所允许的最大时滞ℎ𝑀

ℎ𝑚

方法
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

文献 [13] 0.944 2 0.975 7 1.020 8 1.079 5 1.150 0 1.230 8

文献 [12] 1.057 1 1.095 3 1.138 5 1.186 5 1.239 2 1.296 6

文献 [19] (𝑁 = 2) 1.103 0 1.133 7 1.170 3 1.212 3 1.259 4 1.311 1

定理 3 (𝑁 = 2) 1.321 3 1.336 9 1.357 1 1.381 7 1.410 2 1.442 0

定理 3 (𝑁 = 3) 1.363 4 1.380 9 1.400 3 1.421 6 1.444 5 1.468 8
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表 5 当ℎ𝑚 = 0时,对于不同的𝜇系统允许的最大时滞ℎ𝑀

𝜇
方法

0.5 0.9 Any 𝜇

文献 [17] 0.476 0 0.476 0 0.476 0

文献 [12] 0.478 3 0.478 3 0.478 3

文献 [19] (𝑁 = 2) 0.515 1 0.515 1 0.515 1

定理 2 (𝑁 = 2) 0.718 3 0.718 3 0.718 3

定理 2 (𝑁 = 3) 0.771 1 0.771 1 0.771 1

4 结结结 论论论

本文基于一种新的时滞分割方法,研究了一类区

间变时滞不确定系统鲁棒稳定性问题.不同于以往的

时滞分割方法, 在构造L-K泛函时, 针对不同的分割

区间构造包含三重积分项和增广项的Lyapunov泛函,

利用保守性较小的不等式分别在不同的子区间处理

泛函导数产生的交叉项,该方法避免了当时滞分割数

目增大时判据形式复杂、计算耗时长这一不足,有利

于理论分析和计算.最后基于线性矩阵不等式技术建

立了新的鲁棒稳定性判据,数值仿真算例验证了所提

出方法的有效性.
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