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摘 要: 针对非均匀周期刷新和采样系统的建模问题,对于含有提升变量的状态空间模型,提出基于子空间技术的辨

识方法. 首先,通过系统的采样数据建立由Hankel矩阵组成的扩展状态空间方程;然后,利用斜交投影的原理、方法

和奇异值分解,通过子空间辨识算法确定增广观测矩阵和状态向量,通过最小二乘方法确定模型的参数矩阵;最后,

通过仿真实例表明了所提出算法的有效性.
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Abstract: For the modeling issue of non-uniform period refresh and sampling system, the subspace identification method is

used to deal with the state space model. First of all, Hankel matrix created by the sampled input and output data is employed

to consist with the extended state space equation. Then, the subspace identification with the oblique projection principle

and sigular value decomposition is used to determine the augmented observation matrix and state vector. The least squares

method is proposed to confirm the parameters of the model. Finally, the simulation example demonstrates the effectiveness

of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

常规递推辨识采用的数据集是均匀采样的,但在

一些情况下只能采集到非均匀采样的数据.如,在某

些发动机的特性检测中, 采用激光多普勒测速法, 其

数据采样周期和发动机循环周期是一致的,因此在发

动机不断变速的过程中可采样得到非均匀的数据[1];

在一些工业过程中, 数据经过压缩处理后得到非均

匀的数据点[2]. 在大量的非均匀多采样率系统中, 有

一类特殊的非均匀采样系统. 该系统无论是输入非

均匀刷新还是输出非均匀采样, 都在一个大时间间

隔𝑇 内重复完成, 因此又称非均匀周期采样系统,大

的时间间隔𝑇 称为框架周期.这类系统中, 如果输入

非均匀周期刷新, 输出非均匀周期采样系统,则简称

非均匀周期刷新和采样系统. 文献 [3-7]采用辅助模

型和提升等方法,研究了这类非均匀采样系统的建模

问题.在非均匀采样系统辨识领域,文献 [8]基于递阶

辨识原理,利用非均匀周期采样系统的输入输出数据,

研究了非均匀周期采样系统状态空间模型的辨识问

题.此外, 对于非均匀周期采样系统的研究还涉及滤

波[9]、状态估计[10]、广义预测控制[11]等方面. 子空间

辨识自 20世纪 80年代诞生以来, 已逐渐成为系统辨

识的重要分支,在过程控制方面得到了广泛应用. 子

空间辨识与传统辨识方法比较,具有两个优势: 1)辨

识多输入多输出系统与单输入单输出系统一样,都是

基于状态空间方程, 不需要特殊的模型参数化; 2)不

需要非线性优化, 只需要鲁棒性强的数值计算工具,

如QR分解、奇异值分解 (SVD分解)等[4].

本文针对含有提升变量的状态空间模型,提出了
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基于子空间技术的辨识方法.所提出方法的主要创新

表现在: 1)利用子空间辨识理论和方法,针对多输入

多输出的非均匀采样系统,既能够确定模型的参数矩

阵,又能够确定模型的结构. 文献 [12-15]提出的方法

一般针对单输入单输出系统,对于多输入多输出系统,

是没有能力解决的. 2)针对含有噪声和干扰的非均匀

采样系统,利用子空间辨识算法 (如奇异值分解等算

法)保证了辨识算法的稳定性.

1 状状状态态态空空空间间间模模模型型型描描描述述述

考虑如图 1所示的非均匀采样系统, 其中𝑆𝑐是

一个连续过程,计算机产生离散输入信号𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.经过非均匀零阶保持器𝐻Γ 生成一个

连续信号𝑢(𝑡)作为连续过程𝑆𝑐的输入, 受噪声影响

的输出 𝑦(𝑡)经过非均匀采样器𝑆𝑇 得到离散采样输

出信号 𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝. 非均匀零阶保持

器𝐻Γ 的刷新时间间隔为 𝜏𝑖, 𝜏𝑖 := 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖 := 𝜏1

+𝜏2+⋅ ⋅ ⋅+𝜏𝑖, 𝑡0 = 0, 𝑡𝑝 = 𝑇 , 𝑇 := 𝜏1+𝜏2+⋅ ⋅ ⋅+𝜏𝑝 = 𝑡𝑝

称为框架周期.输出信号𝑢(𝑡)可以表示为

𝑢(𝑡) :=⎧⎨⎩

𝑢(𝑘𝑇 ), 𝑘𝑇 ⩽ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑡1;

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1), 𝑘𝑇 + 𝑡1 ⩽ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑡2;

...

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1), 𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1 ⩽ 𝑡 < (𝑘 + 1)𝑇.
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图 1 非均匀采样系统原理

同样,输出在上述点非均匀采样 𝑝次,即 𝑦(𝑘𝑇 +

𝑡𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, 得到系统的输入和输出同时在

第 𝑘个周期 (𝑘𝑇, 𝑘𝑇 + 𝑇 ), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,并以 𝑡 = 𝑘𝑇 +

𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)非均匀刷新和周期采样 𝑝次. 本文

讨论的便是这类输入非均匀周期刷新、输出非均匀周

期采样系统的辨识问题. 下面针对连续过程𝑆𝑐的状

态空间模型,给出对应的具有因果关系的非均匀采样

系统的离散状态空间模型.

设连续过程𝑆𝑐的状态空间模型为

𝑆𝑐 :

⎧⎨⎩ �̇�(𝑡) = 𝐴𝑐𝑥(𝑡) +𝐵𝑐𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡).
(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛为状态向量; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟为系统输入;

𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑟为系统输出; 𝑣(𝑡) ∈ 𝑅𝑟为零均值的随机白

噪声; 𝐴𝑐, 𝐵𝑐, 𝐶和𝐷为适当维数的矩阵. 由上述采

样方案可知, 可量测的输入、输出数据为𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖),

𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝− 1, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

将系统 (1)对𝑇 离散化, 得到非均匀采样系统的

离散状态空间方程为

𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇 ) =

e𝐴𝑐𝑇𝑥(𝑘𝑇 )+

𝑝∑
𝑖=1

e𝐴𝑐(𝑇−𝑡𝑖)
w 𝜏𝑖

0
e𝐴𝑐𝑡d𝜏𝐵𝑐𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖−1) =

𝐴𝑇𝑥(𝑘𝑇 ) + [𝐵1 𝐵2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵𝑝]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(𝑘𝑇 )

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1)
...

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2)

另外,当 𝑡 = 𝑘𝑇 + 𝑡𝑖时,离散的状态空间方程为

𝑥(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) =

e𝐴𝑐𝑡𝑖𝑥(𝑘𝑇 )+w 𝑘𝑇+𝑡𝑖

𝑘𝑇
e𝐴𝑐(𝑘𝑇+𝑡𝑖−𝜏)𝐵𝑐𝑢(𝜏)d𝜏 =

𝐴𝑇𝑥(𝑘𝑇 ) + [𝐵1 𝐵2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵𝑖]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(𝑘𝑇 )

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1)
...

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3)

此时,系统输出方程为

𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) =

𝐶𝑥(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) +𝐷𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) + 𝑣(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) =

𝐶𝑖𝑥(𝑘𝑇 ) + [𝐷1 𝐷2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑖 𝐷]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(𝑘𝑇 )

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1)
...

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

𝑣(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖).

其中

𝐴𝑇 := e𝐴𝑐𝑇 , 𝐴𝑖 := e𝐴𝑐𝑡𝑖 ,

𝐶𝑖 := 𝐶𝐴𝑖, 𝐷𝑖 := 𝐶𝐵𝑖,

𝐵𝑖 := e𝐴𝑐(𝑇−𝑡𝑖)𝐵𝜏𝑖 ,

𝐵𝜏𝑖 :=
w 𝜏𝑖

0
e𝐴𝑐𝑡d𝜏𝐵𝑐.

通过提升技术, 系统 (1)可以表示为如下离散状

态空间模型:[
𝑥(𝑘 + 1)

𝑦(𝑘)

]
=[

𝐴𝑇 𝐵𝑇

𝐶𝑇 𝐷𝑇

][
𝑥(𝑘)

�̃�(𝑘)

]
+

[
0

𝑣(𝑘)

]
. (4)

其中

𝐴𝑇 := e𝐴𝑐𝑇 , 𝐵𝑇 := [𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑝],

𝐶𝑇 := [𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑝]
T,
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𝐷𝑇 :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐷 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐷1 𝐷 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐷1 𝐷2 𝐷 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

𝐷1 𝐷2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑝−1 𝐷

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑦(𝑘𝑇 ) :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦(𝑘𝑇 )

𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡1)
...

𝑦(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

�̃�(𝑘𝑇 ) :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(𝑘𝑇 )

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1)
...

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑣(𝑘𝑇 ) :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑣(𝑘𝑇 )

𝑣(𝑘𝑇 + 𝑡1)
...

𝑣(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

在实际系统中, 考虑到具有噪声和干扰的影响,

式 (4)可以改写为含有不相关噪声 {�̃�(𝑘𝑇 ), 𝑣(𝑘𝑇 )}的
模型⎧⎨⎩𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇 ) = 𝐴𝑇𝑥(𝑘𝑇 ) +𝐵𝑇 �̃�(𝑘𝑇 ) + �̃�(𝑘𝑇 ),

𝑦(𝑘𝑇 ) = 𝐶𝑇𝑥(𝑘𝑇 ) +𝐷𝑇 �̃�(𝑘𝑇 ) + 𝑣(𝑘𝑇 ).
(5)

2 矩矩矩阵阵阵与与与投投投影影影的的的定定定义义义

2.1 矩矩矩阵阵阵的的的定定定义义义

针对状态空间方程 (5), 给出非均匀多采样率离

散系统的输出方程形式

𝑌𝑓 = Γ𝑖𝑋𝑖 +𝐻𝑑
𝑖 𝑈𝑓 +𝐻𝑠

𝑖 𝑀𝑓 +𝑁𝑓 . (6)

其中

Γ𝑖 := [𝐶𝑇 𝐶𝑇𝐴𝑇 𝐶𝑇𝐴
2
𝑇 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐶𝑇𝐴

𝑖−1
𝑇 ]T, (7)

𝐻𝑑
𝑖 :=⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐷𝑇 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐶𝑇𝐵𝑇 𝐷𝑇 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐶𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇 𝐶𝑇𝐵𝑇 𝐷𝑇 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

𝐶𝑇𝐴
𝑖−2
𝑇 𝐵𝑇 𝐶𝑇𝐴

𝑖−3
𝑇 𝐵𝑇 𝐶𝑇𝐴

𝑖−4
𝑇 𝐵𝑇 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

(8)

𝐻𝑠
𝑖 :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐶𝑇 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐶𝑇𝐴𝑇 𝐶𝑇 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

𝐶𝑇𝐴
𝑖−2
𝑇 𝐶𝑇𝐴

𝑖−3
𝑇 𝐶𝑇𝐴

𝑖−4
𝑇 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (9)

输入和输出的Hankel矩阵分别为

𝑈0∣𝑖−1 :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
�̃�0 �̃�1 ⋅ ⋅ ⋅ �̃�𝑗−1

�̃�1 �̃�2 ⋅ ⋅ ⋅ �̃�𝑗

...
...

. . .
...

�̃�𝑖−1 �̃�𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ �̃�𝑖+𝑗−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (10)

𝑌0∣𝑖−1 :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦0 𝑦1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑗−1

𝑦1 𝑦2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑗
...

...
. . .

...

𝑦𝑖−1 𝑦𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑖+𝑗−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (11)

为了表达方便,给出如下定义:

𝑈𝑝 := 𝑈0∣𝑖−1, 𝑈𝑓 := 𝑈𝑖∣2𝑖−1,

𝑌𝑝 := 𝑌0∣𝑖−1, 𝑌𝑓 := 𝑌𝑖∣2𝑖−1,

𝑊𝑝 :=

[
𝑌𝑝

𝑈𝑝

]
= 𝑊0∣𝑖−1 =

[
𝑌0∣𝑖−1

𝑈0∣𝑖−1

]
, (12)

其中 𝑝和 𝑓分别为过去和将来. 由此得到过程噪声

�̃�𝑘和 𝑣𝑘的Hankel矩阵, 分别记作𝑀0∣𝑖−1、𝑀𝑖∣2𝑖−1、

𝑁0∣𝑖−1和𝑁𝑖∣2𝑖−1, 简记为𝑀𝑝、𝑀𝑓、𝑁𝑝和𝑁𝑓 . 定义状

态序列𝑋𝑖为

𝑋𝑖 := [𝑥𝑖 𝑥𝑖+1 𝑥𝑖+2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖+𝑗−1]. (13)

2.2 投投投影影影的的的定定定义义义

定义 1 矩阵𝐴的行空间在矩阵𝐵行空间上的

正交投影为

𝐴/𝐵 = 𝐴𝐵+𝐵. (14)

定义 2 矩阵𝐴的行空间在矩阵𝐵行空间的正

交补空间上的正交投影为

𝐴/𝐵⊥ = 𝐴−𝐴𝐵+𝐵. (15)

其中: 矩阵𝐴 ∈ 𝑅𝑝×𝑗 ,矩阵𝐵 ∈ 𝑅𝑞×𝑗 ;“+”为矩阵的

Moore-Penrose伪逆; 𝐵⊥为𝐵的行空间正交补空间,

(𝐵⊥)T𝐵 = 0.

3 基基基于于于子子子空空空间间间方方方法法法的的的辨辨辨识识识

子空间的辨识算法一般包含两个重要步骤:

1)对第 2节中定义的Hankel矩阵加权投影, 对投影

进行奇异值分解, 得到观测矩阵Γ𝑖或者状态序列𝑋𝑖

的估计 �̂�𝑖; 2)通过投影分解得到的观测矩阵Γ𝑖或

者状态序列𝑋𝑖的估计 �̂�𝑖, 确定系统矩阵 (𝐴𝑇、𝐵𝑇、

𝐶𝑇 )和𝐷𝑇 系统噪声的协方差矩阵𝑄、𝑆和𝑅[4].

下面利用子空间辨识方法实现模型 (5)中参数

的估计.通过投影获得系统的状态估计,基于此构造

一个最小二乘,求解𝐴𝑇、𝐵𝑇、𝐶𝑇、𝐷𝑇 等矩阵.利用定

义 1和定义 2, 将𝑌𝑓的行空间正交投影到𝑈𝑓的行空

间正交补空间𝑈⊥
𝑓 上,即

𝑌𝑓/𝑈
⊥
𝑓 = Γ𝑖𝑋𝑖/𝑈

⊥
𝑓 +𝐻𝑠

𝑖 𝑀𝑓/𝑈
⊥
𝑓 +𝑁𝑓/𝑈

⊥
𝑓 . (16)
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由于输出与噪声是不相关的,有

𝑀𝑓/𝑈
⊥
𝑓 := 𝑀𝑓 ,

𝑁𝑓/𝑈
⊥
𝑓 := 𝑁𝑓 .

由此得到

𝑌𝑓/𝑈
⊥
𝑓 =

Γ𝑖𝑋𝑖/𝑈
⊥
𝑓 +𝐻𝑠

𝑖 𝑀𝑓 +𝑁𝑓 . (17)

选择合适的加权矩阵𝑊1和𝑊2, 分别左乘和右乘式

(17)的两端,得到

𝑊1𝑌𝑓/𝑈
⊥
𝑓 𝑊2 =

𝑊1 Γ𝑖︸ ︷︷ ︸
1

𝑋𝑖/𝑈
⊥
𝑓 𝑊2︸ ︷︷ ︸
2

+𝑊1(𝐻
𝑠
𝑖 𝑀𝑓 +𝑁𝑓 )𝑊2︸ ︷︷ ︸

3

. (18)

𝑊1和𝑊2需满足如下条件:

1)𝑊1 Γ𝑖的秩等于Γ𝑖的秩;

2)𝑋𝑖/𝑈
⊥
𝑓 𝑊2的秩等于𝑊1的秩;

3)𝑊1(𝐻
𝑠
𝑖 𝑀𝑓 +𝑁𝑓 )𝑊2 = 0.

如果满足上述条件,则定义矩阵𝑂𝑖为

𝑂𝑖 =
𝑊1𝑌𝑓

𝑈⊥
𝑓 𝑊2

=
𝑊1Γ𝑖𝑋𝑖

𝑈⊥
𝑓 𝑊2

. (19)

对𝑂𝑖进行 SVD分解,得到

𝑂𝑖 = [𝑈1 𝑈2]

[
𝑆1 0

0 0

][
𝑉 T
1

𝑉 T
2

]
, (20)

于是得到

𝑊1Γ𝑖 := 𝑈1𝑆
1/2
1 ,

𝑋𝑖/𝑈
1/2
𝑓 𝑊2 := 𝑆

1/2
1 𝑉 T

2 .

由文献 [12]可知,选取恰当的权矩阵𝑊2,可得到

系统状态序列的卡尔曼滤波估计

�̂�𝑖 = 𝑋𝑖/𝑈
⊥
𝑓 𝑊2.

基于子空间的辨识算法步骤如下.

Step 1: 计算𝑂𝑖和𝑂𝑖+1,分别为

𝑂𝑖 = 𝑊1𝑌𝑓/𝑈
⊥
𝑓 𝑊2,

𝑂𝑖+1 = �̄�1𝑌𝑖+1∣2𝑖−1/𝑈
⊥
𝑖+1∣2𝑖−1�̄�2.

其中

𝑊1 := 𝐼1𝑖, 𝑊2 := (𝑊𝑝/𝑈
⊥
𝑓 )+𝑊𝑝,

�̄�1 := 𝐼1𝑖−1, �̄�2 := (𝑊0∣𝑖/𝑈⊥
𝑖+1∣2𝑖−1)

+𝑊0∣𝑖.

Step 2: 对𝑂𝑖进行奇异值分解,得到

𝑂𝑖 = [𝑈1 𝑈2]

[
𝑆1 0

0 0

][
𝑉 T
1

𝑉 T
2

]
.

Step 3: 根据𝑆1中非零奇异值的大小关系确定系

统阶数.

Step 4: 计算Γ𝑖和Γ𝑖−1,有

Γ𝑖 = 𝑊+
1 𝑈1𝑆

1/2
1 , Γ𝑖−1 = Γ𝑖,

其中Γ𝑖为由Γ𝑖前 (𝑖− 1)× 1行数据组成的矩阵.

Step 5: 计算状态变量序列

�̂�𝑖 = Γ+
𝑖 𝑂𝑖, �̂�𝑖+1 = Γ+

𝑖−1𝑂𝑖+1.

Step 6: 通过最小二乘估计系统的参数,包括确定

矩阵𝐴𝑇、𝐵𝑇、𝐶𝑇 和𝐷𝑇 .

Step 7: 由残差值得到噪声协方差矩阵𝑄、𝑆和

𝑅.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

考虑仿真对象的传递函数为

𝑆𝑐 =
𝑠+ 0.8

𝑠2 + 0.8𝑠+ 0.8
.

取

𝑝 = 2, 𝜏1 =
√
2− 1 s, 𝜏1 =

√
2− 1 s,

则

𝑡1 = 𝜏1 =
√
2− 1 s, 𝑡2 = 𝜏1 + 𝜏2 = 𝑇 = 1 s.

非均匀采样系统的离散状态空间模型为

𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇 ) =[
0.226 59 −0.480 86

0.601 07 0.707 45

]
𝑥(𝑘𝑇 )+[

0.154 03 0.446 65

0.221 29 0.144 4

][
𝑢(𝑘𝑇 )

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1)

]
,

𝑦(𝑘𝑇 ) =[
1 0.8

0.939 05 0.475 57

]
𝑥(𝑘𝑇 )+[

0 0

0.405 53 0

][
𝑢(𝑘𝑇 )

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1)

]
+

[
𝑣(𝑘𝑇 )

𝑣(𝑘𝑇 + 𝑡1)

]
.

仿真时, 输入 {𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖), 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝− 1},

采用零均值方差为 1的不相关可测随机变量序列,

𝑣(𝑘𝑇 )和 𝑣(𝑘𝑇 + 𝑡1)采用不同噪声方差和信噪比,即

𝜎2 = 0.12, 𝛿𝑛𝑠 = 17.18%;

𝜎2 = 0.152, 𝛿𝑛𝑠 = 31.54%.

且零均值方差为𝜎2的白噪声序列. 选取模型阶数初

始值为 10.

在噪声的方差为𝜎2 = 0.12, 信噪比为 𝛿𝑛𝑠 =

17.18%时, 模型的奇异值为 0.383 1, 0.095 9, 0.002 5,

0.000 9, 0.000 8, 0.000 8, 0.000 7, 0.000 6, 0.000 6,

0.000 5. 显然, 第 1个值和第 2个值最大, 其余值接

近零; 当噪声方差为𝜎2 = 0.152, 信噪比为 𝛿𝑛𝑠 =

31.54%时, 模型的奇异值为 0.385 3, 0.091 8, 0.018 7,

0.003 8, 0.003 5, 0.003 3, 0.003 1, 0.002 4, 0.002 2,

0.002 0. 同样, 第 1个值和第 2个值最大,其余值接近

零. 因此, 选取模型阶数为 2阶. 之后, 在噪声不同方

差和信噪比下,进行 50次蒙特-卡罗实验,每次实验选

取不同的噪声序列, 但每次输入相同.实验数据长度
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𝑗 = 3000,数据行块数 𝑖 = 10,估计模型的参数,给出

Bode频率特性曲线如图 2和图 3所示.
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图 2 信噪比 𝛿𝑛𝑠 = 17.18%估计模型的Bode图

显然, 当噪声的方差为𝜎2 = 0.12, 信噪比为 𝛿𝑛𝑠

= 17.18%时, 辨识模型的低频段较好地跟踪了原非

均匀多采样率系统在低频段的变化趋势, 偏差很小;

当噪声的方差为𝜎2 = 0.152,信噪比为 𝛿𝑛𝑠 = 31.54%

时,辨识模型的低频段仍能跟踪原非均匀多采样率系

统在低频段的变化趋势,偏差仍很小.

图 4和图 5分别为在不同信噪比下,对于状态转

移矩阵𝐴的特征值估计分布图. 图 4和图 5中, 直线

的交叉点表示矩阵𝐴的真实特征值,可见,对于复数

对 {0.467 0 ± 0.480 9 j}这两个特征值,本文算法在不

同信噪比下,给出的估计能够围绕真实系统的特征值

均匀分布.因此, 本文所提出的辨识算法具有一定的

鲁棒性,在高信噪比的情况下仍能跟踪系统的变化.
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图 3 信噪比 𝛿𝑛𝑠 = 31.54%估计模型的Bode图
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图 4 信噪比 𝛿𝑛𝑠 = 17.18%的特征值变化

0.3 0.5 0.7 0.9
-0.6

-0.3

0

0.3

0.6

real axis

+
j

图 5 信噪比 𝛿𝑛𝑠 = 31.54%的特征值变化
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5 结结结 论论论

针对非均匀多采样率系统难于辨识的问题,本文

由机理模型入手,从因果关系上, 通过提升变量解决

描述系统的状态空间方程问题.基于正交投影、斜交

投影等算子,利用子空间方法估计了状态空间方程的

系数矩阵,达到了建模的目的. 仿真分析表明,所提出

的方法具有简单、便捷、鲁棒性强等特点.
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