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摘 要: 研究一类单输入单输出动态不确定非线性系统的几乎干扰解耦问题.首先设计一类新型的模糊高增益观测

器估计非线性系统的未知状态;然后结合自适应模糊 backstepping控制、小增益定理和改变供能函数方法,给出鲁棒

自适应模糊控制器的设计.所设计的控制器不仅可以保证整个闭环系统在输入到状态实际稳定意义下稳定,同时抑

制了干扰对输出的影响.仿真结果表明了所提出控制方法的有效性.
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Abstract: The problem of disturbance decoupling with stability is investigated for a class of single-input single-output(SISO)

nonlinear systems, in which the states are not available for feedback. A novel fuzzy adaptive high-gain observer is firstly

designed to estimate the unmeasured states. Then, by combining adaptive fuzzy backstepping design and small-gain theorem

with supplying function, an output feedback control design is described to achieve the asymptotic stability of the closed-loop

system in the sense of input-to-state practically stability(ISpS) with respect to the disturbance input, while the effect of the

disturbance on output is diminished to an arbitrary degree of accuracy. Simulation results show the effectiveness of the

proposed approach.
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0 引引引 言言言

解决外界干扰对非线性系统输出影响的问题可

分为干扰解耦[1]和干扰抑制[2](或几乎干扰解耦[3])两

类: 干扰解耦是指外界干扰对系统输出的影响被完全

消除,即完全干扰解耦;干扰抑制是指当外部干扰对

系统输出的影响无法完全消除时,考虑尽量抑制外界

干扰对系统输出的影响, 即设计控制器实现在𝐿𝑝增

益的意义下,外界干扰对系统输出的影响任意小. 非

线性系统的几乎干扰解耦问题是由Marino等[3]提出

的, 目前, 关于此问题的研究已取得了许多理论成果

和实际应用[1-4].文献 [1-3]在解决几乎干扰解耦问题

时均以假设系统中非线性函数完全已知且满足匹配

条件.为了放宽这一限制,许多学者将自适应模糊控

制[5]与 backstepping设计[6]相结合来解决不满足匹配

条件的非线性不确定系统几乎干扰解耦问题[4]. Chen

等[4]针对MIMO嵌入式下三角结构的非线性不确定

系统,提出了模糊自适应 backstepping控制方法,不仅

保证了整个闭环系统的稳定性, 而且在𝐿2 增益的意

义下抑制了干扰对输出的影响.

带有未建模动态的非线性不确定系统的鲁棒控

制是控制领域的研究重点,这类系统的鲁棒控制问题

得到了广泛的研究[7-10]. 文献 [7-8]分别引入小增益定

理和动态信号来解决带有未建模动态的非线性不确

定系统的鲁棒控制问题,但均未考虑外界干扰对系统

的影响.虽然文献 [9-10]通过引入改变供能函数的方
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法来解决带有不确定输入动态非线性系统的鲁棒几

乎干扰解耦问题, 但是只考虑了干扰对输出的影响,

没有考虑干扰对系统内部的影响, 而且文献 [1-4,7-

8]的非线性鲁棒控制方法都是在系统状态完全可测

的条件下设计的. 事实上,多数实际非线性系统的状

态不完全可测,针对此类非线性系统,文献 [11-13]分

别设计了不同的高增益观测器, 基于 backstepping方

法给出输出反馈控制器的设计, 并利用Lyapunov函

数证明了整个闭环系统的稳定性.

综合以上问题, 本文针对单输入单输出 (SISO)

非线性不确定系统,应用模糊逻辑系统逼近未知函数,

设计一种新型高增益观测器来估计不可测状态.基于

backstepping设计、小增益定理和改变供能函数的方

法, 提出了模糊自适应输出反馈控制器的设计方案.

所提出的控制方案可以保证: 当外部干扰不存在时,

受控系统的所有信号一致有界; 当外部干扰存在时,

受控系统从干扰到输出的某一固定增益任意小,同时

以干扰为输入的受控系统是输入到状态实际稳定的.

同时, 所研究的 SISO非线性系统与以往文献比较有

以下优点: 1)非线性系统存在不确定性和未建模动

态, 且部分状态不可测; 2)非线性系统不仅考虑干扰

对控制输出的影响,而且考虑干扰对系统状态的影响.

1 问问问题题题描描描述述述和和和模模模糊糊糊逻逻逻辑辑辑系系系统统统

1.1 问问问题题题描描描述述述

本文考虑如下一类SISO非线性不确定系统:⎧⎨⎩

�̇� = 𝑞0(𝑡, 𝑧, 𝑦) + 𝑞1(𝑡, 𝑧, 𝑦)𝜔,

�̇�𝑖 = 𝑥𝑖+1 + 𝑓𝑖(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖) + ℎ𝑖(𝑡, 𝑧, 𝑥)𝜔,

�̇�𝑛 = 𝑢+ 𝑓𝑛(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛) + ℎ𝑛(𝑡, 𝑧, 𝑥)𝜔,

𝑦 = 𝑥1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1.

(1)

其中: 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)T ∈ 𝑅𝑛为系统的状态向量;

𝑢 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑅分别为系统的控制输入和输出; 𝜔 ∈ 𝑅𝑠

为系统的外部扰动; 𝑧 ∈ 𝑅𝑛0为不可测的部分状态;

𝑓𝑖为未知的光滑函数; 𝑞0, 𝑞1和ℎ𝑖为不确定且满足

Lipschitz条件的连续函数. 本文假设仅有系统的输出

𝑦可测,其余系统状态皆不可测.

假 设 1[7-11] 系 统 (1)中 𝑧-子 系 统 存 在 ISpS-

Lyapunov函数𝑉0,即对于任意的 𝑡 ∈ 𝑅+, 𝑧 ∈ 𝑅𝑛0 , 𝑦 ∈
𝑅和𝜔 ∈ 𝑅𝑠, 存在𝐾∞函数𝛼, �̄�, 𝛼0, 𝛾0, 𝛾1和正常数

𝑐0满足

𝛼(∣𝑧∣) ⩽ 𝑉0(𝑡, 𝑧) ⩽ �̄�(∣𝑧∣), (2)

∂𝑉0
∂𝑡

(𝑡, 𝑧) +
∂𝑉0
∂𝑧

(𝑡, 𝑧)[𝑞0(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑞1(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝜔] ⩽

𝛼0(∣𝑧∣) + 𝛾0(∣𝑦∣) + 𝛾1(∣𝜔∣) + 𝑐0, (3)

其中 ∣ ⋅ ∣为向量的欧氏范数.

假设 2 对于任意的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑡 ∈ 𝑅+, 𝑧 ∈ 𝑅𝑛0

和 𝑦 ∈ 𝑅, 存在正常数𝜓𝑖0、光滑非负函数𝜓𝑖1和𝜓𝑖2,

使得

∣ℎ𝑖(𝑡, 𝑧, 𝑥)∣ ⩽ 𝜓𝑖1(∣𝑦∣) + 𝜓𝑖2(∣𝑧∣) + 𝜓𝑖0, (4)

其中𝜓𝑖1(0) = 𝜓𝑖2(0) = 0.

假设 3[12-13] 对于任意的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 系统 (1)中

的光滑函数 𝑓𝑖(𝑥𝑖)满足局部Lipschitz条件,即对于任

意的 𝑡 ∈ 𝑅+, 𝑥𝑖, �̂�𝑖 ∈ 𝑅𝑖,存在局部的Lipschitz非负函

数𝐿(𝑦)满足

∣𝑓𝑖∣ ⩽ 𝐿(𝑦)(∣𝑥2 − �̂�2∣+ ∣𝑥3 − �̂�3∣+ ⋅ ⋅ ⋅+ ∣𝑥𝑖 − �̂�𝑖∣).
(5)

其中: 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥𝑖)− 𝑓𝑖(�̂�𝑖); 𝑥𝑖 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖)T为系
统 (1)的部分状态向量; �̂�𝑖 = (�̂�1, �̂�2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑖)T为𝑥𝑖 =

(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖)T的估计.

1.2 模模模糊糊糊逻逻逻辑辑辑系系系统统统

存在模糊逻辑系统

𝑦(𝑥) = 𝜃T𝜑(𝑥). (6)

其中: 𝜃 ∈ 𝑅𝑛为参数向量, 𝜑(𝑥)为模糊基函数向量.

引理 1[5] 𝑓(𝑥)为紧集Ω内的连续函数, ∀𝜀 > 0,

存在模糊逻辑系统 (6)使得

sup
𝑥∈Ω

∣𝑓(𝑥)− 𝜃T𝜑(𝑥)∣ ⩽ 𝜀.

注 1 存在闭集

Ω̄ = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛∣∣𝑥∣ ⩽𝑀},
其中𝑀是任意的. 定义系统 (1)中的 𝑓𝑖(𝑥𝑖)为闭集 Ω̄

上的光滑函数,根据引理 1,必然存在模糊逻辑系统逼

近 𝑓𝑖(𝑥𝑖).

利用模糊逻辑系统逼近 𝑓𝑖,有

𝑓𝑖(�̂�𝑖∣𝜃𝑖) = 𝜃T𝑖 𝜑𝑖(�̂�𝑖), �̂�𝑖 = (𝑦, �̂�2, �̂�3, ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑖)T. (7)

定义最优参数向量为

𝜃∗𝑖 = arg min
𝜃𝑖∈Ω

[ sup
�̂�𝑖∈𝑈

∣𝑓𝑖(�̂�𝑖∣𝜃𝑖)− 𝑓𝑖(�̂�𝑖)∣], (8)

其中Ω和𝑈为关于 𝜃𝑖和 �̂�𝑖的有界闭集
[5].

模糊逼近误差定义为

𝜀𝑖 = 𝑓𝑖(�̂�𝑖)− 𝑓𝑖(�̂�𝑖∣𝜃∗𝑖 ),
𝛿𝑖 = 𝑓𝑖(�̂�𝑖)− 𝑓𝑖(�̂�𝑖∣𝜃𝑖). (9)

假设 4 存在常数 𝛿𝑖0和 𝜀𝑖0, 使得 ∣𝜀𝑖∣ ⩽ 𝜀𝑖0, ∣𝛿𝑖∣
⩽ 𝛿𝑖0. 定义𝑤𝑖 = 𝜀𝑖 − 𝛿𝑖,则有 ∣𝑤𝑖∣ ⩽ 𝜀𝑖0 + 𝛿𝑖0 = 𝑤𝑖0.

1.3 控控控制制制目目目标标标

对于任意给定的正实数 𝜂, 一定存在𝐾-函数 𝛾,

可以设计形如下式的输出反馈控制律:

𝜁 = 𝜐(𝜁, 𝑦), 𝑢 = 𝜇(𝜁, 𝑦), (10)

使得系统满足:

1)当𝜔 = 0时, 闭环系统 (1)和 (10)所有信号一

致有界.
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2)当𝜔 ∈ 𝐿∞时,闭环系统从平衡点出发的输出

𝑦(𝑡)满足w 𝑇

0
∣𝑦(𝑡)∣2d𝑡 ⩽ 𝜂

w 𝑇

0
𝛾(∣𝜔(𝑡)∣)d𝑡+ 𝜋0𝑇, ∀𝑇 > 0.

(11)

2 自自自适适适应应应模模模糊糊糊输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制

2.1 高高高增增增益益益观观观测测测器器器设设设计计计

设计模糊高增益观测器⎧⎨⎩

˙̂𝑥𝑖 = �̂�𝑖+1 + 𝑓𝑖(�̂�𝑖∣𝜃𝑖) + 𝑘𝑖𝑟(𝑡)
𝑖(𝑦 − �̂�1),

˙̂𝑥𝑛 = 𝑢+ 𝑓𝑛(�̂�𝑛∣𝜃𝑛) + 𝑘𝑛𝑟(𝑡)
𝑛(𝑦 − �̂�1),

�̇�(𝑡) = 𝑙(𝑟, 𝑦),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1,

(12)

其中 𝑙(𝑟, 𝑦)为待设计的𝑛+ 1阶连续可微函数.

设 𝑒 = 𝑥− �̂�为观测误差,则观测误差方程为

�̇�𝑖 =

𝑒𝑖+1 + (𝑓𝑖(𝑥𝑖)− 𝑓𝑖(�̂�𝑖)) + 𝛿𝑖(𝑥𝑖, 𝜃𝑖)−
𝑘𝑖𝑟(𝑡)

𝑖(𝑦 − �̂�1) + ℎ𝑖(𝑡, 𝑧, 𝑥)𝜔. (13)

基于高增益观测器的误差分析惯例,定义如下比例误

差:

𝜉𝑖 =
𝑒𝑖

𝑟(𝑡)𝑖−1+𝑎
. (14)

本文假设 𝑎 > 1.

引理 2 对于任意的严格正实数 𝑎, 𝑝和 𝑑, 存在

对称正定矩阵𝑃 满足

𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴 ⩽ −𝑑𝑃, 𝑝𝐼 ⩽ 𝑃 ⩽ 𝐼, 0 < 𝑝 ⩽ 1, (15)

− 𝑎𝑃 ⩽ 𝐷𝑃 + 𝑃𝐷 ⩽ 𝑎𝑃. (16)

其中

𝐷 = diag(0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1), 𝑛 ⩾ 2,

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑘1
−𝑘2 𝐼𝑖−1

...

−𝑘𝑛 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑘1

𝑘2
...

𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
𝐵𝑖 = [ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1︸ ︷︷ ︸

𝑖

⋅ ⋅ ⋅ 0 ]T.

选择 𝑘𝑖使得𝐴是Hurwitz矩阵.

选择Lyapunov函数𝑉𝜉 = 𝜉T𝑃𝜉, 𝑉𝜉对 𝑡求导数得

�̇�𝜉 = 𝜉T𝑃𝜉 + 𝜉T𝑃𝜉. (17)

由式 (13)和 (14)可得

𝜉 =

𝑟(𝑡)𝐴𝜉 − �̇�(𝑡)

𝑟(𝑡)
(𝑎𝐼 +𝐷)𝜉+

𝑛∑
𝑖=1

𝐵𝑖
[𝑓𝑖(𝑥𝑖)− 𝑓𝑖(�̂�𝑖)] + 𝛿𝑖 + ℎ𝑖𝜔

𝑟(𝑡)𝑖−1+𝑎
. (18)

利用引理 2和假设 3,将式 (19)代入 (17)可得

�̇�𝜉 ⩽

− 𝑑𝑟(𝑡)𝜉T𝑃𝜉 − 2𝑎
�̇�(𝑡)

𝑟(𝑡)
𝜉T𝑃𝜉 + 2∣𝜉T∣∣𝑃𝛿∣−

�̇�(𝑡)

𝑟(𝑡)
𝜉T(𝐷𝑃 + 𝑃𝐷)𝜉 + ∣𝜉T∣∣𝑃ℎ𝜔∣+

2𝐿(𝑦)

𝑛∑
𝑖=2

∣𝜉T𝑃𝑖∣(∣𝜉2∣+ ∣𝜉3∣+ ⋅ ⋅ ⋅+ ∣𝜉𝑖∣) ⩽

− 𝑑𝑟𝜉T𝑃𝜉 + 2∣𝜉T∣∣𝑃𝛿∣+ 2∣𝜉T∣∣𝑃ℎ𝜔∣−[
𝑎
(2�̇�(𝑡)
𝑟(𝑡)

− ∣�̇�(𝑡)∣
𝑟(𝑡)

)
− 2(𝑛− 1)𝐿(𝑦)√

𝑝

]
𝜉T𝑃𝜉. (19)

其中

𝛿 = [𝛿1, 𝛿2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑛]T, ℎ = [ℎ1, ℎ2, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑛]T.
为了保证不等式 (19)中

𝑎
(2�̇�(𝑡)
𝑟(𝑡)

− ∣�̇�(𝑡)∣
𝑟(𝑡)

)
− 2(𝑛− 1)𝐿(𝑦)√

𝑝
> 0,

选取高增益函数

�̇�(𝑡) = −𝑟(𝑡)
𝑎

[𝑑
3
(𝑟(𝑡)− 1)− 2(𝑛− 1)√

𝑝
𝐿(𝑦)

]
. (20)

其中: 𝑟(0) = 1, 𝑟(𝑡) ⩾ 1. 选取合适的Lyapunov函数

𝑉𝑟, 使得当 𝑦(𝑡)有界时, 增益函数 𝑟(𝑡)也是有界

的[12-13].

注 2 通过Lyapunov稳定性分析可得到 𝑟(𝑡)的

微分方程 (20),用反证法进行证明 𝑟(𝑡)⩾1. 若 𝑟(𝑡)<1,

则根据式 (20)和引理 2, 有 �̇�(𝑡) > 0, 那么 𝑟(𝑡) ⩾ 𝑟(0)

= 1. 与假设 𝑟(𝑡) < 1矛盾,故 𝑟(𝑡) ⩾ 1,保证 𝑟(𝑡) ∕= 0.

利用Young不等式 2𝑎T𝑏 ⩽ 𝜀∣𝑎∣2 + ∣𝑏∣2/𝜀,可得
2∣𝜉T∣∣𝑃ℎ𝜔∣ ⩽
12𝑝

𝑑
∣𝑃 ∣2

[ 𝑛∑
𝑖=1

𝜓𝑖1(∣𝑦∣)
]4
+

12𝑝

𝑑
∣𝑃 ∣2

[ 𝑛∑
𝑖=1

𝜓𝑖2(∣𝑧∣)
]4

+
12𝑝

𝑑
∣𝑃 ∣2𝜔4+

12𝑝

𝑑
∣𝑃 ∣2

[ 𝑛∑
𝑖=1

𝜓𝑖0

]2
𝜔2 +

𝑑

4𝑝
∣𝜉∣2, (21)

2∣𝜉T∣∣𝑃𝛿∣ ⩽ 2𝑝

𝑑
∣𝑃𝛿0∣2 + 𝑑

2𝑝
∣𝜉∣2. (22)

将式 (20)∼ (22)代入 (19),得到

�̇�𝜉 ⩽ − 1

4
𝑑𝜉T𝑃𝜉 +

2𝑝

𝑑
∣𝑃𝛿0∣2 + 𝜙1(𝑦)+

𝜙2(𝑧) + 𝜙0𝜔
2 +

12𝑝

𝑑
∣𝑃 ∣2𝜔4. (23)

由假设 2可知, 𝜙1(𝑦)和𝜙2(𝑧)均为非负光滑函数, 𝜙0
为正常数.

2.2 模模模糊糊糊自自自适适适应应应backstepping设设设计计计

本节利用 backstepping技术设计模糊自适应控

制器和参数自适应律. 模糊自适应 backstepping输出

反馈控制基于如下假设:
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𝜒1 = 𝛽′(𝑦2)𝑦,

𝜒𝑖 = �̂�𝑖 − 𝜗𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (24)

Step 1 根据式 (1)和 (12), 𝑦对时间 𝑡求导数得

�̇� = 𝑥2 + 𝑓1(𝑥1) + ℎ1(𝑡, 𝑧, 𝑥)𝜔 =

�̂�2 + 𝑟(𝑡)1+𝑎𝜉2 + 𝑓1(𝑥1∣𝜃∗1) + 𝜀1 + ℎ1(𝑡, 𝑧, 𝑥)𝜔 =

�̂�2 + 𝑟(𝑡)1+𝑎𝜉2 + 𝜃T1 𝜑1(𝑥1)+

𝜃T1 𝜑1(𝑥1) + 𝜀1 + ℎ1(𝑡, 𝑧, 𝑥)𝜔. (25)

选择Lyapunov函数

𝑉1 = 𝑉𝜉 +
1

2
𝛽(𝑦2) +

1

𝜆1
𝜃T1 𝜃1. (26)

其中: 𝜃1 = 𝜃∗1 − 𝜃1; 𝛽(𝑦2)为光滑 𝑘∞-函数,在后面的

设计中给出; 𝜆1 > 0为设计参数. 下文中 𝛽(𝑦2)简写

为𝛽, 𝑟(𝑡)简写为 𝑟.

由式 (25), 𝑉1对时间 𝑡求导数得

�̇�1 ⩽ �̇�𝜉 + 𝛽′𝑦[𝜒2 + 𝜗1 + 𝜃T1 𝜑1(𝑥1) + 𝑟1+𝑎𝜉2+

𝜀1 + ℎ1𝜔] +
2

𝜆1
𝜃T1 (𝜆1𝛽

′𝑦𝜑1(𝑥1)− 𝜃1). (27)

利用Young不等式,得到

𝛽′𝑦𝑟1+𝑎𝜉2 ⩽ 2𝑝

𝑑
𝑟2+2𝑎(𝛽′𝑦)2 +

𝑑

8𝑝
∣𝜉∣2, (28)

𝛽′𝑦ℎ1𝜔 ⩽ 1

4
(𝛽′𝑦)2𝜓11(∣𝑦∣)2 + 1

2
(𝛽′𝑦)2+

𝜓12(∣𝑧∣)4 + (1 + 𝜓2
10)𝜔

2 +
1

4
𝜔4. (29)

由于𝜙1(𝑦)为光滑函数,存在光滑非负函数𝜙1满

足𝜙1(𝑦) ⩽ 𝑦2𝜙1(𝑦),∀𝑦 ∈ 𝑅.

将式 (23), (28)和 (29)代入 (27)可得

�̇�1 ⩽ − 1

8
𝑑𝜉T𝑃𝜉 +

2𝑝

𝑑
∣𝑃𝛿0∣2 + 𝜙2(𝑧)

4+(1
2
+ 𝜙0 + 𝜓2

10

)
𝜔2 +

(12𝑝∣𝑃 ∣2
𝑑

+
1

4

)
𝜔4+

2

𝜆1
𝜃T1 (𝜆1𝛽

′𝑦𝜑1(𝑥1)− 𝜃1)+

𝛽′𝑦
[
𝜒2 + 𝜗1 + 𝜃T1 𝜑1(𝑥1) + 𝜀1+

𝛽′𝑦𝜓1(𝑦) +
𝑦

𝛽′𝜙1(𝑦)
]
+ 𝜓12(∣𝑧∣)4, (30)

其中𝜓1(𝑦) =
2𝑝

𝑑
𝑟2+2𝑎 +

1

2
+

1

4
𝜓11(∣𝑦∣)2.

选择虚拟控制函数𝜗1和参数自适应律 𝜃1分别为

𝜗1 = −𝑦𝜈1(𝑦2)− 𝛽′𝑦𝜓1(𝑦)− 𝑦

𝛽′𝜙1(𝑦)−

𝜃T1 𝜑1(𝑥1)− 𝜀10 tanh
(𝜀10𝛽′𝑦

𝜅

)
, (31)

𝜃1 = 𝜆1𝛽
′𝑦𝜑1(𝑥1)− 𝜎(𝜃1 − 𝜃10). (32)

其中: 𝜅 > 0, 𝜎 > 0和 𝜃10为设计参数; 𝜈1(𝑦2)为待设

计的不减的光滑函数.

对于任意𝜅 > 0, tanh(⋅)函数满足不等式
𝛽′𝑦𝜀1 − 𝛽′𝑦𝜀10 tanh

(𝜀10𝛽′𝑦
𝜅

)
⩽ 0.278 5𝜅 = 𝜅′.

将式 (31)和 (32)代入 (30)可得

�̇�1 ⩽

− 1

8
𝑑𝜉T𝑃𝜉 − 𝛽′𝑦2𝜈1(𝑦2) + 𝜒1𝜒2+

𝜙2(𝑧) +
(1
2
+ 𝜙0 + 𝜓2

10

)
𝜔2+(12𝑝

𝑑
∣𝑃 ∣2 + 1

4

)
𝜔4 + 𝜓12(∣𝑧∣)4+

2𝑝

𝑑
∣𝑃𝛿0∣2 + 2𝜎

𝜆1
𝜃T1 (𝜃1 − 𝜃10) + 𝜅′. (33)

Step 𝒊(2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1) 𝜒𝑖对时间 𝑡求导数可得

�̇�𝑖 = �̂�𝑖+1 +𝐻𝑖 + 𝜃T𝑖 𝜑𝑖(�̂�𝑖) + 𝑤𝑖−
∂𝜗𝑖−1

∂𝑦
(𝑟1+𝑎𝜉2 + 𝛿1 + ℎ1𝜔), (34)

其中

𝐻𝑖 =

𝑘𝑖𝑟(𝑡)
𝑖(𝑦 − �̂�1) + 𝜃T𝑖 𝜑𝑖(�̂�𝑖)−

𝑖−1∑
𝑘=1

∂𝜗𝑖−1

∂𝜃𝑘
𝜃𝑘−

∂𝜗𝑖−1

∂𝑟
�̇� −

𝑖−1∑
𝑘=1

∂𝜗𝑖−1

∂�̂�𝑘
˙̂𝑥𝑘 − ∂𝜗𝑖−1

∂𝑦
[�̂�2 + 𝜃T1 𝜑1(𝑥1)].

选择Lyapunov函数

𝑉𝑖 = 𝑉𝑖−1 +
1

2
𝜒2
𝑖 +

1

𝜆𝑖
𝜃T𝑖 𝜃𝑖, (35)

选择虚拟控制函数和参数自适应律分别为

𝜗𝑖 = −𝜒𝑖−1 − 𝑐𝑖𝜒𝑖 − 𝜒𝑖

(∂𝜗𝑖−1

∂𝑦

)2

𝜓𝑖−

𝐻𝑖 − 𝑤𝑖0 tanh
(𝑤𝑖0𝜒𝑖

𝜅

)
, (36)

𝜃𝑖 = 𝜆𝑖𝜑𝑖(�̂�𝑖)𝜒𝑖 − 𝜎(𝜃𝑖 − 𝜃𝑖0). (37)

其中: 𝜓𝑖(𝑦) =
1

4
𝜓11(∣𝑦∣)2 +

3

2
+

2𝑖𝑝

𝑑
𝑟2+2𝑎, 𝛾𝑖 > 0和

𝜃𝑖0均为设计参数.

利用Young不等式和 tanh(⋅)函数满足的不等式,

可得到

− 𝜒𝑖
∂𝜗𝑖−1

∂𝑦
(𝑟(𝑡)1+𝑎𝜉2 + 𝛿1) ⩽

𝑑

2𝑖+2𝑝
∣𝜉∣2 + 𝛿210 +

(2𝑖𝑝
𝑑
𝑟(𝑡)2+2𝑎 + 1

)(∂𝜗𝑖−1

∂𝑦

)2

𝜒2
𝑖 ,

(38)

− 𝜒𝑖
∂𝜗𝑖−1

∂𝑦
ℎ1𝜔 ⩽

𝜓12(∣𝑧∣)4 + (1 + 𝜓2
10)𝜔

2+

1

4
𝜔4 +

(
𝜒𝑖
∂𝜗𝑖−1

∂𝑦

)2[1
4
𝜓11(∣𝑦∣)2 + 1

2

]
, (39)

𝜒𝑖𝑤𝑖 − 𝜒𝑖𝑤𝑖0 tanh
(𝑤𝑖0𝜒𝑖

𝜅

)
⩽ 𝜅′, (40)

𝑖∑
𝑘=1

2𝜎

𝛾𝑘
𝜃T𝑘 (𝜃𝑘 − 𝜃𝑘0) ⩽

−
𝑖∑

𝑘=1

𝜎

𝛾𝑘
𝜃T𝑘 𝜃𝑘 +

𝑖∑
𝑘=1

𝜎

𝛾𝑘
∣𝜃∗𝑘 − 𝜃𝑘0∣2. (41)
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𝑉𝑖对时间 𝑡求导数,并将式 (34), (36)∼ (41)代入得到

�̇�𝑖 ⩽

− 1

2𝑖+2
𝑑𝜉T𝑃𝜉 −

𝑖∑
𝑘=2

𝑐𝑘𝜒
2
𝑘 + 𝜒𝑖𝜒𝑖+1+

𝜙2(𝑧) + 𝑖𝜓12(∣𝑧∣)4 − 𝛽′𝑦2𝜈1(𝑦2)+

(𝑖+ 𝜙0 + 𝑖𝜓2
10)𝜔

2 +
(12𝑝∣𝑃 ∣2

𝑑
+
𝑖

4

)
𝜔4+

𝑖𝜅′ +
2𝑝

𝑑
∣𝑃𝛿0∣2 + (𝑖− 1)𝛿210+

𝑖∑
𝑘=1

𝜎

𝜆𝑘
∣𝜃∗𝑘 − 𝜃𝑘0∣2 −

𝑖∑
𝑘=1

𝜎

𝜆𝑘
𝜃T𝑘 𝜃𝑘. (42)

Step𝒏 控制𝑢出现在第𝑛步虚拟设计中, 考虑

选择Lyapunov函数

𝑉 = 𝑉𝑛−1 +
1

2
𝜒2
𝑛 +

1

𝜆𝑛
𝜃T𝑛 𝜃𝑛. (43)

选取控制器𝑢和自适应律 𝜃𝑛分别为

𝑢 = −𝜒𝑛−1 − 𝑐𝑛𝜒𝑛 + 𝜒𝑛

(∂𝜗𝑛−1

∂𝑦

)2

𝜓𝑛−

𝐻𝑛 − 𝑤𝑛0 tanh(𝑤𝑛0𝜒𝑛/𝜅), (44)

𝜃𝑛 = 𝜆𝑛𝜑𝑛(�̂�𝑛)𝜒𝑛 − 𝜎(𝜃𝑛 − 𝜃𝑛0), (45)

其中𝜓𝑛(𝑦) =
1

4
𝜓11(∣𝑦∣)2 + 3

2
+

2𝑛𝑝

𝑑
𝑟2+2𝑎.

𝑉𝑛对时间 𝑡求导数得

�̇�𝑛 ⩽

− 1

2𝑛+2
𝑑𝜉T𝑃𝜉 −

𝑛∑
𝑘=2

𝑐𝑘𝜒
2
𝑘 + 𝜙2(𝑧)+

𝑛𝜓12(∣𝑧∣)4 +
(12𝑝
𝑑

∣𝑃 ∣2 + 𝑛

4

)
𝜔4+

(𝑛+ 𝜙0 + 𝑛𝜓2
10)𝜔

2 − 𝛽′𝑦2𝜈1(𝑦2)+
2𝑝

𝑑
∣𝑃𝛿0∣2 + (𝑛− 1)𝛿210 + 𝑛𝜅′+

𝑛∑
𝑘=1

𝜎

𝜆𝑘
∣𝜃∗𝑘 − 𝜃𝑘0∣2 −

𝑛∑
𝑘=1

𝜎

𝜆𝑘
𝜃T𝑘 𝜃𝑘. (46)

2.3 小小小增增增益益益定定定理理理分分分析析析

定理 1 基于假设 1∼假设 4、引理 1和引理 2,

对动态不确定非线性系统 (1)设计高增益观测器 (12)

和自适应输出反馈控制器 (44),选择虚拟控制器(31)、

(36)、参数自适应律 (32)、(37)和 (45), 当外部干扰不

存在时,使得受控系统的所有信号一致有界.

证证证明明明 当𝜔 = 0时, 首先选取 Step 1引入的光滑

函数 𝜈1(𝑦)满足

𝛽′(𝑦2)𝑦2𝜈1(𝑦2) ⩾ 𝛽(𝑦2). (47)

由于 𝛽′(𝑦2) ∕= 0,一定存在光滑函数 𝜈1(𝑦)使不等式成

立.

因为𝜓𝑖2(∣𝑧∣)为已知的非负光滑函数且𝜓𝑖2(0) =

0,所以存在光滑 𝑘∞-类函数Φ使得

𝜙2(𝑧) + 𝑛𝜓12(∣𝑧∣)4 ⩽ Φ(∣𝑧∣4). (48)

令

𝑐 = min
{ 1

2𝑛+2
𝑑, 2𝑐𝑖, 2, 𝜎

}
,

𝜋0 =
2𝑝

𝑑
∣𝑃𝛿0∣2 + (𝑛− 1)𝛿210 + 𝑛𝜅′+

𝑛∑
𝑘=1

𝜎

𝜆𝑘
∣𝜃∗𝑘 − 𝜃𝑘0∣2,

则式 (46)可进一步表达为

�̇�𝑛 ⩽ −𝑐𝑉𝑛 + Φ(∣𝑧∣4) + 𝜋0. (49)

根据式 (2),对于任意 0 ⩽ 𝜀1 ⩽ 𝑐,式 (49)满足

�̇�𝑛 ⩽ −𝜀1𝑉𝑛. (50)

𝑉𝑛只需要满足

𝑉𝑛 ⩾ max
{2Φ(𝛼−1(𝑉0(𝑧))

4)

𝑐− 𝜀1
,

2𝜋0
𝑐− 𝜀1

}
. (51)

为了满足小增益定理[7]条件, 对于任意 𝜀2 > 0,

式 (47)选取的 𝛽(𝑦2)同时满足

𝛾−1 ∘ 𝛾0(∣𝑦∣) ⩽ 1

4
𝛽(𝑦2) + 𝜀2 ⩽ 1

2
𝑉𝑛 + 𝜀2, (52)

其中运算符号“∘”是函数 𝛾−1和 𝛾0的复合运算.

将式 (52)代入 (3),得到
∂𝑉0
∂𝑧

𝑞(𝑡, 𝑦, 𝑧) ⩽ −𝛼0(∣𝑧∣) + 𝛾(𝑉𝑛) + 𝑐0 + 𝛾(2𝜀2).

(53)

对于任意 0 < 𝜀3 < 1, 𝜀4 > 0,只需满足

𝜀4𝑉0 ⩾ max
{
𝜀4�̄� ∘ 𝛼−1

0 ∘ 2𝛾(𝑉𝑛)

1− 𝜀3
,

𝜀4�̄� ∘ 𝛼−1
0 ∘ 2𝛾(2𝜀2) + 2𝑐0

1− 𝜀3

}
. (54)

式 (53)可以进一步表达为

�̇�0 ⩽ −𝜀3𝛼0(∣𝑧∣) ⩽ −𝜀3𝛼0 ∘ 𝛼(𝑉0(𝑧)). (55)

因此, 在式 (51)和 (54)的条件下, 式 (50)和 (55)成立,

满足小增益引理的条件.

对于任意 𝑠 > 0,选择

𝛾(𝑠) <

1− 𝜀3
2

𝛼0 ∘ �̄�−1 ∘ 𝛼
(√

𝜆−1
(𝑐− 𝜀1

2
𝑠
))
, (56)

𝛾1(𝑠) =
2𝜆

(
𝛼−1

( 1

𝜀4
𝑠
)4)

𝑐− 𝜀1
, (57)

𝛾2(𝑠) = 𝜀4�̄� ∘ 𝛼−1
0 ∘ 2𝛾(𝑠)

1− 𝜀3
. (58)

由式 (56)∼ (58)得到

𝛾1 ∘ 𝛾2 < 𝑠. (59)

根据小增益定理[7], 可知 𝑧-子系统、闭环系统 (12)、

(13)和 (44)是 ISpS,故闭环系统中所有信号均一致有

界,且输出 𝑦收敛于原点的一个邻域内. □

2.4 改改改变变变供供供能能能函函函数数数分分分析析析

定理 2 基于假设 1∼假设 4、引理 1和引理 2,

且假设 1和假设 2中函数 𝛾0, 𝛼0和𝜓𝑖2满足
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lim sup
𝑠→0+

𝛾0(𝑠)

𝑠2
< +∞, lim sup

𝑠→0+

𝜓𝑖2(𝑠)
4

𝛼0(𝑠)
< +∞. (60)

其中

𝛼(𝑠) =
1

4
𝜌 ∘ 𝛼(𝑠)𝛼0(𝑠),

𝛾(𝑠) = 𝜌 ∘ �̄� ∘ 𝛼−1
0 ∘ 6𝛾1(𝑠)𝛾1(𝑠)+

(𝑛+ 𝜙0 + 𝑛𝜓10)𝑠
2 +

(12
𝑑
∣𝑃 ∣2 + 𝑛

4

)
𝑠4.

对动态不确定非线性系统 (1)设计高增益观测器 (12)

和自适应输出反馈控制器 (44), 选择虚拟控制器

(31)、(36)、参数自适应律 (32)、(37)和 (45), 当外部干

扰存在时,使得受控系统从干扰到输出的某一固定增

益任意小,同时以干扰为输入的闭环系统是输入到状

态实际稳定的.

证证证明明明 当𝜔 ∈ 𝐿∞时,首先构造能量函数𝑈0,有

𝑈0(𝑡, 𝑧) =
w 𝑉0(𝑧)

0
𝜌(𝜏)d𝜏. (61)

其中: 𝜌: 𝑅+ → 𝑅+为不减的光滑函数, 且 ∀𝜏 > 0满

足 𝜌(𝜏) > 0; 𝑈0为正定函数. 由式(2)、(3)和 (46), 𝑈0

对时间 𝑡求导数得

�̇�0 ⩽

− 1

2
𝜌 ∘ 𝛼(∣𝑧∣)𝛼0(∣𝑧∣) + 𝜌 ∘ �̄� ∘ 𝛼−1

0 (6𝑐0)𝑐0+

𝜌 ∘ �̄� ∘ 𝛼−1
0 ∘ 6𝛾0(∣𝑦∣)𝛾0(∣𝑦∣)+

𝜌 ∘ �̄� ∘ 𝛼−1
0 ∘ 6𝛾1(∣𝜔∣)𝛾1(∣𝜔∣). (62)

根据式 (46)和文献 [15]中的引理 2, 一定存在函

数 𝜌满足
1

4
𝜌 ∘ 𝛼(∣𝑧∣)𝛼0(∣𝑧∣) ⩾ 𝜙2(𝑧) + 𝑛𝜓12(∣𝑧∣)4. (63)

同样选取函数𝛽(𝑦2)为

𝛽(𝑦2) + 2𝜂−1𝑦2 ⩾ 2𝜌 ∘ �̄� ∘ 𝛼−1
0 ∘ 6𝛾0(∣𝑦∣)𝛾0(∣𝑦∣).

(64)

选取Lyapunov函数𝑉𝑐 = 𝑉𝑛 + 𝑈0, 令自适应律

(32)、(37)和 (45)中𝜎=0.由式 (46)、(47)和 (62)∼ (64),

𝑉𝑐对时间 𝑡求导数得

�̇�𝑐 ⩽

− 𝛼(∣𝑧∣)− 1

2𝑛+2
𝑑𝜉T𝑃𝜉 − 1

2
𝛽(𝑦2)−

𝑛∑
𝑘=2

𝑐𝑘𝜒
2
𝑘 − 𝜂−1𝑦2 + 𝛾(∣𝜔∣) + 𝜋0. (65)

其中

𝜋0 =

2𝑝∣𝑃𝛿0∣2
𝑑

+ (𝑛− 1)𝛿210 + 𝑛𝜅′ + 𝜌 ∘ �̄� ∘ 𝛼−1
0 (6𝑐0)𝑐0,

𝛼和 𝛾均为𝐾-函数.

由式 (65),对于 ∀𝑇 > 0,存在正常数 𝜂满足w 𝑇

0
∣𝑦(𝑡)∣2d𝑡 ⩽ 𝜂

w 𝑇

0
𝛾∣𝜔(𝑡)∣d𝑡+ 𝜋0𝑇.

根据𝑉0的定义和 backstepping设计过程中选取

的𝑉𝑛,可知𝑉𝑐是径向无界的正定函数. 定义

𝑊 (𝑧, 𝑦, 𝜉, 𝜒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜒𝑛) =

𝛼(∣𝑧∣) + 1

2𝑛+2
𝑑∣𝜉∣2+

𝑛∑
𝑘=2

𝑐𝑘𝜒
2
𝑘 +

1

2
𝛽(𝑦2) + 𝜂−1𝑦2,

则式 (65)可进一步表达为

�̇�𝑐 ⩽ −𝑊 + 𝛾(∣𝜔∣) + 𝜋0. (66)

根据𝜒𝑘的定义, 显然𝑊 也是径向无界的正定函数.

利用文献 [14-15]中的 ISpS定理,系统 (1)以𝜔为输入

是输入到状态实际稳定的. □

注 3 由定理 1和定理 2可知, 存在KL-函数 𝛽𝑐

和正常数 𝑑𝑐使得

∣(𝑧(𝑡), 𝜉(𝑡), 𝑦(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜒𝑛(𝑡))∣ ⩽
𝛽𝑐(∣𝑧(0), 𝑦(0), 𝜉(0), 𝜒(0)∣, 𝑡) + 𝑑𝑐.

由式 (13)、(14)和 (24)可知, (𝑧(𝑡), 𝑥(𝑡), �̂�(𝑡))有界.

3 仿仿仿真真真研研研究究究

考虑如下非线性系统:

�̇� = −𝑧(𝑡)3 + 𝑦(𝑡)2,

�̇�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) +
𝑥1 − 𝑥31
1 + 𝑥41

+ 𝑧(𝑡)3𝜔1,

�̇�2(𝑡) = 𝑢(𝑡)− e−𝑥2
1 sin(5𝑥1) + 𝜔2,

𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡). (67)

其中𝜔1 = sin(𝑡)和𝜔2 = 1为外部干扰.

根据假设 1和假设 2,选取

𝑉0 = 𝑧2, 𝛼(∣𝑧∣) = �̄�(∣𝑧∣) = 𝑧2, 𝛼0(∣𝑧∣) = 𝑧4,

𝛾0(∣𝑦∣) = 3× 41/3

4
∣𝑦∣8/3, 𝛾1(∣𝜔∣) ≡ 0,

𝜓𝑖1 = 𝜓22 ≡ 0, 𝜓12(∣𝑧∣) = ∣𝑧∣3, 𝜓𝑖0 = 1,

𝑖 = 1, 2.

选取模糊隶属函数

𝜇𝐹 𝑙
1
(𝑥1) = exp

[
− (𝑥1 − 3 + 𝑙)2

16

]
,

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5;

𝜇𝐹 𝑙
2
(𝑥1) = exp

[
− (𝑥1 − 3 + 𝑙)2

4

]
,

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5.
虚拟控制器和模糊控制器的设计参照式 (31)和

(44),高增益函数的选取参照式 (20),其中𝐿(𝑦) = 1.5,

光滑函数 𝜈1满足

𝜈1(𝑠) ⩾
3× 41/3

4
𝑠1/3𝜌

(√3× 41/3

2
𝑠2/3

)
.

对于任意 𝑠 ⩾ 0,有 𝜌(𝑠) ⩾ 16𝑠4. 设计参数和初值

选取如下:
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𝑘1 = 2, 𝑘2 = 22, 𝛾1 = 𝛾2 = 0.01,

𝜎 = 0.1, 𝜀10 = 𝜀20 = 0.1,

𝜂 = 15, 𝑐 = 5, 𝜃10 = 𝜃20 = 0,

𝑥1(0) = 1.4, 𝑥2(0) = −1.4,

�̂�1(0) = 0.2, �̂�2(0) = 0, 𝑟(0) = 1, 𝑧(0) = 0,

𝜃1(0) = [𝜃11(0), 𝜃12(0), 𝜃13(0), 𝜃14(0), 𝜃15(0)] =

[−0.4, 0.2, 0, 0.1, 0.3],

𝜃2(0) = [𝜃21(0), 𝜃22(0), 𝜃23(0), 𝜃24(0), 𝜃25(0)] =

[0.4, 0.2, 0,−0.1, 0.8].

研究参数 𝑎, 𝑑, 𝑝的变化对系统的影响如下:

情况 1) 𝑑 = 20, 𝑎 = 3, 𝑝 = 0.5;

情况 2) 𝑑 = 20, 𝑎 = 3, 𝑝 = 0.9;

情况 3) 𝑑 = 20, 𝑎 = 6, 𝑝 = 0.9;
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图 1 仿真实验曲线 (情况 1)和情况 2))

情况 4) 𝑑 = 20, 𝑎 = 2, 𝑝 = 0.9;

情况 5) 𝑑 = 22, 𝑎 = 3, 𝑝 = 0.9;

情况 6) 𝑑 = 18, 𝑎 = 3, 𝑝 = 0.9.

仿真结果如图 1∼图 3所示. 图 1为系统在选取

情况 1)和情况 2)参数时系统输出、观测误差和控制

输入的轨迹. 由图 1可见,当参数 𝑑和 𝑎固定时,参数 𝑝

选取得越小, 观测误差 𝑒1、𝑒2和输出 𝑦的收敛速度越

快. 图 2为系统在选取情况 3)和情况 4)参数时系统

输出、观测误差和控制输入的轨迹.由图 2可见,当参

数 𝑑和 𝑝固定时, 参数 𝑎选取得越大, 观测误差 𝑒1、𝑒2

和输出 𝑦的收敛速度越快. 图 3为系统在选取情况 5)

和情况 6)参数时系统输出、观测误差和控制输入的

轨迹. 由图 3可见, 当参数 𝑎和 𝑝固定时, 参数 𝑑选取

得越大,观测误差 𝑒1、𝑒2和输出 𝑦的收敛速度越快.
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图 2 仿真实验曲线 (情况 3)和情况 4))
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图 3 仿真实验曲线 (情况 5)和情况 6))

4 结结结 论论论

针对 SISO不确定非线性系统,基于模糊自适应

控制和 backstepping方法, 给出了输出反馈控制器的

设计.通过Lyapunov稳定性、小增益理论和供给函数

设计分析,证明了整个闭环系统以干扰为输入的 ISpS

稳定,在某固定增益的意义上抑制了干扰对输出的影

响.最后通过仿真实验表明了所提出方法的有效性.
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