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摘要 本文研究了考虑 Beavers-Joseph滑移边界条件的由渗透性多孔介质围绕的不同形状流道中的分

散两相流动问题。在考虑多孔介质的渗透作用时，Beavers-Joseph滑移边界条件相比于经典无滑移条

件更能准确描述流道内的实际速度。本文中考虑了两种形状的流道：一种是常用的平行板模型，另

一种是更接近实际情况的边界按正弦规律变化的流道。通过摄动理论，得到了不同条件下，流动通

道内压力差，流线及相应速度分布的解析解表达式。沿流道长度方向的压力差和流量关系通过数值

积分计算得到。关于滑移参数、颗粒相体积分数、流道宽度长度比和流道形状对两相流流动的影响

进行了图示分析。结果表明，平行板模型会低估流动阻力，而流体在粗糙流道内的流动阻力更大；

滑移条件将使流道内流速较无滑移条件时明显增大，流量也会有较大增加；在正弦流道内会出现旋

回现象。
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引 言

流体在具有渗透边界的流道内的流动存在

于许多工业、环境和生物应用中，如石油开

采，燃料电池，燃油过滤器中的流动，可反应

堆，污染物在地下水中的传输以及血液在血管

里的流动。过去的几十年，相应的流动机制已

经获得了广泛地研究。但是，大部分研究局限

于单相流动。

根据两相流体界面形状，两相流动可以分

为三类：分离流，混合流和分散流 1。这里我

们只关注分散流。典型的分散流有碳酸盐岩油

藏中的油水两相流，燃料电池中气水两相流和

河流中沉积物的运输。对分散两相流，假设其

中一相是被稀释的由球形含入物如固体颗粒、

液滴和气泡组成，并由另一流体相携带。颗粒

物质对流体相的作用通过添加到 N-S方程右边

的源项表示。如果颗粒相可以被认为是连续介

质的话，那么由两个连续方程和两个动量方程

构成的两相模型是可以使用的。本文中使用的

动量和质量方程是被广泛应用并由连续方法推

导得到的 2-4。

本文考虑分散两相流在由多孔介质包围的

自由流道内的流动。相比不渗透边界，渗透边

界会增加流道内流体的流体速度。此时，适用

于不渗透边界的无滑移条件不能体现流道内的

真实速度。不同的边界条件已经推导得到，但

尚未得到统一的结论。在 Beavers 和

Joseph5的研究中，他们采用 N-S方程对

自由流动区域中的牛顿流体的流动进行

描述，描述均质多孔介质中的渗流采用

Darcy定律。由于相应偏微分方程阶次不

同，Beavers- Joseph边界条件（以下简称

BJ条件）被提出，结果通过实验进行了

验证。引入的无因次常数α和表征渗透物

质结构的参数相关，变化范围为 0.1 到

4。
Neal和 Nader6于 1974年提出在多孔介质

中 使 用 Brinkman 方 程。 由 于 N-S 方 程 和

Brinkman方程是同阶的，因此他们认为速度和

应力在交界面处应该是连续的。若将滑动系数

取值为μe/μ=α2，Neal和 Nader获得了自由流动

区域中和 Beavers和 Joseph的一个解等价的结



果。这种方法存在的主要问题是尽管有一些研

究 7-12致力于确定有效粘度，但是迄今为止想

要精确地预测指定介质的有效粘度是不可能

的。另外，布里克曼修正的有效性也不断受到

挑战 13-15。1992年 Sahraoui和 Kaviany16对多孔

介质和自由流动区域间交界面处的水动力边界

条件进行了数值研究。他们对滑动系数进行了

计算，并发现布里克曼方程不能令人满意地模

拟多孔介质中的流场。然而这个问题可以通过

在多孔介质中使用变化的有效粘度来克服，并

且通过实验 17进行了验证。

一些学者已经研究了滑移作用对流

动的影响，如 El-Shehawy18等人。Ali19

研究了滑移作用对考虑变粘度的MHD流

体蠕动传输的影响。Hayat20等人考虑了

部分滑移对多孔介质中的蠕动流的影

响。Mishra和 Rao21研究了两层流动系统

中 的 蠕 动 传 输 ： 多 孔 介 质 中 使 用

Brinkman 方 程 和 由 Ochoa-Tapia 和

Whitaker22推导得到的切应力跳跃边界条

件。Ravi Kumar23研究了有限长管子中蠕

动传输并使用了 BJ边界条件。但已有研

究都局限于单相流，本文主要关注滑移

作用下的分散两相流在不同流道内的流

动。

在第一部分，首先阐述了流动问

题，给出了无因次分散两相流数学模

型。第二部分使用摄动方法获得了两相

流的解析解。通过沿流道中心对压力梯

度积分，在第三部分得到了无因次压力

变化和流量的关系。数值结果和对结果

的讨论在第四部分给出。第五部分对全

文进行了总结。

1 数学模型

考虑长 L宽 2h的二维对称流道，其中被

颗粒和不可压缩粘性牛顿流体占据，如图 1。

流道和多孔介质间的上界面表示为
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根据壁面形状的不同，h1* (x*)被赋予不同

的值。对于裂缝类介质中的流动，人们经常使

用平行板模型描述岩石中的裂缝，裂缝具有平

滑表面开度为 h。但是实际的裂缝表面都是起

伏不定而且是部分接触的 24。考虑界面是不平

滑的，我们构建了二维粗糙流道，界面按正弦

规律起伏。

图 1流动结构示意图，h1* (x*)=0

在多孔介质Ωp中，流体相填充流动空间，

流动服从达西定律。达西速度可以表示为
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其中 uD*表示达西速度，k表示多孔介质渗

透率，流体粘度为μf。负号表示达西速度的方

向和压力梯度的方向相反。关于达西定律的一

个重要假设是孔隙尺度上的雷诺数 Rep要足够

小。在多孔介质中，如果 Rep小于 0.1那么惯

性作用可以忽略。雷诺数 Rep表示为
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在自由流流道Ωf内，分散两相流存在。颗

粒和边界壁面之间的相互作用忽略。流体相和

颗粒相相应的质量和动量方程如下 25-28。
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在方程(1)-(6)中，(uf , vf)表示流体相速

度；(up , vp)表示颗粒相速度。C表示颗粒

的体积分数，ρf , ρp表示流体相和颗粒相

的真实密度，Cρp , (1-C) ρf是混合中颗粒

相和流体相的粘度。P表示压力，μs(C)是
混合粘度，S是拖曳系数，表示一相作用

在另外一相上的力。

当颗粒浓度很小时，可以忽略颗粒间的互

相作用。文中体积分数 C取为常数。拖曳系数

S表示为
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对 于 本 文 中 的 问 题 ， 由 Charm 和

Kurland39得到的经验公式用于计算混合

粘度μs(C)。
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本文应用 BJ边界条件。该条件可写为
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这里 uin表示界面上的剪切速度；k是多

孔介质渗透率，α是无因次经验系数。相应的

边界条件为
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引入流函数
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以及无因次变量
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定义悬浮参数

L

h

C

Sh
N

C

Sh
M

C

hu
R

s

ss






















,
)1(

,
)1(

,
)1(

p

f
2

2
fD

(13)

通过交叉微分消掉压力项，相应的无因次

动量方程表示为
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 








正弦通道

平行通道

10)41(2sin1

101
)(

xx

x
xH



其中φ表示正弦界面的无因次振幅。半流

道内的流体相体积流量为
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其中β=-k1/2/hα是一个无因次参数，这里

成为滑移系数。α是 BJ边界条件中引入的无因

次参数。

2 摄动解

基于小参数ε（流道宽度和长度比），使

用摄动方法求解方程。将流动量按ε的幂级数展

开







































x

P

x

P

x

P

x

P

FFFF

vvvv

uuuu

pppp

ffff

2210

2
2

10

2
2

10

2
2

10

2
2

10

2
2

10













(17)

将方程(17)带入方程(14) (16)并将具有

关于ε相同指数的项进行组合，方程可以

化简为一系列线性方程。

2.1 零阶系统的解

零阶方程为
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流函数的解
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2.2 一阶系统的解

一阶方程为
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流函数的解为
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流函数Ψf (x, y)和Ψp (x, y)直到一阶的解
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将 F0= F(1) -εF1带入流函数直到一阶的组

合解中，并忽略高于 O(ε)的项，得到流函数关

于无因次流量的解。

3 压力差

将方程(17)带入到无因次动量方程并

合并具有关于ε相同指数的项，得到零阶

和一阶压力梯度。
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沿流道长度方向的无因次压力差定义为
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由于该压力差独立于坐标 y，积分(24)可
以沿 y=0 进行。将方程 (23)带入到 (24)
中，有
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同样，将 F0= F(1) -εF1带入到方程(24)中
并忽略高于 O (ε)的项，可以得到无因次

压力差。

4 结果和讨论

通过基于小参数ε的摄动方法，我们得到了

具有渗透边界的流道内分散两相流的解析解。

影响该两相流的参数包括：流道形状（平行或

粗糙），正弦边界的幅度参数φ，滑移参数β，
体积分数 C，流道宽度和长度比ε，以及流

体雷诺数 Ref。
该部分主要分析上述参数对(1)流道长度

方向两端压力差ΔP(1)；(2)流线和速度分

布的影响。多孔介质中的流动参数为：

渗透率 kp=1×10-6 m2，流体粘度μf=0.001
Pa·s，定压力梯度 dp/dx=-0.1 Pa/m。
4.1 压力差和流量的关系

流道形状对分散两相流的影响如图 2所

示。其中自由流道内和多孔介质中的压力梯度

一致。φ=0对应平行板模型，其他φ取值对应

具有不同幅度的按正弦规律变化的流道。由图

2可以看出，压力差ΔP(1) 随无因次流量 F(1)线
性变化。作为唯一的驱动力，压力驱动流体流

动。图片中各曲线交于一点 , 该点对应于

ΔP(1)=0。在该点右下部，压力作为动力驱使流

体流动。

图 2不同流道形状下压力差和流量关系，其中

C=0.1, ε=0.01, β=-0.1, φ=0,0.1,0.2,0.3,0.4

从图中可以得出：保持其他参数不变，在

相同压力梯度下，平行板模型能获得更大的流

量。随着边界起伏的增大，流量逐渐减小。说

明平行板模型一般会低估流道的阻力，而将流

道内实际流量进行较大估计。而随着幅度的增

大，虽然流通面积没有发生变化，但流道变得

更加粗糙，对流动形成更大的阻力，导致流量

的减少。

由于考虑滑移作用，那么流道内的流速较

之无滑移作用时会有增加。图 3给出了不同滑

移系数下压力差和流量间的关系。



图 3不同滑移系数下压力差和流量关系，其中

φ=0.1, C=0.1, ε=0.1, β= -0.5, -0.1, -0.05, -0.01, -0.0025, 0

β= 0对应无滑移条件，无因次系数α取值

从 0.02到 4。在相同压力梯度下，滑移条件将

使流道内流量较无滑移条件时明显增加。这是

由于速度的滑移是流道内流速明显变大。而且

保持其他参数不变，随着无因次系数α减小，

滑移对流速增加的越大，流量增加的也越大。

颗粒相体积分数 C对流道流动的影响绘于

图 4中。

图 4不同体积系数下压力差和流量关系，其中

φ=0.1, β= -0.1, ε=0.1, C=0.05, 0.1, 0.15,0.2, 0.3

由图 4知，在相同的压力梯度下，保持其

他参数不变，随着颗粒相体积系数的增大，流

道内流量减小。流道宽度-长度比对压力差和流

量的关系如图 5所示。

图 5不同流道宽度长度比下压力差和流量关系，

其中φ=0.1, β= -0.1, C=0.1, ε=0.05, 0.06, 0.08, 0.1, 0.15

流道宽度的增加将使流动的截面积增大，

必然会对流量产生影响。如图 5所示，流道宽

度长度比的扩大将显著增加流道内的流量。

4.2 流线和速度分布

4.2.1平行流道

(a)

(b)



图 6流线函数Ψf(1)，φ=0, C=0.1, ε=0.1, F(1)=20, β=0,

-0.1

对平行板模型，流道内的流线是一系列平

行直线。在滑移条件下，流线分布的更均匀，

流道内 y方向上的流速变化也更缓和。

图 7 研究了滑移条件对流道内流速的影

响。
(a)

(b)

图 7平行板模型中(a)速度 uf(1)的分布 (b)速度差

(up(1) - uf(1))，φ=0, C=0.1, ε=0.1, F(1)=20, β= -0.5, -0.1, -

0.05, -0.01, -0.0025, 0

如图 7(a)所示，uf(1)在流道中间位置达到

最大值，从中心到边界流速减小为滑移速度。

随着无因次参数α的增加，流道内的最大速度

ufmax(1)增加。由 7(b)可知，颗粒相速度大于流

体相速度，随着无因次参数α的增加，二者差

异越来越大。流量大小和流道内速度的关系见

图 8。

图 8不同流量下流道内速度 uf(1)分布

流道内流速的增加势必会增大流量。随着

流量的增加，流速也越来越大，速度剖面变得

更加突兀。

4.2.2正弦流道

在正弦流道中，流线形状跟流速、颗粒相

浓度和滑移参数的有关。图 9给出了流线和流

量之间的关系。

(a) F(1)= 0.1



(b) F(1)= 0.25

(c) F(1)= 1

(d) F(1)= 300

(e) F(1)= 1000

图 9不同流量下的流线Ψf(1)，φ=0.1, α=0.1, ε=0.1,

C= 0.1

粗糙流道中一个重要现象就是旋回，如图

9(a)(b)所示。流体在流道中形成闭合曲线，随

着流量的增加旋回逐渐向流道中心移动直到消

失于 9(c)。此时，流线按照流道的 形状分布。

随着流量的进一步增大，流道内流速进而增

大，惯性作用逐渐增强，于是在近入口端再次

形成旋回。随着流量的再次增大，在近出口处

也形成了旋回，旋回的数量随着流量的增大逐

渐增加。

滑移系数对流线的影响见图 10所示。β=0
对应无滑移条件。随着滑移系数β的减小，旋

回的数量逐渐减少，近入口处的旋回上移，近

出口处的旋回下移。

(a) β=0



(b) β= -0.02

(c) β= -0.5

图 10不同滑移系数下的流线Ψf(1)和合速度 Uf(1)

(速度进行了标准化处理)，φ=0.1, ε=0.1, C= 0.1, F(1)=

1000

5 结论

本文研究了考虑 BJ滑移边界条件的由渗

透多孔介质包围的流道中的分散两相流动问

题。借助摄动理论，求得了沿模型长度方向的

压力差和流线、流动速度解析解。在计算沿流

道长度方向的压力差时用到了数值积分。

通过数值计算，给出了不同滑移参数β，
不同颗粒相体积分数 C，不同流道宽度长度比ε
和不同流道形状下的压力差和流量关系及流

线、速度分布图。结果表明，平行板模型一般

会低估流道的阻力，而将流道内实际流量进行

较大估计。而随着壁面起伏幅度的增大，虽然

流通面积没有发生变化，但流道变得更加粗

糙，对流动形成更大的阻力，导致流量的减

少。另外，滑移条件将使流道内流量较无滑移

条件时明显增加，流速也会有较大增大。

在边界按正弦规律变化的流道内，在较小

流量和较大流量时都会出现旋回现象，前者是

因为多孔介质内的渗流作用，而后者则是粗糙

边界和流体惯性作用共同作用的结果。在较大

流量情况下，在近入口端和出口端两个位置都

存在旋回现象。在滑移存在情况下，随着滑移

系数β的减小，旋回的数量逐渐减少，近入口

处的旋回上移，近出口处的旋回下移。
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DISPERSED TWO-PHASE FLOW IN CHANNELS WITH PERMEABLE
BOUNDARIES

Tao Ke Yao Jun

(School of Petroleum Engineering, China University of Petroleum (Hua dong), Qingdao 266555, China)

Abstract The problem of the dispersed particulate-fluid two phase flow in a channel with porous walls under

the effect of the Beavers & Joseph slip boundary condition is concerned in this paper. The analytical solutions of

longitude pressure difference, stream functions and the corresponding velocities at distinct situations have been

derived using the perturbation method. The numerical integration is used in the calculation of the pressure

change along the channel. The graphical results are presented to discuss the influence of various physical

interested parameters on the flow pattern. It is worth mentioning that the slip coefficient and the boundary

amplitude can largely influence the flow pattern.
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