
Copyright © 2012版权所有 中国力学学会

地址:北京市北四环西路 15号 邮政编码:100190 Address: No.15 Beisihuanxi Road, Beijing 100190

CSTAM 2012-B03-0217

压力驱动剪切流动中湍流转捩的准则

窦华书，KHOO Boo Cheong

浙江理工大学机械与自动控制学院

新加坡国立大学机械工程系

第七届全国流体力学学术会议

2012 年 11 月 12—14 日 广西·桂林



第七届全国流体力学学术会议 CSTAM2012-B03-0217

2012 年 11 月 广西·桂林

1）基金资助项目

2）Email：huashudou@yahoo.com

压力驱动剪切流动中湍流转捩的准则

窦华书*，2），KHOO Boo Cheong+

*（浙江理工大学机械与自动控制学院，浙江杭州 310018）

+（新加坡国立大学机械工程系，新加坡 119260）

摘要 湍流转捩是现代流体动力学的一个重要问题。在以前的工作中，本文作者提出了流动稳定性

和湍流转捩的能量梯度理论，这个理论的结果已取得了与许多模型实验的一致性，这些实验模型包

括 Plane Couette flow, Plane Poiseuille flow, Hagen-Poiseuille flow, Taylor-Couette flow, Boundary layer

flow, Axial flow in straight annulus, 180°bend flow， Radial swirl flow，这些结果证实了能量梯度理

论的可靠性。根据此理论，我们对剪切流动中湍流转捩的物理机理进行了深入的分析，提出了压力

驱动剪切流动中湍流转捩的准则：湍流转捩发生的必要和充分条件是时均流动的速度剖面上存在拐

点，或 Re数为无穷大。这个准则，与所有找到的现有的数值模拟和实验结果都一致。然而，需要

指出，这个准则对剪切驱动流动中的湍流转捩是无效的，原因是由于外部能量的输入。
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引 言

由于在基础科学和工程应用中的重要性，

湍流转捩成为现代流体动力学的一个重要问

题。自 Reynolds（1883年）对管流所开创性的

著名的研究完成以来，湍流研究有超过 120年

的历史[1]。 Reynolds对圆管流动，通过大量实

验证明当雷诺数超过一临界值时，管内的层流

会转捩为湍流。导致层流失稳并转捩成湍流的

物理原理至今仍然不很清楚。Lin对两平行板

间的流动，用数学上的渐进方法，证明存在一

个临界 Re数，当大于此 Re数，层流会失稳

[2]。自此，人们认为，从层流到湍流的转捩可

能是由于层流发生失稳引起的。然而，湍流怎

么发生仍是一个迷。Emmons 第一次通过实

验，在边界层的自然转捩中，发现了湍流斑。

他的测量数据表明湍流斑是湍流转捩的初始阶

段并且是一种特有的局部现象[3]。Hof等 近

的研究表明，湍流斑是层流速度剖面所产生的

拐点而引起的局部流动特性[4]。因此，湍流的

初始产生是与拐点密切相关的。但是拐点与湍

流转捩到底是什么关系，还没有人描述。

线性稳定性理论被广泛用来研究流动的稳

定性，也被用来研究湍流转捩[5]。这种理论数

学上是精确的，但物理上针对不同的物理现象

的适用性并不清楚，有些现象并不能用线性理

论来描述。许多作者把线性稳定性分析的结果

与湍流转捩的数据进行对比，这种对比没有物

理基础，也得不出有用的研究结果。因为湍流

的转捩是非线性扰动引起的，并不是线性扰动

引起的。如果线性扰动 后不能发展为非线性

扰动，可以说线性扰动和湍流转捩并没有必然

的直接关系。线性扰动只有发展到非线性扰动

后，才能导致后来的湍流转捩，若不能导致后

来的非线性扰动发展，就不会导致湍流转捩。

利用线性理论研究 多的是边界层流动，

并与实验得到的临界 Re数有比较接近的一致

性(尽管还有较大差别)，这是因为在边界层流

动中，从线性失稳到非线性失稳的必然性所

致。在边界层流动中，可以观察到从线性扰动

到非线性扰动的发展过程，但在槽道流动和管

流中，就比较难观察到，这里多数是旁路转

捩。主要是因为在这些流动中，线性扰动很难

存在，在实验中实现较困难。

关于湍流转捩，除了有些经验公式外，至

今没有任何物理上的判定准则。一般认为湍流

转捩是由流动失稳引起的，但流动失稳怎么引

起转捩，一直不清楚。在实验和数值模拟中，

人们发现，拐点的出现会导致湍流转捩。但拐

点怎么引起转捩，其物理机理也不清楚。实际



上拐点出现只是在有的情况下会导致转捩，有

的情况不会导致转捩，其区别和准则，也无任

何研究。例如平面 Poiseuille-Couette流动，就

有拐点，但在 Re数不是很高时也不会出现转

捩。

对于无粘流动，Rayleigh(1880年)证明无

粘流动平行流失稳的必要条件是速度剖面上存

在拐点[6]。这只是一个必要条件，并不是充分

条件。后来 Fjrtoft(1950)又给出了进一步的必

要条件[7]。到现在还没有人给出充分条件。这

些研究表明对无粘平行流，有了拐点也并不一

定能失稳。严格来说，一个好的物理学准则，

应该是它既是必要条件，又是充分条件。

Rayleigh这样的无粘准则与粘性流动的失稳有

没有直接关系还没有得到证明。

如果把粘性流动和无粘流动分别分析，再

对比粘性在里面的作用，这是与流动物理相违

背的。原因是，粘性流动和无粘流动分别由不

同的方程和边界条件支配。对平行流动，当粘

度趋于零时，粘性流动的解并不趋于无粘流动

的解。另一方面，纳维 –斯托克斯 (Navier–

Stokes,简写为 NS)方程是非线性的，其稳定性

是不能由其中的各部分的稳定性来迭加的。也

就是说，两个稳定的流动，迭加后可能是不稳

定的，反之亦然。

综上所述，湍流转捩还没有任何准则。实

验中发现的拐点导致湍流转捩，还没有合理的

解释。况且许多情况下有拐点并不导致转捩。

而从无粘准则来推论粘性流动中的稳定性显然

是错误的。

近，本文作者提出了一个新的流动失稳

和湍流转捩的分析方法，即能量梯度理论。在

管流，通道流动和平面库埃特流动中，对湍流

转捩的临界条件，此方法得到了与实验数据的

很好的一致性[8-12]。

本文利用本文作者提出的能量梯度理论来

研究湍流的转捩。对于粘性流动，研究平行流

转捩的条件。我们发现，拐点导致湍流转捩，

只在压力驱动流中有效，在剪切驱动流中无

效。这样的发现主要是由于湍流转捩是能量发

展过程这一基本现象。进而提出了压力驱动剪

切流中湍流转捩的准则。这一准则与所有能收

集到的实验数据完全一致。

1 能量梯度理论

本文作者提出了一个新的方法，目的是阐

明壁面剪切流动从层流到湍流转变的现象[8-

12]。在该模型中，整个流场被视为一个能量

场，发现总机械能在流动的横向方向的梯度和

总机械能在流向的粘性摩擦损失决定了不稳定

现象，因此建议，对于一个给定有限扰动的流

动，能量梯度在横向方向有潜力放大速度扰

动，而粘性摩擦损失在流向的大小可以抵抗和

吸收速度扰动。流动不稳定或转捩到湍流取决

于能量梯度放大和粘滞阻尼对初始扰动的相对

大小。能量梯度理论对 Plane Poiseuille flow，

Pipe Poiseuille flow和 Plane Couette flow的临界

条件的分析已取得了与实验一致的结论。我们

曾进行了详细和严格的推导,从物理角度给了这

种方法一个坚实的基础，并解释了近现代实验

结果与文献中的雷诺数[8-12]。在这里，我们

给一个简短的介绍，以便更好地了解这项工作

在本文中的应用。

图 1 平行流中扰动粒子作周期振动的模型

如图 1,对于一个给定的基本流，如果流体

粒子受到扰动，它可能在流动方向的法向发生

振荡。运动过程中，流体粒子可以通过与其它

干扰获得机械能(ΔE)，同时由于流体沿流线方

向的粘性摩擦，这种粒子可能有机械能损失

(ΔH)。分析表明，ΔE和ΔH确定流体粒子的稳

定性。对于平行流动，通过干扰获得的机械能

和由于粘性摩擦造成的机械能损失的总的相对

大小决定扰动放大或衰减。因此，对于给定的

基本流动，稳定性判据(以半个周期来描述),

可以写为：
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在这里，F是一个标量，它表示在半周期

内流体粒子总的机械能的增加和由于粘性引起

的总机械能损失的比。K是一个无因次变量，

为坐标的函数，它表示基本流动中横向的能量

梯度和沿流线方向 的能量损失的比。 E

( 20.5p VE  )是每单位体积流体的总机械

能，s是沿流向的方向，n是沿横向方向。H是

每单位体积流体沿流线方向的损失的总机械

能。此外，ρ是流体密度，u是主流流向速度，

A是扰动的振幅，ω是干扰的频率， A' mv
是速度扰动的振幅。

对于给定的流动几何和流动条件，通过

NS方程的分析可知，流场中 K的值与全局 Re

数成正比。因此，可以把 K看作是一个当地局

部 Re数。这样，方程(1)可以写为，
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因为，对于给定的流动，u和 U是存在确定的

关系的，进一步有
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这里 1C 是一个常数。

公式（4）中所表达的扰动和 Re 数的反比

例关系，与管流，槽道流动和边界层流动实验

的结果一致，而且和用 NS 方程渐近分析得出

的结果相一致(当 Re→∞)[8]。

就方程(1)和(2)来说，K在流场中的分布和

扰动的性质可能是描述流动中扰动放大或衰减

的 好方式。根据这一方法，可以发现，对于

给定的干扰，流动不稳定首先发生在 K 大的

位置(Kmax处)，这被理解为 “危险”的位置。

因此，对于一个给定的扰动，不稳定的发生取

决于这一无量纲函数 K的大小，临界条件是由

流动中 K的 大值 Kmax来确定的。对于一个

给定几何形状和性质的流体，当流场中某点 K

的 大值超过某一临界值 Kc时，由于有限幅

度扰动的发展，流动会出现不稳定，见公式

(1)。在早期阶段，湍流转捩是一个局部现象。

分析表明，湍流转捩是由于基本流动的能量梯

度和扰动的放大，而不仅仅是线性特征值的不

稳定性。在线性稳定性分析中，线性方程的特

征值不稳定要求扰动是无穷小。事实上，在

Hof等人 近的详细的实验中，将注射流体作

为一种扰动源，发现层流在有限 Re内转捩需

要有限扰动。我们的研究表明，湍流转捩的扰

动振幅随 Re的-1次方变化，即公式(4), 这与

Hof等人和 Lemoult 等人实验数据吻合，见[8-

12,15]。

我们的研究表明，用能量梯度理论得到的

结论与在 Plane Poiseuille flow，Pipe Poiseuille

flow和 Plane Couette flow实验条件下得到的转

捩条件是一致的(见表 1和图 2)。从表中可以推

断，对于 Plane Poiseuille flow和 Pipe Poiseuille

flow，湍流转捩发生在临界值 Kc在 385左右，

对于 Plane Couette flow，临界值 Kc在 370左

右。这表明，平行流湍流转捩可能发生在临界

值 Kc≈370–385。这些发现进一步表明：流动不

稳定性可能是在有限扰动下流场能量变化的结

果，而不是线性方程不稳定的特征值引起的。

由线性稳定性分析得到的转捩临界条件和对三

种不同类型的流动进行实验得到的数据不一

致，如表 1所示。对于平面泊肃叶流，由于在

文献中发现 Re定义不同，这里给出了两个雷

诺数定义。能量梯度方法应用于同心旋转圆柱

间的泰勒–库埃特流动也是有效的[11]。

表 1 平面流、管泊肃叶流以及平面剪切流的临界雷诺数和能量梯度参数比较。u是平均速度，u0 是在通道中间平面

的速度，D 是管道直径，h是平面泊肃叶流(L=2h)和平面剪切流通道宽度的一半。

Flow type Re expression Eigenvalue
analysis, cRe

Energy
method

cRe

Exp.

cRe
Kmax at cRe
(from exp.),
 Kc

Pipe Poiseuille  /Re UD Stable for all Re 81.5 2000 385

Plane Poiseuille  /Re UL 7696 68.7 1350 389

 /Re 0hu 5772 49.6 1012 389

Plane Couette  /Re Uh Stable for all Re 20.7 370 370



对于平面泊肃叶流，在 Kmax>Kc的位置

应该说是转捩 危险的位置，这已经在 1975年

被 Nishioka等人通过实验证明 [13]。Nishioka

等人的实验(1975年)详细地显示了平面泊肃叶

流转捩(见图 3)。测得的瞬时速度分布表明，

先的速度的振荡出现在 y/h=0.50–0.62。我们的

能量梯度法表明， 先的转捩发生 y/h=0.58，

这与实验是一致的。

图 2平行流动(a) Pipe Poiseuille flow; (b) Plane

Poiseuille flow; (c) Plane Couette flow.

图 3平面 Poiseuille流动的实验结果

(Nishioka et al , 1975)

对于管流，2008年，Nishi等人做的一次

实验中表明，速度剖面的振荡第一次发生在

r/R=0.53–0.73处[14]，这与基于能量梯度法得

出的 r/R=0.58是 危险的位置的结论相一致(见

图 4)。

应该指出，虽然能量梯度法不是直接从纳

维–斯托克斯(Navier–Stokes)方程得出的，但它

与 NS方程是不矛盾的。由于能量梯度法和 NS

方程都是基于牛顿第二定律的，它们可以相互

兼容。

图 4 Pipe Poiseuille流动的实验结果, Re=2450

(Nishi et al,2008)

2 必要和充分条件

根据稳定性判据公式(1)，可以看出，流动

的稳定性和转捩取决于基本流动分布和扰动。

在实际的湍流转捩过程中，由于扰动是非线性

的，在扰动和平均流的干扰过程中，平均速度

剖面被不断修正[13-17]。到后来平均流动的剖

面远不同于初始的基本流动剖面 (如图 4)。因

此，在转捩过程中，公式(1)中的基本流动应用

平均流动来代替。这样，公式(1)中所有的基本

流动参数都用平均流动参数来表示，判据可改

写为：
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其中
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这里上横杠表示时间平均的量。

2.1 必要条件证明

在非线性扰动的作用下，平均流动的剖面

会逐渐偏离初始的基本流动剖面[13-17]。在剖

面上， 大扰动的位置会 先失稳。大家知

道，对时均流动，层流和湍流的动量方程是不

一样的。湍流的动量方程里多了一项湍流应力

项。这样，在时间坐标上，从层流过渡到湍

流，控制方程是不连续的，即存在数学上的间

断或奇点。因此，湍流转捩必须经过一个奇点

才能实现。那么层流怎么才能进入这个奇点，

这个奇点是什么？我们认为这样的奇点应该从

NS方程里去找。方程(6)是能量梯度函数，代

表层流流动 NS方程里的 s和 n方向的机械能

变化之间的关系。可以这样说，K在某些点上

的奇性就代表了 NS方程的某些性质的奇性。

若 K为奇性，则（6）式的分母必须为零。利

用 NS方程，对压力驱动流动，能量梯度函数

可写为（只考虑大小，不考虑符号）：
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这里 uω  是涡量矢量。

这样，由 NS 方程，我们有
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对平行流动， n)u( 2 =0，可得到
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(9)

令 K , 我们得到

0)u( 2  s (10)

上式表示速度剖面上的一个拐点。这表明，无

论对于管流还是平面 Poiseuille流动，如果控制

方程从层流到湍流有间断或奇性，必须存在拐

点。因此，必要条件得到证明。

2.2 充分条件证明

在非线性扰动的作用下，当平均流动的速

度剖面出现拐点时，拐点处是没有能量损失的

(NS方程)。速度剖面上的拐点及能量梯度方向

见图 5。这里总的机械能的梯度用 E 表示，

xE）（ 和 yE）（ 表示在 x 和 y 方向的分量。
90 表示拐点出现，

90 表示没有拐点

出现。当有拐点时，根据(6)式，分母上为零，

这样 K在此拐点的值为无穷大。根据(5)式，此

时若无因次扰动不为零，(5)式右边必为无穷

大，即，


u

v
KF m'2

2
(11)

这样，流动在拐点处具有无穷大的放大扰动的

能力。如果公式右边无因次扰动不为零，扰动

会快速放大，流动就会很速转捩为湍流。因

此，充分条件得到证明。

图 5速度剖面上的拐点及能量梯度的方向

拐点导致转捩这一现象，在许多实验和数

值模拟中已得到验证[13-17]. 其物理意义是，

在拐点处，没有能量耗散，只有扰动放大。这

样，当周期足够长，必然导致湍流转捩。



3 结 论

能量梯度理论是一个通用的研究流动失稳

的方法，可用于平行流动和曲线流动。利用作

者提出的能量梯度理论，对剪切流动中湍流转

捩的物理机理进行了深入的分析，提出了压力

驱动剪切流动中湍流转捩的准则：湍流转捩发

生的必要和充分条件是时均流动的速度剖面上

存在拐点，或 Re数为无穷大。在本文中，对

必要和充分条件都进行了证明。这个准则，与

所有找到的现有的数值模拟和实验结果都一

致。然而，需要指出，这个准则对剪切驱动流

动中的湍流转捩是无效的，原因是剪切驱动流

动中有外部能量输入。
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CRITERION OF TURBULENT TRANSITION IN PRESSURE DRIVEN FLOWS
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Abstract Turbulent transition is an important problem of modern fluid dynamics. In our previous works, the

energy gradient theory was proposed and it yields very good agreement with experimental data for various test

models. These include plane Couette flow, plane Poiseuille flow, pipe Poiseuille flow, Taylor-Couette flow,



boundary layer flow, axial annulus flow, 180°bend flow, radial swirl flow, etc., which confirms the reliability

of the theory. Following this theory, criterion of turbulent transition is proposed for pressure driven flows: the

necessary and sufficient condition for turbulent transition is the existence of an inflection point on the velocity

profile of the time-averaged flow. This criterion agrees well with all the available experimental data and

simulation results. However, this criterion is not suitable for shear driven flows due to the input of external

energy.

Key words turbulent transition, criterion, energy gradient theory, velocity inflection


