
收稿日期 :2008203231 ;修改稿收到日期 :20092102231
作者简介 :王　兵 3 (19792) ,男 ,博士 ,讲师

( E2mail : evanwb @163. com) .

第27卷第2期

2010 年 4 月
　 计 算 力 学 学 报 　

Chinese Journal of Computational Mechanics

Vol . 27 , No . 2

April 2010

文章编号 :100724708 (2010) 0220362207
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摘 　要 :在对可压缩多介质流动的数值模拟中 ,定义介质界面为一种内部边界 ,由网格的边组成 ,界面边两侧对应

两种不同介质中的网格。通过求解 Riemann 问题追踪介质界面上网格节点的运动 ,同时采用局部重构的动网格

技术处理介质界面的大变形问题 ,并将介质界面定义为网格变形边界 ,以防止该边界上网格体积为负。运用

HLLC 格式求解 AL E 方程组得到整个多介质流场的数值解。最后从几个多介质流模型的计算结果可以看出 ,本

文的动网格方法是可行的 ,而且可以时刻追踪介质界面的运动状态。
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1 　引　言

在很多工程问题中经常会遇到带有自由运动

界面的互不相混合的多介质流。目前在对多介质

流动的数值模拟中 ,有很多捕捉介质界面的方法 ,如

Level Set 方法[1 ] ,VOF 方法[2 ] ,混合物模型方法[3 ]

等。这些方法都有着共同点 :它们都是在固定网格

下进行的 ,介质界面处的热力学状态参数量如压

力、密度、速度以及能量等等都是依靠多项式差分

近似得到的 ,通过求解特殊的方程式来捕捉介质界

面的位置。当介质界面遇到大密度比或大压力比

的情况时 (如强激波作用于水2气界面) ,如果不进

行特殊处理 ,界面上的压力会出现非物理震荡[ 4 ] 。

如 T. G. Liu 等[5 ] 将经典的 GFM 方法[1 ] 进行改

造 ,先在介质界面附近求解 Riemann 问题 ,然后

Riemann 解运用到 GFM 方法中 ,使得介质界面上

的压力震荡大幅度减弱 ,甚至看不出来。

本文尝试在运动网格上对可压缩多介质流进

行数值模拟 ,定义介质界面由网格的边组成 ,该边

两侧对应两种不同的介质并且可以自由运动 ,通过

求解 AL E ( Arbit rary Lagrangian2Eulerian) 方程

组[ 6 ] ,在介质界面上求解 Riemann 问题追踪界面

的运动 ,同时采用网格局部重构技术处理介质界面

的大幅度位移所导致的网格畸变问题。计算结果

表明 ,本文的方法是可行的 ,而且可以时刻追踪介

质界面的运动状态。

2 　AL E控制方程组

对一个可变形的控制体 ,理想可压缩 AL E 方

程组的积分形式如下 :

5
5 t∫Ω( t)

UdΩ +∫Γ( t)
FdΓ = 0 (1)

式中 Ω( t) 是可变形控制体 ,Γ( t) 是运动边界。流

动状态矢量 U 和通量矢量 F 分别为

　U =

ρ

ρv

ρE

, 　F =

( v - x
·) ·nρ

( v - x
·) ·nρv + pn

( v - x
·) ·nρE + pv ·n

(2)

式中 ρ, v , p 和 E 分别是密度、速度矢量、压力和单

位质量总能 , n是控制体的可动边界Γ( t) 的单位外

法向向量 , x
·是Γ( t) 的移动速度。当 x

·
= 0时 ,式 (1)

和式 (2) 描述的是 Euler 守恒方程组 ;当 x
·

= v时 ,

式 (1) 和式 (2) 则描述的是 Lagrange 守恒方程组。

因此 ,对可自由运动的介质界面 ,其周围的控制体

上求解的是 AL E方程组 ,而对其他控制体 ,实际上

求解的是 Euler 方程组。在这里 ,对一维情况 ,定义

控制体为一条线段 ;对二维情况 ,控制体定义为一

个三角形网格。

为了使 AL E 方程组封闭 ,引入刚性气体状态

方程[1 ] (Stiffened Gas Equation of State) :

　　p = (γ - 1) ρE -
1
2
ρ| v| 2 - P∞ - P∞ (3)

式中 P∞是一个扩展压力常数 ,γ是比热比 ,对空气 ,

γ= 114 , P∞ = 0 ;对水 ,γ= 710 , P∞ = 3103975 E +



08 Pa。声速 c的计算公式为

c2 = γp + P∞

ρ
(4)

3 　数值处理方法
311 　ALE方程组的数值离散

将方程组 (1) 写成控制体格心型的 Runge2Kutta

四阶形式 :

U (0)
= U n

U
( k)

=
1

Ωn+1 [ΩnU
(0)

+αkΔt R
( k- 1)

]

R( k)
= R[U ( k)

] = - ∑
N

i = 1
FHLLC

i [U ( k)
]Γi (5)

αk =
1

4 - k + 1
, 　k = 1 , 2 , 3 , 4

U n+1 = U
(4)

式中 U 是控制体上的平均值 ,Ω是控制体的体积 ,

FHLLC
i 是控制体的第 i个边界的 HLLC数值通量。为了满

足守恒性 ,Ωn+1 必须由几何守恒定律( GCL) [7] 得到 :

5Ω
5 t

- ∫Γ( t)
x
··ndΓ = 0 (6)

同时 ,为了提高流场数值解的精度 ,本文采用

了线性重构技术和限制器[8 ] 。

312 　动网格上的 HLLC格式

HLLC格式[9 ] 是一种近似 Riemann解的数值方

法 ,能够精确模拟接触间断、剪力波的平均状态 ,可

以直接求得控制体边界上的数值通量。已知Γ( t) 左

右两侧的状态参数矢量 U i 和 U j ,则在 AL E 方程组

(1) 和 (2) 中 HLLC数值通量的计算由下式确定 :

FHLLC
i , j

F (U) S i > 0

F (U 3
i ) S i Φ 0 Φ S M

F (U 3
j ) S M Φ 0 Φ S j

F (U j) S j < 0

(7)

其中

U 3
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ρ3
i
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i

(ρE) 3
i

=
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)ρi
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U 3
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ρ3
j
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j

(ρE) 3
j
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1
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)ρj
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F 3
i ≡ F (U 3

i ) =

S Mρ3
i

S M (ρv) 3
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S M (ρE) 3
i + ( S M + x

··n) p 3

F 3
j ≡ F (U 3
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S Mρ3
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S M (ρv) 3
j + p 3 n

S M (ρE) 3
j + ( S M + x

··n) p 3

p =ρi ( uni
- S i ) ( uni

- S M ) + pi

=ρj ( un j
- S j ) ( un j

- S M ) + p j

uni
= ( vi - x

·) ·n , 　un j
= ( vj - x

·) ·n

SM =
ρj unj

- ( S i - unj
) - ρi uni

( S i - uni
) + pi + pj

ρj ( S j - unj
) - ρi ( S i - uni

)

S i = min[ uni
- ci , ( v̂ - x

·) ·n - ĉ]

S j = max[ un j
- cj , ( v̂ - x

·) ·n + ĉ]

式中 　v̂和 ĉ 分别是流场速度和当地声速的 Roe 平

均值。

313 　介质界面的处理

介质界面是一种接触间断 ,本文将其处理为一

种特殊的流场内部边界 ,分布在该界面上的网格节

点都有两种状态参数定义 ,分别对应界面两侧不同

介质的不同状态。

对一维情形 ,如图 1 所示 ,介质界面 ( Interface)

将介质 A 和B 分开 ,分界面上的网格点有着双重定

义 ,即分别定义这两种介质在分界面上的点 ,两种介

质在该点上的状态矢量分别为 UA 和 UB 。这样 ,在介

质分界面上就定义了 Riemann 问题的初始条件。

刚性气体状态方程下的 Riemann 问题是有解

析解的[10 ] ,因此可直接求出界面上的 Riemann 解 ,

并得到分界面上两侧的状态参数矢量 (ρ3
A , v3 , p 3 )

和 (ρB
3 , v3 , p 3 ) ,然后将它们代入 HLL C 公式 (7)

中求得介质界面上的数值通量 FMI ,以保证AL E方

程组在介质边界控制体上的积分路径封闭。其中

v3 就是图 1 中介质界面节点的移动速度 , p 3 是该

点上的压力 ,因此在这里 , x
·

= v3 。

二维情形与一维情形相似 ,但 Riemann问题定

义在介质界面边的法向方向 ,因此初始条件中的速

度改为介质界面两侧介质 A 和B速度的法向分量 ,

即 vAn 和 vBn ,如图 2 所示。所求得的 Riemann 解状

态参数矢量为 (ρ3
A , v3 + vAt , p 3 ) 和 (ρ3

B , v3 + vBt ,

p 3 ) ,其中 vAt 和 vBt 是界面两侧介质的切向速度分

图 1 　介质边界上 Riemann 问题的构造
Fig. 1 　Riemann problem on t he material interface
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量。此时 ,介质界面边 (同时也是网格边) 的移动速

度 x
·

= v3 ,对界面上的节点移动速度 ,如图3所示 ,

由Δt 时间内节点的位移来决定 ,即

vi =
Δxi

Δt
(8)

式中 vi 是界面上第 i 个节点的移动速度 ,Δxi 是该

节点在 t时刻到 t +Δt时刻的位移。这样 ,介质界面附

近的网格就随着介质界面的运动而运动 ,因此 ,介质

界面在每一时刻的运动状态都能被准确地追踪。

4 　网格局部重构

介质界面在变形过程中 (如膨胀和收缩) ,其周

围网格必定会发生大程度的挤压、拉伸或者扭曲 ,

此时对一维情形 ,采用弹簧近似模型[16 ] 实现动网

格 ;对二维情形 ,则需要对变形较大而导致质量变

差的网格进行重构 ,即将包括该网格之内的所有周

围网格删除 ,形成一个空腔并将之作为初始阵面 ,

然后运用阵面推进法[11 ] 在该空腔内重新生成网格。

图 2 　二维介质界面上 Riemann 问题中的速度分解
Fig. 2 　Velocity’s dist ribution at t he 2D material interface

同时 ,介质界面上的节点也可能会有切向速度 ,这

时界面附近的控制体体积可能会成为负值 ,因此本

文将介质界面定义为网格变形边界 ,即如果在该边

界上的网格边边长过长 ,则将该边的中点作为新节

点 ,同时将与该边对应的边界网格分为四个网格 ,

并该边界网格删除 ,如图 4 (a) 所示 ;如果该边界上

的网格边边长过短 ,则将其周围的任意同一边界网

格与其合并为一个网格 ,然后删除该网格以及合并

后所余下的旧节点 ,如图 4 ( b) 所示。

网格局部重构过程结束后 ,本文运用网格守恒

重映技术[12 ] 将旧网格上的流场状态参数映射到新

生成的网格上 ,从而保证局部重构后流场状态参数

在新网格中仍然保持守恒性。

鉴于流场中网格总是在不断地更新 ,本文采用

双向链表的数据结构存储网格单元和节点 ,这样能

够方便地进行网格删除和插入操作 ,同时 ,通过灵

图 3 　二维介质界面的运动示意图
Fig. 3 　The motion of t he 2D material interface

(a) 介质界面边过长时的处理 (b) 介质界面边过短时的处理

图 4 　介质界面边的变形处理
Fig. 4 　Dealing wit h t he deformation of t he material interface edges
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活运用指针来减少内存中数据单元的寻址时间。

5 　数值算例

511 　空气2水激波管模型

该模型用来检验本文的数值方法在介质界面

上存在大压力梯度时的数值稳定性 ,假设长度为

1 m 的激波管内分别放有高度压缩的空气 ( G) 和

水 ( W) ,其初始条件 (国际标准单位制 SI) 描述为

ρG = 11271 ×103 , vG = 0

pG = 9111925 ×108 , 0 ≤ x < 015

ρW = 110 ×103 , vW = 0

pW = 1101325 ×105 , 015 ≤ x ≤1

(a) 密度 (b) 压力

图 5 　空气 2水激波管问题 t = 0 . 1559 ms 时的密度和压力分布曲线
Fig. 5 　The dist ribution of density and pressure in air2water shock tube at t = 0. 1559 ms

图 6 　水中激波与空气泡相互作用模型在不同时刻的压力等值线分布
Fig. 6 　Pressure contours at different times during t he interaction between t he planar shock in t he water and t he cylindrical air bubble
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　　图5为网格数为 201、时间 t = 011559 ms时计

算得到的激波管内密度和压力分布曲线以及该模

型对应的解析解。从图 5 中看出 ,激波管内密度和

压力的分布与解析解吻合得很好 ,而且介质界面上

看不出压力的非物理震荡 ,说明本文的方法在处理

存在大压力梯度的介质界面时 ,能保证介质界面上

压力值的连续性。

512 　水中激波诱导气泡变形

该算例来自于文献[13 ] ,但本文与该文献不同

的是 :在介质界面的追踪方法上 ,本文采用的运动

网格上的 AL E 方法 ,而文献[13 ] 采用的是固定网

格上的 Level Set 方法 ;在水的状态方程选取上 ,本

文采用的是刚性气体状态方程 , 即式 (3) , 而文献

[13 ] 则采用的是 Tait 状态方程[1 ] 。该模型描述为 :

水中有一个半径为 3 mm 的柱形空气泡 ,中心坐标

为 (0 ,0) , 气泡内空气密度为 110 kg/ m3 , 压力为

110 ×105 Pa ,水的密度为 110 ×103 kg/ m3 。在距离

气泡中心左侧 316 mm 处有一向右运动的平面激

波 (119 ×109 Pa) 。该水中激波波后状态 (标记为

PW ,即 Post2shocked Water) 为

图 7 　t = 2 . 5μs 时气泡界面的运动速度矢量分布
Fig. 7 The velocity vectors at the bubble interface t = 2. 5μs

　　　　ρPW = 1131 ×103 kg/ m3

　 pPW = 119 ×109 Pa

　　vPW = (67312 , 010) T m/ s

计算区域为 12 ×12 mm2 ,初始三角形网格数

为 190165。图 6 (a) 为流场的初始状态 ,粗线表示气

泡界面。水中激波到达气泡左侧界面时 ,会产生两

种运动波 :向水传播的稀疏波和向气泡内部运动的

透射激波 ,如图 6 ( b) 所示。由于水中的声速比空气

中的声速大 ,因此水中激波比气泡内部的透射激波

的运动速度快。从图 6 (c) 中可以看到 ,气泡中心线

附近的左侧界面逐渐凹进气泡 ,同时凹进去的区域

压力等值线较为密集 , 此处最大压力约为 218 ×

108 Pa ,水的向右水平速度已达到 2800 m/ s 左右 ,

迫使气泡左侧界面继续深入内凹并且破裂。图 6 (d)

为气泡即将破裂时的临界状态 ,此时水中激波已经

穿过气泡右侧界面 ,同时气泡内凹处压力大幅度增

加 ,约为 616 ×109 Pa。在气泡破裂瞬间 ,此处将产

生较大强度的冲击波。图 7 为 t = 215μs 时气泡界

面上网格节点的运动速度矢量分布图 ,可以看出气

图 8 　不同时刻的气泡界面形状
Fig. 8 　The profiles of t he air bubble at different times

图 9 　气泡界面附近在不同时刻下的网络 (较粗网格)

Fig. 9 　The grids at different times near t he bubble interface (t he coarser grids)

663 计 算 力 学 学 报 　第 27 卷 　



泡凹处的界面节点运动速度最大 ,气泡右侧界面则

没有运动速度 , 这是因为气泡内空气具有可压缩

性 ,右侧界面不会受到扰动直至气泡内部的透射激

波到达。同时也可看出 AL E方法的优点 :能够时刻

追踪介质界面上每个节点的运动状态。图 8 为气泡

界面在不同时刻的外形 ,可以看出气泡界面的变化

过程 :左侧界面向右移动并逐渐内凹 ,气泡最终会

在凹点处破裂。图 9 为 t = 0μs 和 t = 218μs 时气

泡界面附近的网格 (较粗网格下) ,可以看到 ,气泡

界面是由网格边组成的内部边界 ,其周围网格随着

界面的运动而运动 , 如果网格质量系数小到指定

值 ,则自动进行局部重构。

　　在文献[13 ] 中 ,气泡的破裂时间约为 311μs ,

而本文中气泡破裂时间在 3105μs 后的瞬间 ,这是

因为文献[13 ] 和本文在计算方法和水的状态方程

选取上的不同所造成的。另外 ,文献 [14 ,15 ] 也计

算了水中激波诱导气泡变形过程 ,只是激波初始位

置和计算区域有所不同 ,但都得到了与本文相似的

计算结果。这表明了本文在动网格上计算多介质流

的 AL E 方法是可行的。

6 　结论与展望

在对可压缩多介质流动的数值模拟中 ,本文定

义介质界面为一种由网格边组成的内部边界 ,并通

过求解 Riemann 问题追踪介质界面上网格节点的

运动 ,同时采用局部重构的动网格技术处理介质界

面的大变形问题 ,运用 HLL C 格式求解 AL E 方程

组得到整个多介质流场的数值解。在对一维空气2
水激波管模型和二维水中平面激波诱导空气泡变

形模型的计算结果中可以看出 ,本文在动网格上求

解可压缩多介质流场的 AL E 方法是可行的 ,并且

可以时刻追踪到介质界面的运动状态。

同时 ,在二维水中平面激波诱导空气泡变形模

型的计算过程中 ,气泡在破裂瞬间 ,如何确定气泡

破裂的数值判断条件以及如何处理破裂后气泡界

面附近网格拓扑结构的变化 ,AL E 方法在解决这

些问题时将会面临着很大的考验 ,这也是本文作者

下一步的研究方向。
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Moving grid method in numerical simulation of compressible

multi2material flows

WAN G Bing 3 , 　SI Hai2qing

(Civil Aviation School , Nanjing University of Aeronautics and Astronautics , Nanjing 210094 , China)

Abstract : In t he numerical simulation of compressible multi2material flows , t he material interface is de2
fined as a special internal boundary composed by unst ruct ured grid edges , eit her side of which corre2
sponds to a grid of one material . Riemann problem is solved in order to t rack t he motion of the grid

point s on the material interface and local re2meshing technology is applied to deal wit h t he large2scale de2
formation of the moving grids. At t he same time , t he material interface is defined as a kind of grid2de2
forming boundary to avoid negative grid volumes near t he interface. HLL C scheme is used to solve AL E

formulations to obtain the resolutions of t he whole multi2material fluid domain. Several multi2material

modules are comp uted to indicate t hat t he method in this paper is feasible and successf ul in t racking t he

motion state of the material interface.

Key words : Compressible multi2material flows ; Moving Grids ; Grid local re2meshing technology ; AL E

formulations ; HLL C Scheme
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