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附录

平面图形的几何性质
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选择材料——与材料的机械性质有关

确定尺寸——与截面大小、形状有关

拉压：应力均布，仅需满足
 

，
 

不考虑形状；

][σ
NFA ≥

扭转：应力不均布，出现
 

，∫= AP dAI 2ρ

在面积A相同，但形状不同的情况下，应

力分布不同。

平面图形的几何性质
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一、定
 

义

1、静矩

o y

z

A

dA
y

z

∫A ydA=zS

∫
A

zdA=yS

图形对y轴的静矩

图形对z轴的静矩

单位：
3m
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讨论

（1）静矩可>0；=0；<0。

（2）若图形形心C已知，由静力学可知：

o y

z

A

C

cz

cyA

ydA
y A

c
∫=

A
Sz=

A

zdA
z A

c
∫=

A
Sy=

（3）求静矩的另一公式：

AyS cz ⋅=

AzS cy ⋅=
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（3）若

y

z

A
C

,0,0 == cc zy 则 .0,0 == yz SS

y、z轴称为形心轴。

若已知 ,0,0 == yz SS

则可确定z轴、y轴通
 

过截面形心。
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2、惯矩

o y

z

A

dA
y

z

∫A y²dA=zI

∫
A

z²dA=yI

图形对y轴的惯矩

图形对z轴的惯矩

单位：
4m

平面图形的几何性质



材料力学

讨论

（1）惯矩恒>0；

（2） ,2 AiI yy ⋅= AiI zz ⋅= 2

所以

,
A
I

i y
y = A

Ii z
z =

zy ii , ——惯性半径（单位：
 

）m
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3、极惯矩

o y

z

A

dA
y

z

∫= AP dAI 2ρ

图形对o点的极惯矩

单位：
4m

讨论

（1） 222 yz +=ρ

∫=∴
AP dAI 2ρ ∫ +=

A
dAyz )( 22 ∫∫ +=

AA
dAydAz 22

zy II +=

ρ
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o y

z

A

dAy

z
y'

z'

z'y'

222 yz ′+′=ρ
且

∫=∴
AP dAI 2ρ

∫ ′+′=
A

dAyz )( 22

zy II ′′ +=

即

对o点极惯矩
 

=
对过o点同一平面内任意一
对相互垂直轴的惯矩之和

ρ

平面图形的几何性质
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PI所以
 

只与原点o有关，即

constII zy =+

（2） 0,0 >> yz II∵

0>∴ 恒pI
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4、惯积

∫= Ayz yzdAI

图形对y、z两轴的惯积

单位：
4m

o y

z

A

dA
y

z
讨论

（1） 可>0；=0；<0；yzI

（2）若图形有一对称轴，则

0=yzI
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y

z

IAIIA

IIIA IVA

∫∫ −=
III AA

yzdAyzdA

∫∫ −==
IVIII AA

yzdAyzdA

∫=∴
IAyz yzdAI ∫+

IIA
yzdA ∫∫ ++

IVIII AA
yzdAyzdA 0=

（3）若 ,0=yzI 则y、z轴称为主惯性轴（主轴）。

对称轴一定是主轴，主轴不一定是对称轴。

通过形心的主轴称为形心主惯性轴。
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y

z

b

h

例：1、矩形。求 zyyzyzyz iiIIISS ,,,,,,

解： .0,0 == yz SS（1）

（2） dAzI
Ay ∫= 2

z
dz

∫−= 2

2

2
h

h bdzz

2

2

3

3

h

h
zb

−

= 3

12
1 bh=

同理

dAyI
Az ∫= 2 3

12
1 hb=

A
I

i y
y = A

Ii z
z =,

6
3 h= b

6
3

=

c
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（3） ∫= Ayz yzdAI 0=

例：2、圆形。

y

z

d
已知 ∫= AP dAI 2ρ 4

32
1 dπ=

则

pzy III =+

zy II =
而

所以

zy II = pI
2
1

= 4

64
1 dπ=
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二、组合图形的几何性质

d

D

根据定义：

整个图形对某一轴的惯矩（静矩、惯积…）等于各个

分图形对同一轴的惯矩（静矩、惯积…）之和。

平面图形的几何性质
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例如: "+++= IIIIII AAAA

则
dAzI

Ay ∫= 2

I

II
III

y

z

"+++= ∫∫∫ dAzdAzdAz
IIIIII AAA

222

"+++= yIIIyIIyI III ∑
=

=
m

i
yiI

1同理

,
1
∑
=

=
m

i
ziz II ,

1
∑
=

=
m

i
ziz SS,

1
∑
=

=
m

i
yiy SS ∑

=

=
m

i
yziyz II

1
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空心圆

小大 PPP III −=

44

32
1

32
1 dD ππ −=

)1(
32
1 44 απ −= D

其中

D
d

=α

小大 zzzy IIII −== )1(
64
1 44 απ −= D
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I

II
III

y

z

∑
=

=
3

1i
yiy II

y1
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A

三、平行移轴公式

C y

z

dAy

z

o 1y

1z

b

a

1z

1y 已知: ,,, yzyz III

(y、z轴过形心C)

求
11 11

, zyyz III 及

),( 11 zzyy

解： ,1 bzz +=

,1 ayy +=

代入定义式：
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A C y

z

dAy
z

o 1y

1z

b

a

1z

1ydAzI
Ay ∫= 2

11
dAbz

A∫ += 2)(

dAbdAzbdAz
AAA ∫∫∫ ++= 22 2

AbbSI yy
22 ++=

AbII yy
2

1
+=

同理
AaII zz

2
1

+=

dAzyI
Azy ∫= 1111

dAaybz
A∫ ++= ))((

dAabdAbydAazdAyz
AAAA ∫∫∫∫ +++=

0 0

abAI yz +=
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平行移轴公式

AbII yy
2

1
+=

AaII zz
2

1
+=

abAII yzzy +=
11

♦注意：

（（11）两平行轴中，必须有一轴为形心轴）两平行轴中，必须有一轴为形心轴,,截面对任意两截面对任意两
平行轴的惯性矩间的关系平行轴的惯性矩间的关系,,应通过平行的形心轴惯性矩应通过平行的形心轴惯性矩
来换算来换算;;

（（22）截面图形对所有平行轴的惯性矩中）截面图形对所有平行轴的惯性矩中,,以对通过形心以对通过形心
轴的惯性矩最小轴的惯性矩最小..

A C y

z

dAy
z

o 1y

1z

b

a

1z

1y
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20cm

3

17

3

例：T字形截面,求其对形心轴的惯矩。

解: (1)求形心

z

yC

1y

cz

cz′

1y任选参考坐标系,如

cy zAS ⋅=
1

I

IIII
y

I
yy SSS

111
+=

而

III AAA +=

A
S

z y
c

1=∴
III

II
y

I
y

AA
SS

+

+
= 11

173203
)5.83(173)5.1(203

×+×
−−××+−××

=

cm1.6−=
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,zcI ycI(2)求

II
zc

I
zczc III += 33 317

12
1203

12
1

××+××=

42048 cm=

II
yc

I
ycyc III +=

20cm

3

17

3

z

yC

1y

cz

cz′

I

II
])5.1(320320

12
1[ 23 −××+××= cz

])5.8(317173
12
1[ 23 −′××+××+ cz

44030 cm=
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四、转轴公式

o y

z

A

dAy

z

1z

1y
1y

α

α

1z

设一平面图形,已知

求

,,,,, αyzyz IIIA
1111 ,, zyyz III

解:
αα sincos1 zyy +=

αα sincos1 yzz −=

∫= Ay dAzI 2
11 ∫ −=

A
dAyz 2)sincos( αα

∫= A
dAz α22 cos ∫−

A
yzdAααcossin2 ∫+

A
dAy22sin α

ααα 22 sin2sincos zyzy III +−=
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o y

z

A

dAy

z

1z

1y
1y

α

α

1z

同理

ααα 22 sin2sincos
1 yyzzz IIII ++=

改写为

αα 2sin2cos
221 yz

zyzy
z I

IIII
I +

−
−

+
=

αα 2sin2cos
221 yz

zyzy
y I

IIII
I −

−
+

+
=

并且

constIIII zyzy =+=+
11

α角从原始坐标轴量起,逆时针转向为正,反之则为负.

平面图形的几何性质
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o y

z

A

dAy

z

1z

1y
1y

α

α

1z

∫= Azy dAzyI 1111 ∫ −+=
A

dAyzzy )sincos)(sincos( αααα

∫ −=
A

dAyz ααcossin)( 22 ∫−+
A
yzdA)sin(cos 22 αα

αα 2cos2sin)(
2
1

yzzy III +−=
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五、主惯性轴及主惯性矩

o y

z

A

dAy

z

0z

0y

0α

0α

若 ,0
00
=zyI 则 轴称为主惯性轴（主轴）。00 , zy

如坐标原点与形心重合,则称为形心主惯性轴。

对主惯性轴的的惯矩称为主惯性矩

平面图形的几何性质
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方向
 

的求解: 
0

α

02cos2sin)(
2
1

0000
=+−= αα yzzyzy IIII

zy

yz

II
I

tg
−

−=
2

2 0α

代入,得主惯矩为

00 2sin2cos
220

αα yz
zyzy

y I
IIII

I −
−

+
+

=

00 2sin2sin
220

αα yz
zyzy

z I
IIII

I +
−

−
+

=
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求 minmax , II

02cos22sin)(1 =−−−= αα
α yzzy
y III

d
dI

zy

yz

II
I

tg
−

−=
2

2α 02αtg=

因此主惯性轴的惯性矩
 
即过o点各轴中的惯矩极值.00

, zy II

可求得:

00max 2sin2cos
22

αα yz
zyzy I

IIII
I −

−
+

+
=

00min 2sin2sin
22

αα yz
zyzy I

IIII
I +

−
−

+
= 0zI=

0yI=
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定理:截面图形对某点有一对以上不相重合的主惯轴,则

所有通过该点的轴都是主惯轴.

推论:

(1)当截面图形过某点的一对主惯轴的惯矩相等,则过

该点的轴都是主惯轴.

(2) 任何具有三个或三个以上对称轴的截面图形,它
 

所有的形心轴都是主惯轴,且惯矩相等.

平面图形的几何性质
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