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第七章弯曲变形
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一、变形的基本概念

弯曲变形/变形的基本概念

微段变形微段变形

轴向变形的微段变形
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Δl =∫
l

FN
EA

dx 微段变形累加的结果

轴向变形的整体变形

弯曲变形/变形的基本概念

整体变形整体变形
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扭转的微段变形

dϕ = dxMx

GIp

=dϕ
dx

Mx

GIp

弯曲变形/变形的基本概念
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ϕAB＝
Mx
GIp

l
微段变形累加的结果

扭转的整体变形

弯曲变形/变形的基本概念
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弯曲变形的微段变形

zEI
xM

x
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=
ρ

弯曲变形/变形的基本概念
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微段变形累加的结果

梁的轴线变成光滑
 连续曲线——挠曲
 

线。

弯曲变形的整体变形

弯曲变形/变形的基本概念
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挠度：截面形心在垂

直于轴线方向的线位

移，以y表示。y与坐标

轴同向为正。

（三）
 

梁的位移

挠度方程或挠曲线方程：

)(xfy =

水平方向位移：高阶微
量，忽略不计。

弯曲变形/变形的基本概念

y

)(xy
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角位移：横截面相对于原

来位置转过的角度，以θ表

示。亦可以用该截面处的

切线与x轴的夹角描述。

符号规定：

以梁轴线为基线，逆时针转

向为正，反之则为负。

弯曲变形/变形的基本概念

y

)( xy
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θ＝dy
dx

数学上，切线表示弹性曲线的斜率

切线的斜率： θtg θ≈

弯曲变形/变形的基本概念
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没有约束无法确定位移

弯曲变形/变形的基本概念

（四）
 

约束对位移的影响约束对位移的影响
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连续光滑曲线；铰支座对位移的限制连续光滑曲线；铰支座对位移的限制

弯曲变形/变形的基本概念



材料力学

连续光滑曲线；固定端对位移的限制连续光滑曲线；固定端对位移的限制

弯曲变形/变形的基本概念
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对于拉伸（压缩对于拉伸（压缩))、扭转、扭转变形变形⎯⎯定积分定积分

对于梁的位移对于梁的位移⎯⎯不定积分不定积分

弹性曲线的小挠度微分方程弹性曲线的小挠度微分方程

弯曲变形/变形的基本概念
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二、挠曲线的近似微分方程

力学公式力学公式

数学公式数学公式

zEI
xM

x
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=
ρ

2
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dx
dy
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yd

x
+

±
=

ρ

以上两式消去
 

，得：
ρ
1

2
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2
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])(1[
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zEI
xM )(
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弯曲变形/挠曲线的近似微分方程
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小挠度情形下： 1<<=
dx
dyθ

zEI
xM

dx
yd )(
2

2

=±

弯曲变形/挠曲线的近似微分方程
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yy

符号规定：

M M

02

2

<
dx

yd
0<M

zEI
xM

dx
yd )(
2

2

=

因此

（挠曲线的近似微分方程）

弯曲变形/挠曲线的近似微分方程
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>
dx

yd
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三、用积分法求梁的变形

zEI
xM

dx
yd )(
2

2

=

由挠曲线的近似微分方程

积分一次：

Cdx
EI

xMy
dx
dy

z

+=′== ∫
)(θ （转角方程）

积分二次：

DCxdxdx
EI

xMy
z

++= ∫ ∫
)(

（挠度方程）

式中C、D为积分常数，由梁的约束条件决定。

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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A

q
B

L

Ay例7-1悬臂梁受力如图所示。求
 

和
 

。Aθ

x

y

x

取参考坐标系Axy。解：

1、列出梁的弯矩方程

2

2
1)( qxxM −= )0( Lx ≤≤

2、
2

2

dx
yd

zEI
xM )(

= 2

2
1 qxyEI −=′′

积分一次：
CqxEIyEI +−==′ 3

6
1θ

积分二次：

DCxqxEIy ++−= 4

24
1

（1）

（2）

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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3、确定常数C、D.

由边界条件： 0, == θLx 代入（1）得：
3

6
1 qLC −=

0, == yLx 代入（2）得： 4

8
1qLD −=

代入（1）（2）得：

)
6
1

6
1(1 33 qLqx

EI
+−=θ

)
8624

1(1 43
4 qLxqLqx

EI
y −+−=

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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EI
qL

A 6

3

=θ

0=x 代入得：将

（与C比较知：
 
）CEI A =θ

EI
qLyA 8

4

−= （与D比较知：
 
）DEIyA =

常数C表示起始截面的转角×刚度(EI)

因此

常数D表示起始截面的挠度×刚度(EI)

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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例7-2 一简支梁受力如图所示。试求
 

和
 

。)(),( xwxθ max,wAθ

A

L

F

C

a b

AyF
ByF

y

x

解： 1、求支座反力

,
L

FbFAy = L
FaFBy =

x

2、分段列出梁的弯矩方程

,)(1 x
L

FbxFxM A ==

,1 x
L

FbyEI =′′

)( Lxa ≤≤BC段

x

)0( ax≤≤AC段

B

),()(2 axFx
L

FbxM −−=

),(2 axFx
L

FbyEI −−=′′

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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,
2 1

2
11 Cx

L
FbEIyEI +==′ θ

)( Lxa ≤≤BC段)0( ax≤≤AC段

,)(
22 2

22
22 CaxFx

L
FbEIyEI +−−==′ θ

,
6 11

3
1 DxCx

L
FbEIy ++= ,)(

66 22
33

2 DxCaxFx
L

FbEIy ++−−=

3、确定常数

由边界条件： 0,0 == Awx （1） 0, == ByLx （2）

由光滑连续条件： 21 θθ == 时，ax （3）

21 yyax == 时， （4）
可解得：

)(
6

22
1 bL

L
FbC −−= ,2C= 021 == DD

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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则简支梁的转角方程和挠度方程为

)],(3[
6

)( 222
1 bLx

LEI
Fbx −−=θ

)( Lxa ≤≤BC段)0( ax≤≤AC段

],)([
6

)( 223
1 xbLx

LEI
Fbxy −+−

−
=

,
2

)()](3[
6

)(
2

222
2

axFbLx
LEI
Fbx −

−−−=θ

])(
6

)([
6

)( 3223
2 axLxbLx

LEI
Fbxy −+−+−

−
=

4、求转角

0=x 代入得：

LEI
bLFb

xA 6
)( 22

01
−

−==
=

θθ

Lx = 代入得：

LEI
aLFab

LxB 6
)(

2
+

==
=

θθ

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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5、求
 

。maxy

0==θ
dx
dy

由 求得
 
的位置值x。maxy

,0
6

)( 22

<
−

−=
LEI

bLFb
Aθ )(0

3
)(

1 ba
LEI

baFab
axC >>

−
==

=
∵θθ

段。在AC0=∴θ

0)](3[
6

)( 222
1 =−−= bLx

LEI
Fbxθ

则由

解得：

3

22 bLx −
=

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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)(1 xy代入
 
得：

EI
bLFby

39
)( 2

3
22

max
−

−=

2
Lba ==若 则：

EI
FLyy Lx 48

3

2
max −==

=

弯曲变形/用积分法求梁的变形

在简支梁情况下，不管在简支梁情况下，不管FF作用在何处（支承除外），作用在何处（支承除外），

可用可用中间挠度代替，其误差不大，不超过中间挠度代替，其误差不大，不超过3%3%。。maxy
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悬臂梁：

x

y

A B

梁的约束条件

.0,00 === AA yx θ时，

简支梁：

x

y

A
B

L

,00 == Ayx 时，

.0== ByLx 时，

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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若B支座改为弹簧支撑，则：

0,0 == Ayx

右左时， CCax θθ ==

右左时， CC yyax ==

k
F

yLx By
B −== ,

若B支座改为拉杆支撑，则：

0,0 == Ayx

右左时， CCax θθ ==

右左时， CC yyax ==

BDB lyLx Δ−== ,
EA

hFBy−=

A

L

F

C
a b B

EA
h

D

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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讨论：讨论：

（1）凡载荷有突变处（包括中间支座），应作为分段点；

（2）凡截面有变化处，或材料有变化处，应作为分段点；

（3）中间铰视为两个梁段间的联系，此种联系体现为两

部分之间的相互作用力，故应作为分段点；

弯曲变形/用积分法求梁的变形

A
B

la

C

M
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A
B

la

C

M

（4）凡分段点处应列出连续条件，根据梁的变形的连

续性，对同一截面只可能有唯一确定的挠度和转

角；在中间铰两侧虽然转角不同，但挠度却是唯

一的。

弯曲变形/用积分法求梁的变形

,0,0 == Ayx

右左时， CC yyax ==

,0,0 == Ax θ

,0, =+= Bylax



材料力学

44、、(16(16分分)) 图示悬臂梁图示悬臂梁ABAB的的AA端为弹性转动约束，该处端为弹性转动约束，该处

截面转角截面转角θθ与弯曲力矩与弯曲力矩mm的关系为的关系为θθ==kmkm其中其中kk为常数。为常数。

若若EIEI已知，试用积分法求梁已知，试用积分法求梁ABAB的挠度曲线和的挠度曲线和BB处的转角处的转角

与挠度。与挠度。
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例7-3 试绘出各梁挠曲轴的大致形状。

A
B

m

3a

m2 解： 1、作梁的弯矩图

图−M

(+)

m

m2

(-)

拐点

2、根据弯矩图的变化规律，

确定挠曲轴曲率的变化规

律

3、根据梁的约束（支座情

况）、变形相容条件，绘

制挠曲轴的大致形状。

弯曲变形/用积分法求梁的变形

上凸

下凸
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F

3F

a aa

Fa

Fa

图−M

(+)

(-)

拐点

下凸
上凸

直线

注意：注意：

（（11）正弯矩使梁下凸，负弯矩）正弯矩使梁下凸，负弯矩

使梁上凸；使梁上凸；

（（22）在转角为零处，挠度出现）在转角为零处，挠度出现

极值，在挠度最大处，截极值，在挠度最大处，截

面的转角不一定为零，在面的转角不一定为零，在

弯矩最大处，挠度不一定弯矩最大处，挠度不一定

最大。最大。

弯曲变形/用积分法求梁的变形
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三、用叠加法求梁的变形

叠加法前提叠加法前提

第一类叠加法第一类叠加法

第二类叠加法第二类叠加法

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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叠加法前提叠加法前提

小变形小变形

力与位移之间的线性关系力与位移之间的线性关系

挠度、转角与载荷（如P、q、M）均为一次线性关系

轴向位移忽略不计。

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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第一类叠加法第一类叠加法

叠加原理：在小变形和线弹性范围内，由几个载荷

共同作用下梁的任一截面的挠度和转角，应等于每个

载荷单独作用下同一截面产生的挠度和转角的代数和。

⎯⎯
 

应用于多个载荷作用的情形应用于多个载荷作用的情形

弯曲变形/用叠加法求梁的变形

例6-4
 

已知已知：q、l、
EI，求：yC ,θB
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w

w

w

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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w

w

w

,
24

3

1 EI
ql

B =θ
EI

qlwC 384
5 4

1 −=

,
33

)( 32

3 EI
ql

EI
lql

B −=
⋅

−=θ

EI
qlwC 48

3 4

3 =

,
1616

)( 32

2 EI
ql

EI
lql

B −=
⋅

−=θ

EI
lqlwC 48

)( 3

2 −=

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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321 BBBB θθθθ ++=∴
EI

ql
24

3

=
EI

ql
3

3

−
EI

ql
16

3

+
EI
ql

48
11 3

−=

321 CCCC wwww ++=
EI

ql
384
5 4

−=
EI

ql
48
3 4

+
EI
lql

48
)( 3

−
EI

ql
384
11 4

=

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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例6-5 怎样用怎样用叠加法确定叠加法确定θθCC和和yyCC ??

w

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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w

w

w

w

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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w
,

6

3

1 EI
ql

C −=θ

EI
qlwC 8

4

1 −=

w ,
6

)
2

( 3

22 EI

lq
BC ==θθ

2222

lww BBC ⋅+= θ

EI

lq

8

)
2

( 4

=
22

l
B ⋅+θ

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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w

21 CCC www +=
EI

ql
8

4

−=
EI

lq

8

)
2

( 4

+
22

l
B ⋅+θ EI

ql
384
41 4

−=

21 CCC θθθ +=
EI

ql
6

3

−=
EI

lq

6

)
2

( 3

+
EI

ql
48
7 4

−=

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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第二类叠加法第二类叠加法⎯⎯逐段分析法逐段分析法

将梁的挠曲线分成几段，首先分别计算各段梁的变形

在需求位移处引起的位移（挠度和转角），然后计算

其总和（代数和或矢量和），即得需求的位移。在分

析各段梁的变形在需求位移处引起的位移时，除所研

究的梁段发生变形外，其余各段梁均视为刚体。

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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F
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例6-6
 

：

怎样用怎样用叠加法确定叠加法确定yyCC ??
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A
B

al

F

C

例6-6
 

：

F

A
B

al
C

Fa

F

a
B C

+

1）考虑AB段(BC段看作刚体)

F作用在支座上，不产生变形。

Bθ

Fa使AB梁产生向上凸的变形。

查表得：

EI
lFa

B 3
)( ⋅

=θ

则
1Cw

aw BC ⋅=θ1

a
EI

lFa
⋅

⋅
=

3
)(

)(
3

2

↓=
EI

lFa

弯曲变形/用叠加法求梁的变形

怎样用怎样用叠加法确定叠加法确定wwCC ??
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2）考虑BC段(AB段看作刚体)

A

F

aB

C
2Cw

)(
3

3

2 ↓=
EI

FawC

所以

21 CCC www +=

)(
33

32

↓+=
EI

Fa
EI

lFa

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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例6-7 求图示梁上CB段中点
 

D 处的挠度。

A
B

la

C

M

D
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例：例：用用叠加法求叠加法求ABAB梁上梁上EE处的处的挠度挠度..
弯曲变形/用叠加法求梁的变形

EA
lF

EI
lFy PP

E 448
17 3

+=
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wE 1

wE 2

1、考虑AB段（BCD视作刚体）

)(
48

3

1 ↓=
EI
lFw P

E

2、考虑BCD段（AB视作刚体）

BE ww
2
1

2 =

再以叠加法求
 

。Bw

而

21 EEE www +=

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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BC段看作悬臂梁（DC视作刚体）

EI

lF

w
P

B 3

)
2

( 3

1 =

DC段看作悬臂梁（BC视作刚体）

EA

lF

w
P

B

)
2

(
2 =

lw cB ⋅=θ3 l
EI

llFP

⋅=
)

2
(

321 BBBB wwww ++=∴

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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因此

21 EEE www += BE ww
2
1

1 += )(
2
1

3211 BBBE wwww +++=

EI
lFP

48

3

=
EI

lFP

3

)
2

(
[

2
1

3

+
EA

lFP )
2

(
+ ]

)
2

(
l

EI

llFP

⋅+

EA
lF

EI
lF PP

448
17 3

+=

弯曲变形/用叠加法求梁的变形
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四、梁的刚度校核
 

提高梁弯曲刚度的措施

刚度条件：

],[
max

yy ≤ ][
max

θθ ≤

[y]——许用挠度，[θ]——许用转角

工程中，
 

[y]常用梁的计算跨度l 的若干分之一表示，例如：

对于桥式起重机梁：
750

~
500

][ lly =

对于一般用途的轴：
10000

5~
10000

3][ lly =

在安装齿轮或滑动轴承处，许用转角为：

rad001.0][ =θ

弯曲变形/梁的刚度校核
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提高梁弯曲刚度的措施

梁的变形除了与载荷与梁的约束有关外，还取决于以下因素：

材料材料——梁的变形与弹性模量E成反比；

截面截面——梁的变形与截面的惯性矩
 

成反比；zI

跨长跨长——梁的变形与跨长l的n次幂成正比

弯曲变形/梁的刚度校核
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(1)(1)减小跨度，增加支座，或加固支座。减小跨度，增加支座，或加固支座。

例如受q作用的简支梁：
EI

qly
384
5 4

max −= )(,)( max ↓↓ 明显yl

方法：

增加支座：增加支座：

L

A B

q

L

A B

q

弯曲变形/梁的刚度校核
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加固支座：加固支座：

L

A B

q

L

A
B

q

。可降低 %60maxy

(2)(2)选用合理截面，选用合理截面，
 
。。zI)(↑

常采用工字形、箱形截面，以提高惯性矩。与强度不同的是要

提高全梁或大部分梁的惯性矩，才能使梁的变形有明显改善。

弯曲变形/梁的刚度校核
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(3)(3)合理安排载荷作用点，以降低合理安排载荷作用点，以降低
 
。。maxM

方法：

使载荷尽量靠近支座，载荷大多数由支座承担。例如：

A

l

F

C

a

EI
Flw

l
a

48
,5.0

3

max == 时

EI
Flw

l
a

48
572.0,8.0

3

max == 时

。可降低 %8.42maxw

(4)(4)其它：其它：因钢的E基本相同，所以材料的杨氏模量对

变形影响不大。
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五、用变形比较法解静不定梁

♣静不定梁—未知力的数目多于能列出的独立平衡方程的数目，

仅利用平衡方程不能解出全部未知力，则称为超静定问题（或

静不定问题）。

♣静不定次数=未知力的数目-独立平衡方程数

弯曲变形/用变形比较法解静不定梁

B

q

L

4个约束反力，

3个平衡方程，

静不定次数=1
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用力法求解静不定问题的步骤：用力法求解静不定问题的步骤：

1、确定静不定次数。

2、选择基本静定梁。

静定梁(基本静定基) — 将静不定梁的多余约束解除，得到相应

的静定系统，该系统仅用静力平衡方程就可解出所有反力以

及内力。

多余约束 — 杆系在维持平衡的必要约束外所存在的多余约束

或多余杆件。 多余约束的数目=超静定次数

B

q

L
多余约束的数目=1

弯曲变形/用变形比较法解静不定梁
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静定梁(基本静定基)选取

弯曲变形/用变形比较法解静不定梁

(2)解除A端阻止转动的支座反力
 

矩
 

作为多余约束,即选择两端
 

简支的梁作为基本静定梁。

AM
B

q

L

AM

A

(1)解除B支座的约束,以
 

代
 

替，即选择A端固定B端自由的悬
 

臂梁作为基本静定梁。

ByF

ByF

B

q

L

A
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弯曲变形/用变形比较法解静不定梁

(2) 基本静定基要便于计算，即要有利于建立变形协调条

件。一般来说，求解变形时，悬臂梁最为简单，其次

是简支梁，最后为外伸梁。

基本静定基选取可遵循的原则：

(1) 基本静定基必须能维持静力平衡，且为几何不变系统；



材料力学

A

B

q

L

ByF

B

q

L

A

弯曲变形/用变形比较法解静不定梁

B

q

L

AM

A

3、列出变形协调条件。

比较原静不定梁和静定基在解除约

束处的变形，根据基本静定梁的一

切情况要与原超静定梁完全相同的

要求，得到变形协调条件。

0=By

0=Aθ
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本例：
 

(1)

4、用积分法或叠加法求变形，并求出多余未知力。

仅有q作用，B点挠度为：
EI

qlyBq 8

4

−=

仅有
 

作用，B点挠度为：ByF

EI
lF

y By
BF 3

3

=
因此

BqBFB yyy +=
EI

ql
8

4

−=
EI

lFBy

3

3

+ 0=

解得:

)(
8
3

↑= qlFBy

ByF

B

q

l

A

弯曲变形/用变形比较法解静不定梁
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5、根据静力平衡条件在基本静定梁上求出其余的约束反力。

本例：
 

(1)

ByF

B

q

L
A

AyF

AxF

AM
0=∑ xF ,0=AxF

0=∑ yF ),(
8
5

↑= qlFAy

0=∑ AM 2

8
1 qlMA = （ ）

弯曲变形/用变形比较法解静不定梁
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ByF

B

q

L
A

AyF

AxF

AM

(+) 图−sF

(-)

ql
8
5

ql
8
3l

8
5

图−M
2

8
1 ql

2

128
9 ql

B

q

L

因此

2
max 8

1 qlM =

qlFQ 8
5

max =

qlFQ =max

2
max 2

1 qlM =

弯曲变形/用变形比较法解静不定梁

6、在基本静定梁上按照静定梁的方法求解内力、应力和变形。
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例6-8  图示静不定梁，等截面梁AC的抗弯刚度EI，拉杆BD的抗拉

刚度EA，在F力作用下，试求BD杆的拉力和截面C的挠度 。

BDB lw Δ=F

l/2 l/2

A B
C

D

l

1、选择基本静定梁。解：

F

l/2 l/2

A B
C

NF

2、列出变形协调条件。

NBFBFB www −=
而

)(
48
5)3(

6

3

2

2

↓=−=
= EI

Flxl
EI

Fxw
lx

BF

)(
3

)
2

( 3

↑=
EI

lF
w

N

BFN

（1）
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解得：

代入（1）：

EA
lF

EI
lF

EI
Fl NN =−

2448
5 33

)241(

1
2

5

2Al
I

FFN

+
⋅=

3、在基本静定梁上由叠加法求
 

。Cw

)(
3

3

↓=
EI

FlwCF
在F力单独作用下：

在
 

力单独作用下：NF

))(
241

1(
96
25)3(

6
2

3

2

2

↑
+

=−=
=

Al
IEI

Flxl
EI
xFw

lx

N
CFN
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l/2 l/2

A B
C

NF
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解得：

NCFCFC www −=

]
)241(32

251[
3

2

3

Al
IEI

Fl

+
−=

在本例中，在F力作用下，拉杆BD伸长，因而B处下

移，
 

B处下移的大小应该等于拉杆的伸长量，即

BDBFBFB lwww
N

Δ=−=
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例6-9 图示结构，悬臂梁AB与简支梁DG均用No.18工字钢制成,BC

为圆截面钢杆,直径d=20cm, 梁与杆的弹性模量均为E=200GPa，

若载荷F=30KN，试计算梁内的最大弯曲正应力与杆内的最大正

应力以及横截面C的铅垂位移 。

F

2m
B

CD

A

G

2m2m

1.4m
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