
第 21卷　第 3期
2008年 3月

传 感 技 术 学 报
CHIN ES E JOURNAL OF S ENSORS AND ACTUA TORS

Vol . 21　No. 3
MAR. 2008

Numerical Method for Extracting Young’s
Modulus and Residual Stress of a MEMS Film 3
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Abstract :A novel met hod for calculating Young’s modulus and residual st ress of a M EMS film is p roposed

based on p ull2in voltages of a set of fixed2fixed beams. In t he method ,t he theoretical p ull in voltages of t he

fixed2fixed beam under an elect ro static load are directly calculated f rom t he governing ordinary differential

equation by using a numerical met hod , t he Young’s modulus and residual st ress can t hen be calculated

f rom t he measured p ull in voltages of t he fixed2fixed beams. The met hod can avoid t he errors due to dedu2
cing t he explicit analytical expression of t he p ull2in voltage of a beam , and is helpf ul to ensure accuracy of

material p roperty ext raction.
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摘　要 :材料弹性模量、残余应力的在线提取 ,已成为 M EMS领域中日益迫切的需要。文中首先简要介绍现有的一些主要

的材料参数提取方法 ,然后提出了一种无需静电作用下两端固支梁吸合电压的显式解析表达式 ,而是利用决定静电作用固支

梁弯曲挠度的微分方程直接计算吸合电压 ,再提取材料参数的算法。避免了在推导吸合电压的显式表达式过程中可能引入

的误差 ,有利于保证材料参数测量的精度。模拟结果表明这种算法速度快、精度高 ,对实际应用有较好的参考价值。
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　　随着M EMS加工技术的发展 ,表面微机械加工

技术已经越来越多的应用于器件的制造中。在表面

微机械结构的加工过程中 ,薄膜材料参数 (例如 ,残

余应力、弹性模量)的控制就变得尤其重要。材料弹

性模量、残余应力的在线提取 ,已成为 M EMS领域

中日益迫切的需要[1 ]。材料参数的提取方法在以往

的文献中有很多的介绍[229 ] ,用于在线提取的主要

有 :基片曲率测试法、静电执行法、微梁旋转法、弯梁

应变传感器法、谐振频率法及拉曼谱法等。

在线测试必须具有简便性和准确性 ,并且占用

芯片面积小。在已经提出的众多方法中 ,能够同时

测量残余应力和弹性模量的一个较好的方法就是两

端固支梁的静电执行法 , Zou[ 2 ]、Osterberg[3 ]以及

Gupta [4 ]等人对此均做过广泛的研究。但这些研究

都是基于这样一个前提 :就是都需要先求出吸合电

压的显式解析式 ,然后再从实际测得的吸合电压值 ,

用这些显式解析式来推算出材料的弹性模量和残余

应力。这种方法会由于吸合电压显式解析式本身的

误差而引起材料参数测量的误差 ,而决定固支梁在

外加电压作用下弯曲挠度的微分方程具有很高的精

度。如果从决定固支梁弯曲挠度的微分方程直接求

解吸合电压 ,再去计算材料参数 ,就会使参数测量具

有较高的精度。本文根据这种思想 ,提出了提取材

料残余应力和杨氏模量的数值算法 ,用 Coventor2



ware软件进行了验证。结果表明 ,此方法精度高、

速度快 ,可在实际中应用。

1　吸合电压

对于图 1 所示的单层两端固支梁静电执行结

构 ,梁是导体。具体参数为 : 长度是 l ,宽度是 b,厚

度是 h ,材料的杨氏模量是 E ,泊松比是υ,沿梁长度

方向的残余应力是σ,外加电压为零时 ,梁的下表面

与下面固定电极间的距离是 g0 ,V是外加直流电压。

在外加电压的作用下 ,固支梁会由于静电吸引而发

生弯曲 ,当外加电压增大到某一临界值时 ,梁就会被

吸到其下方的固定电极上 ,这一现象称为吸合。使梁

发生吸合的临界外加电压称为吸合电压 V PI。决定

固支梁在外加电压作用下弯曲挠度 w ( x) 的微分方

程为[3 ,10 ] :

�EI
d4 w ( x)

dx4 - [bhσ+
�Ebh
2l∫

l

0

(dw ( x)
dx

) 2 dx]
d2 w( x)

dx2 =

ε0 V 2 b
2 ( g0 - w ( x) ) 2 (1 + 0. 65

g0 - w ( x)
b

) (1)

边界条件为 : w | x = 0 , l = 0

dw
d x x = 0 , l

= 0

其中 �E为材料的等效弹性模量[3 ] , �E的大小与梁的
宽度有关 ,当b Ε 5 h时 ,梁被看成宽梁 , �E = E/ (1 - v2 )

成为板模量 ,当 b < 5 h时 ,梁被看成窄梁 , �E = E;ε0

是真空中的电容率。

图 1　受静电力作用的单层两端固支梁

由于静电执行结构涉及机械能和电场能两个

能量域 ,所以要从式 (1)精确地得到其吸合电压的显

式解析式是很困难的。由于材料参数提取的最终目

的是要得到材料参数 ,不是要得到吸合电压的显式

解析式 ,而式 (1)具有足够的精度 ,直接用式 (1)来确

定吸合电压 ,就会具有很高的精度。利用式 (1)直接

计算吸合电压 ,就要对梁进行一维“网格”化 ,然后再

用差分法求解 ,这必然会使计算时间延长 ,如何提高

计算速度 ,以便能在可以接受的时间内计算出结果 ,

就成为此方法能否用于材料参数在线提取的关键。

求解式 (1) ,通常有电压迭代法[3 ]和位移迭代法[11 ]。

由于电压迭代法的收敛速度较位移迭代法慢很

多[11 ] ,所以本文采用位移迭代法从式 (1)计算吸合

电压。两端固支梁的外加电压与其中央归一化位

移[12 ]β=
w ( x)

g0 x =
l
2

的关系如图 2所示[11 ]。从式 (1)

用位移迭代法解吸合电压的步骤如下 ,首先确定临

界吸合时梁中央归一化位移βPI 的初始值β(0)
PI ,并且

从式 (1) 计算在该归一化位移时的外加电压 V
(0)

,再

从dV
dβ β=β(0)

PI

符号的正负来判断这个假设值是大于还

是小于实际的归一化位移。如果dV
dβ β=β(0)

PI

> 0 ,则归

一化位移的假设值小于实际的归一化位移 ,需要增

大 (实际模拟表明ΔβPI Φ 0 . 01就行) ,每增大一次归

一化位移 ,就计算一次外加电压 ,并判断外加电压的

单调性 ,当外加电压的单调性发生改变时 ,就停止计

算 ,吸合电压取最后两次算得的外加电压的平均值。

同样 ,如果dV
dβ β=β(0)

PI

< 0 ,则归一化位移的假设值大

于实际的归一化位移 ,需要减小 (实际模拟表明ΔβPI

Φ 0 . 01就行) ,每减小一次归一化位移 ,就计算一次

外加电压 ,并判断外加电压的单调性 ,当外加电压的

单调性发生改变时 ,就停止计算 ,吸合电压取最后两

次算得的外加电压的平均值。图 3 比较了用

Coventorware软件和式 (1) 计算的吸合电压 ,其中

曲线是式 (1) 的计算结果 ,数据点是 Coventorware

的计算结果 ,可见式 (1) 确实精度较高。由于文献

[12 ]已经给出了临界吸合时梁中央的归一化位移 ,

而且具有较高的精度 ,所以根据文献 [12 ]可以较精

确地确定临界吸合时梁中央归一化位移的初值

β(0)
PI ,此后只需经过几次 (通常为 2 ～ 3 次) 迭代 (调

整归一化位移) 就能实现外加电压单调性的改变 ,

这就进一步提高了从式 (1)计算吸合电压的速度 ,使

图 2　两端固支梁中央的归一化位移与外加电压关系示意图

(a)
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(b)

图 3　CoventorWare软件和式 (1)计算结果的比较

(实线是式 (1) 的结果 ,数据点是 Coventor2
Ware的结果)

得吸合电压的求解可以在 1s内完成。

2　计算材料参数的数值算法

由于吸合电压是与梁的材料参数和几何尺寸有

关的量 ,所以制作一组不同尺寸的两端固支梁 ,测出

它们的吸合电压值 ,就可以算出梁材料的等效弹性

模量和残余应力。为了能得到材料的等效弹性模量

和残余应力 ,需要制作 n个宽度相同而长度不同的

两端固支梁 ( n Ε 2) ,测出它们的吸合电压后 ,可以

得到一个由 n个方程组成的方程组

V PI1 ( �E ,σ) - V PI1 t = 0

…

V PIi ( �E ,σ) - V PIit = 0

…

V PIn ( �E ,σ) - V PInt = 0

(2)

其中 ( �E ,σ) 是所要求解的等效弹性模量和残余应

力 ,V PIi ( i = 1 , ⋯, n) 是由式 (1) 决定的第 i个梁的

吸合电压 ,是关于 ( �E ,σ) 的函数 ,V PIit ( i = 1 , ⋯, n)

是实际测得的第 i个梁的吸合电压。已有的基于两

端固支梁吸合电压的弹性模量、残余应力提取方法 ,

都是从 V PIi ( i = 1 , ⋯, n) 关于 ( �E ,σ) 的显式解析式

出发 ,再从式 (2) 解材料参数值。本文提出的算法是

从式 (1) 用迭代法计算 V PIi ( i = 1 , ⋯, n) ,用最小二

乘法从式 (2) 解材料参数值。这种算法能够避免推

导吸合电压显式解析式过程中引入的近似所带来的

误差 ,有利于保证测量的精度。

在用最小二乘法解方程组 (2)的过程中 ,需要从

式 (1)用数值方法计算大量次数的吸合电压 ,所以这

种算法比利用吸合电压显式解析式的算法所需时间

长 ,利用吸合电压显式解析式的算法计算一次等效

弹性模量和残余应力大约需要 1～2 s ,用本文提出

的算法计算一次等效弹性模量和残余应力大约需要

1 min。1 min 的时间在在线检测中是完全可以接

收的 ,而且这种算法能够保证材料参数测量的精度 ,

所以 ,此种算法是一种较好的材料参数计算方法。

3　模拟

采用两根长度不同的单层多晶硅两端固支梁来

验证本文提出的材料参数计算方法的正确性 (图

4) ,梁的结构及材料参数见表 1 ,表 1中的材料参数

是预先假设的。用假设的材料参数通过 Covento2
ware软件计算出这两根梁的吸合电压作为 V PIit ( i =

1 ,2) ,再用式 (2)可算得材料参数 (见表 2) ,从表 2

可见算得的材料参数与假设材料参数的误差是很小

的。

图 4　长度不同的两根多晶硅单层梁

表 1　两端固支梁的结构及材料参数

梁长 l 200 ,250 μm

梁宽 b 50 μm

厚度 h 0. 5 μm

间隙高度 g0 1. 0 μm

等效弹性模量 (预设) �E 201 Gpa

残余应力 (预设)σ 100 MPa

表 2　材料参数的模拟结果

材料参数 设定值 模拟结果 误差

�E/ GPa 201 201. 80 0. 4 %

σ/ MPa 100 103. 33 3. 3 %

4　结论

通过静电执行结构 ,利用决定固支梁在外加电

压作用下弯曲挠度的微分方程直接计算固支梁的吸

合电压 ,再计算材料的等效弹性模量和残余应力 ,避

免了求吸合电压显式解析式过程中引入的误差 ,提

高了测量的精度。用位移迭代法计算梁的吸合电

压 ,以提高吸合电压的计算速度。模拟结果表明这

种计算方法精度高、速度快 ,适用于通常 M EMS加

工工艺中材料参数的在线提取。
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