
    

  

 

基金项目：国家自然科学基金重点项目(11032005)；中央高校基本科研业务费专项资金资助(11613328)；广东省科技计划项目( 2012A030200003)；
广东省自然科学基金博士启动项目(32213013)                            收稿日期：2013-05-17             修回日期：2013-12-31 
第一作者简介：李善倾，男，1982 年生，博士，暨南大学，讲师；研究方向——板壳力学及数值方法。  E-mail：lishanqing09@163.com  

  应    用    力    学    学    报 

 CHINESE JOURNAL OF APPLIED MECHANICS 

第 31 卷  第 2 期

2014 年 4 月 

Vol.31 No.2

Apr. 2014

文章编号：1000- 4939(2014) 02-0176-06 

R-函数理论及准 Green 函数方法在正交各向异性板 
振动问题中的应用 

李善倾  袁鸿 

(暨南大学力学与土木工程系 510632 广州)  

 

摘要：首次将 R-函数理论及准 Green函数方法应用于求解固支正交各向异性薄板的自由振动问题。

首先引入参数变换，将正交各向异性薄板的自由振动微分方程转化为双调和算子的边值问题，并

应用 R-函数理论，以解析函数形式描述复杂边界形状；利用问题的基本解和边界方程构造了一个

准 Green 函数，该函数满足了问题的齐次边界条件；通过 R-函数理论构造适当的边界方程，消除

了积分方程核的奇异性；再采用 Green 公式将其化为第二类 Fredholm 积分方程。数值算例表明：

该方法减少了理论计算量，精度较高。本文还证明了其优越性和正确性，是一种新型的数学方法。 
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1 引 言 

在工程中，除了材料性质为各向异性的板，还

有混凝土空心板、钢筋混凝土板等都可视为正交各

向异性板。研究这些板的力学性能及其振动问题非

常重要。 
Green 函数法被广泛用来求解各种边值问题，

然而，对于二维或高维问题，建立 Green 函数极其

复杂。在极其简单的区域 (如圆、球)上，可以找到

Green 函数，但困难在于虽然易于找到满足基本方

程的函数(基本解)，却难以满足问题的齐次边界条

件。如果以基本解代替 Green 函数，将得到边界积

分方程，它一般是一个在边界上具有奇异性的积分

方程。针对边界积分方程存在的问题，准 Green 函

数方法采用了另一条途径推导积分方程。用有限元

法或有限差分法求解固支多边形薄板问题时，需对

整个研究区域划分单元网格，前处理工作量大，数

据准备麻烦，且花费大量机时。边界元法则克服了

区域型数值方法的缺点，只在边界上划分单元，通

过基本解将域内未知量化为边界未知量来求解，可

使自由度数目大大减少。但这种方法却存在大量奇

异积分，而且在边界及其附近区域上解的精度较低。 
使用 R-函数理论和准 Green 函数方法，文献[1-6]

已成功求解了简支、固支各向同性薄板、扁球壳的自

由振动及弯曲等问题。与有限元法或有限差分法相

比，准 Green 函数方法在解决问题时，对整个研究区

域划分的单元网格很少，前处理工作量相对小很多，

相应地，求解结果的精度会很高。 
本文首次采用文献[7]提出的 R-函数理论和准
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Green 函数方法，分析了固支正交各向异性薄板的

振动问题。利用问题的基本解构造一个准 Green 函

数，该函数满足了问题的齐次边界条件，但未能满

足基本微分方程。而建立准 Green 函数的关键在于

将问题的边界用规范化方程 0=ω 表示出来，将问

题的区域由不等式 0>ω 表示出来。ω将存在多种

选择，经过适当的数学处理，积分方程核的奇异性

可以被克服。R-函数理论可描述任一复杂区域，从

而 R-函数理论保证了对于任何复杂区域，总可以找

到函数ω，从而可将原问题化为无奇异性的第二类

Fredholm 积分方程。本文首次将准 Green 函数方

法应用于求解固支正交各向异性薄板的振动问

题，通过固支正交各向异性薄板的数值结果再次

证明了 R-函数理论和准 Green 函数方法的有效性

和可行性。 

2 基本方程 

正交各向异性板的自由振动微分方程和固支

边界条件分别为 

4 4 4

1 3 24 2 2 4

2

( ) ( ) ( )2

( ) ,

D D D
x x y y

m x

′ ′ ′∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂

′ ′= ∈ω Ω

W x W x W x

W x    (1) 

0=W ， 0
n

∂
=

∂
W

， ′∈x Γ          (2) 

式中： ( )′W x 为振型函数； ( , )x y′ =x ；Ω 为笛卡

儿坐标系中板中面 ( -x y 平面 )所包含的区域；

= ∂Γ Ω 为Ω 的边界；n为边界曲线的外法线方向；

ω 为固有频率； m 为单位面积内的质量； 

3
1 1 1 2[12(1 )]D E t μ μ= − 、 3

2 2 1 2[12(1 )]D E t μ μ= − 为

抗弯主刚度，对于上、下表面平整的板 3 1 2D D D= ；

t 为板的厚度； 1E 和 2E 、 1μ 和 2μ 分别为两个主方

向的弹性模量、泊松比。 

引入以下参数及坐标变换 

2 1/m D D= ， 1E E= ， 1 2μ μ μ= ， 

3 2[12(1 )]D Et μ= − ， 1x x= ，
1
4

2 1x m y
−

=    (3) 

式(1)可化为 

4 2D mω∇ =W W             (4) 

其中 4 2 2 2 2 2
1 2( )x x∇ = ∂ ∂ + ∂ 为双调和算子。 

3  积分方程的推导 

设 0=ω 为边界Γ 的一阶规范化方程，即满足[8] 

( ) 0=ω x ， 1∇ =ω , ∈x Γ        (5) 

( ) 0>ω x ， ∈x Ω            (6) 

构造准 Green 函数如下 
2( , ) ln ( , )r r= − −G x ξ e x ξ            (7) 

2( , ) ln 2 ( ) ( )r R= − + ω ωe x ξ x ξ         (8) 

式中 

2 2
1 1 2 2( ) ( )r x xξ ξ= − = − + −ξ x       (9) 

1 1 2 2( ) ( )x xξ ξ= − + −r i j          (10) 

2 4 ( ) ( )R r ω ω= + ξ x           (11) 

其中： i、 j分别表示 1x 、 2x 方向的单位向量；

1 2( , )x x=x ； 1 2( , )ξ ξ=ξ 。 

显然准 Green 函数 ( , )G x ξ 满足条件 

( , ) 0
∈∂

=
ξ

G x ξ
Ω

           (12) 

( , ) 0
n ∈∂

∂
=

∂ ξ

G x ξ

Ω

          (13) 

为了将边值问题式(2)和式(4)化为积分方程，应

用 4 ( )C Ω 函数类的 Green 公式，对所有的U 、

4 ( )C∈ ∪V Ω Γ 有 

4 4 2 2

2 2

( )d [ ( )

( ) ]d (14)
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n n
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∂ ∂

∫ ∫
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Ω Ω
Ω

Γ

    用式(4)中的W 、式(7)中的G分别代替式(14)

中的U 、V ，并注意到 2(1 / 8 ) lnr rπ 是双调和算子

的基本解[8]，利用式(2)、式(4)、式(12)和式(13)可得 

( ) ( ) ( , )d= ∫Ω ΩW x W ξ K x ξ         (15) 

式中 
4 4 4

4 2 2 4
1 1 2 2

2

1( , ) ( 2 ) ( , )
8π

1 ( , )
8π

m
D

ξ ξ ξ ξ

ω

∂ ∂ ∂
= − + + −

∂ ∂ ∂ ∂
K x ξ e x ξ

G x ξ  (16) 

将表达式(8)代入式(16)中，推导可得 ( , )K x ξ 的具体

表达式，即
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(17)
式中： ( )=ω ω ξ ；∇ = ∇ξ 。 

当 0R = 时，即 =x ξ 且 0=ω 时，式 (17)中
( , )K x ξ 才可能出现不连续性。实际上，当 =x ξ 时，

式(17)为 
2 2

2

2
4 2

1 ( )( , )
π

1 1
4π 4π

m
D

ω

=

+ ∇ − ∇
= −

∇ +

x ξ
K x ξ ω ω ω

ω

ω ω ω      (18) 

为了使积分核 ( , ) ( )C∈ ∂K x ξ ∪Ω Ω ，将式(18)

中的 2 21 ( )+ ∇ − ∇ω ω ω 展开成ω 的幂级数后，幂级

数的常数项和 1 次项的系数必须等于 0。 下面通过

构造一个新的边界规范化方程来保证 ( , )K x ξ 的连

续性，为此假设 
2

0 0ω ω ϕ= +ω              (19) 
式中 0 0ω = 为边界Γ 的一阶规范化方程，即满足式(5)
和式(6)。显然， 0=ω 也是一阶规范化方程。容易

证明，只要按式(20)选取ϕ，就能保证 ( , )K x ξ 在积

分域内处处连续，即 
2

2 0
0

0

1 ( )1 [ ]
2

ω
ϕ ω

ω
− ∇

= ∇ +          (20) 

将式(20)代入式(19)中，可得 
2

2 2 0
0 0 0

0

1 ( )1 [ ]
2

ω
ω ω ω

ω
− ∇

= + ∇ +ω       (21) 

因此，通过任意选择一个边界规范化方程 0 0ω = ，

就可以根据式(21)建立一个新的边界规范化方程

0=ω ，从而保证积分核 ( , )K x ξ 的连续性。 

4 积分方程的离散 

对固支多边形正交各向异性薄板自由振动问

题的等效积分方程式(15)进行离散化。将积分域Ω
划分为若干子域 iΩ ( 1,2, , )i N= ，在各子域中分

别应用中矩形公式进行数值求积。则积分方程式(15)
可化为齐次线性代数方程组 

T
1[ ( ), , ( )] 0N N x x× =NB W W        (22) 

其中 N 为划分的子域数； ( )ixW 为W 在 ix 处的未知

虚拟值； ( )N N ij N N× ×=B b ,
( )
( )

, , ( )

, 1, ( )

i j j

ij

i j j

x A i j

x A i j

⎧ ≠⎪= ⎨
− =⎪⎩

K ξ
b

K ξ

   
 

(这里： 1,2, , ; 1,2, , ;i N j N= = jA 表示第 j 个子域

的面积)。 
齐次线性方程组式(22)有非平凡解的条件是其

系数行列式等于零，即 

0N N× =B               (23) 

求解式(23)，可得前 N 阶固有频率ω，进一步

得到工程频率 / (2 )f ω= π 。将求得的各阶固有频率

ω 代入线性方程式(22)中，还可求出各子域上挠度

的比值，即各阶振动的模态。 

5  数值算例 

5.1  算例 1 

 对图 1 所示矩形正交各向异性板，取各项参数

为： a b= =0.75 m ；板厚度 t =0.1 m ；泊松比

1 0.25μ = ；弹性模量 1 3GPaE = ；单位面积内的质

量 m =780 2kg / m 。坐标变换后如图 2 所示 , 且
1/4

1 1b m b−= ， 1 2 1 2 1/ /m E Eμ μ= = =0.9。根据 R-函
数理论[8-9]，只要取 

2 2
0 1 2 1 2ω ω ω ω ω= + − +  

式中 
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2 2
1 1( ) / (2 ) 0a x aω = − ≥ , 2 1 2 2 1( ) / 0b x x bω = − ≥  

则 0 0ω = 是矩形边界的一阶规范化方程， 1 0ω = 、

2 0ω = 分别表示矩形的各两条边。将长方形薄板的

计算结果列于表 1 中，本文方法仅用 11× 11 矩形子

域划分(如图 2 所示)，其计算结果就能与 ANSYS
有限元法(FEM)采用 11× 11、100× 100、200× 200
矩形子域划分时的计算结果吻合得很好。 

 
图 1  固支正交各向异性矩形板 

Fig.1  Clamped orthotropic rectangular plate 

表 1  固支正交各向异性矩形板的固有频率 f 
Tab.1  Natural frequency of clamped 

orthotropic rectangular plate 

方法 
(method) 

固有频率 f (natural frequency)/Hz 
1 阶模态 

(first-order  
model) 

2 阶模态 
(second-order  

model) 

3 阶模态 
(third-order  

model) 

f 
误差 

(error)/ 
(%) 

f 
误差 

(error)/ 
(%) 

f 
误差 

(error)/ 
(%) 

the paper 
11×11 47.395 -0.797 97.961 0.541 145.14 1.084 

FEM 
11×11 47.266 -1.067 95.989 -1.483 139.73 -2.687

FEM 
100×100 47.770 -0.013 97.429 -0.005 143.65 0.043 

FEM 
200×200 47.776 — 97.434 — 143.59 — 

 
图 2  固支各向同性矩形板 

Fig.2  Clamped isotropic rectangular plate 

5.2  算例 2 

如图 3 所示的平行四边形正交各向异性板，其

各项参数为：a = 1.1 m，b = 1.0 m，c = 1.0 m，d =  
1.2 m；板厚度 t =0.1 m ；泊松比 1 0.25μ = ；弹性模

量 1 3GPaE = ；单位面积内的质量m =780 2kg / m 。

坐 标 变 换 后 如 图 4 所 示 , 且 1/4
1 1b m b−= ，

1 2 1 2 1/ /m E Eμ μ= = =0.8。根据 R-函数理论[8-9]，只

要取 
2 2 2 2

0 1 2 3 1 2 1 3

2 2 2 2 2
2 3 1 2 3

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

= + + − + − + −

+ + + +
 

式中 

1 1 2 2 1( ) / 0c x x cω = − ≥ ,  

21 1 1
2 1 2( ) / 1 ( ) 0ac c cx x

a b a b a b
ω = + − +

− − −
≥ , 

21 1 1
3 1 2( ) / 1 ( ) 0ac c cx x

d a d a d a
ω = − + +

− − −
≥  

则 0 0ω = 是平行四边边界的一阶规范化方程， 

1 0ω = 、 2 0ω = 、 3 0ω = 分别表示平行四边的上、

下、左、右四条边。将计算结果列于表 2 中，并与

ANSYS 有限元法(FEM)的计算结果进行了对比。采用

如图 4 所示的平行四边形子域划分形式，本文方法

仅用 11× 11 子域得到的结果就能与 ANSYS 有限元

法采用 200× 200 子域得到的结果吻合得相当好。 

 
图 3  固支正交各向异性平行四边形板 

Fig.3  Clamped orthotropic parallelogram plate 

 
图 4  固支各向同性平行四边形板 

Fig.4  Clamped isotropic parallelogram plate 

表 2  固支平行四边形板的固有频率 f 
Tab.2  Natural frequency of clamped 

orthotropic parallelogram plate 

m1 

固有频率 f (natural frequency)/Hz 

1 阶模态 
(first-order  

model) 

2 阶模态 
(second-order  

model) 
 

3 阶模态 
(third-order  

model) 

本文 
方法 

(present 
method)

有限

元解 
(FEM)

本文 
方法 

(present 
method) 

有限 
元解 

(FEM) 

本文 
方法 

(present 
method)

有限

元法

(FEM)

0.7 60.372 59.848 77.250 77.309 107.70 108.48

0.8 64.227 63.733 80.879 80.970 111.06 111.90

0.9 67.899 67.427 84.375 84.476 114.31 115.18

5.3  算例 3 

如图 5 所示的梯形正交各向异性板，其各项参数

为： a e= = 1.2 m ，b d= = 1.0 m ， c = 1.0 m ；板厚

度t =0.1 m ；泊松比 1 0.25μ = ；弹性模量 1 3GPaE = ；

单位面积内的质量取m =780 2kg / m 。坐标变换后如
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图 6 所示，且 1/4
1 1b m b−= ， 1 2 1 2 1/ /m E Eμ μ= = =0.8。

根据 R-函数理论[8-9]，只要取 
2 2 2 2

0 1 2 3 1 2 1 3

2 2 2 2 2
2 3 1 2 3

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

= + + − + − + −

+ + + +  

式中 

1 1 2 2 1( ) / 0c x x cω = − ≥ , 

21 1 1
2 1 2( ) / 1 ( ) 0ac c cx x

a b a b a b
ω = + − +

− − −
≥ , 

21 1 1
3 1 2( ) / 1 ( ) 0ac c cx x

a b a b a b
ω = − − +

− − −
≥  

则 0 0ω = 是梯形边界的一阶规范化方程， 1 0ω = 、

2 0ω = 、 3 0ω = 分别表示梯形的上、下、左、右四

条边。将计算结果列于表 3 中，并与 ANSYS 有限

元法的计算结果进行了对比。采用图 6 所示的梯形

子域划分形式，本文方法仅用 11× 11 子域得到的结

果就与 ANSYS 有限元法用 200× 200 子域的得到结

果吻合得相当好。 
从表 1~表 3 的对比结果可知，准 Green 函数方

法采用的子域数远少于 ANSYS 有限元法，理论计

算量减小了很多，精度较高，这体现了本文方法的

优越性和正确性。 
表 3  固支梯形板的固有频率 f 

Tab.3  Natural frequency of clamped 
orthotropic trapezoidal plate 

m1 

固有频率 f (natural frequency)/Hz 
1 阶模态 

(first-order  
model) 

2 阶模态 
(second-order  

model) 

3 阶模态 
(third-order  

model) 
本文 

方法 
(present 
method) 

有限 

元解 
(FEM) 

本文 

方法 
(present 
method)

有限 

元法 
(FEM) 

本文 

方法 
(present
method)

有限 

元法 
(FEM)

0.7 60.233 59.915 77.365 77.571 108.19 108.97

0.8 64.085 63.801 80.977 81.239 111.54 112.41

0.9 67.749 67.497 84.474 84.752 114.79 115.72

 
图 5  固支正交各向异性梯形板 

Fig.5  Clamped orthotropic trapezoidal plate 

 
图 6  固支各向同性梯形板 

Fig.6  Clamped isotropic trapezoidal plate 

6  结束语 

本文首次采用 R-函数理论和准 Green 函数方

法，研究了固支正交各向异性板的自由振动问题。

通过将本文方法得到的计算结果与 ANSYS 有限元

法的结果进行比较，再次证明了本文方法的有效性

及合理性。其为研究复杂边界形状固支正交各向异

性板的自由振动问题提供了一种有效的数学方法、

新型的计算手段。准 Green 函数方法是一种新的数

值方法，需进一步研究以提高其计算精度并开拓其

应用领域。R-函数理论还可用来构造满足边界条件

的试函数，与 Ritz 法、变分法、样条函数近似法

等[10-16]加权残值法结合起来，有效地解决工程中的

各种边值问题。 
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