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摘 要: 针对条件线性高斯状态空间模型,提出 cubature卡尔曼滤波-卡尔曼滤波算法 (CKF-KF),分别应用CKF和

KF估计模型中的非线性和线性状态. 该算法对非线性与线性状态均进行 cubature采样, 并将两种样本通过线

性方程和量测方程进行传播, 以获得非线性状态估计. 机动目标跟踪仿真结果表明, CKF-KF的估计精度比Rao-

Blackwellized粒子滤波器 (RBPF)略低,但算法运行时间不到其 1%; 与无迹卡尔曼滤波器 (UKF-KF)相比,估计精度

相当,但算法运行时间降低了 22%,有效地提高了实时性.
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Abstract: A filtering algorithm, cubature Kalman filter-Kalman(CKF-KF) filter, is proposed for conditionally linear

Gaussian state model, which respectively employs CKF and KF to estimate nonlinear state and linear state in the model. The

above states are carried out cubature sampling, which are propagated through linear and observation equations to estimate

nonlinear state. The maneuvering target tracking simulation results show that, compared to the Rao-Blackwellized particle

filter(RBPF), the algorithm running time of CKF-KF is less than 1% of that with a slightly lower filtering performance loss,

and the estimation accuracy of CKF-KF coincides with that of UKF-KF, whereas the algorithm running time reduces by 22%

and effectively improves real-time.
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1 引引引 言言言

条件线性高斯状态空间模型由参数满足马

尔科夫过程的非线性状态及线性状态两部分组

成[1], 其模型在许多实际领域[2-4]里得到了广泛应

用. 条件线性高斯模型状态估计的常用方法是采

用粒子滤波 (PF)与卡尔曼滤波 (KF)相结合的Rao-

Blackwellized particle filter(RBPF)滤波器[3-7]. 因为该

模型下的状态变量的线性部分在非线性部分的条件

下的后验分布可用解析方法求得, 从而可使用KF估

计线性状态,使用 PF估计非线性状态. 因为RBPF沿

用了 PF的框架,所以也就面临了计算量大、难以满足

实时性的问题.解决RBPF计算量大和提高实时性的

关键在于寻求新的非线性滤波方法取代 PF,对条件线

性高斯模型的非线性状态进行估计.基于上述思想,文

献 [8]提出了无迹卡尔曼滤波器(UKF)[9]与KF相结合

的 unscented卡尔曼滤波-卡尔曼滤波算法. 该算法对

模型的非线性部分采用计算量远小于 PF的UKF, 而

线性部分依旧采用KF.与RBPF相比,该算法在略失

估计精度的情况下,大幅度地降低了计算量、提高了

实时性. 然而UKF有个缺点: 参数𝛼, 𝛽, 𝜅在实际中需

要合理地进行调节,才能取得好的滤波效果,操作起来

不方便,且需要 2𝑛 + 1个采样点. 为了避免UKF的上

述不足,减少采样点以及进一步提高模型状态估计的

实时性,本文沿用文献 [8]的思想,将最近出现的非线

性滤波 cubature Kalman filter(CKF)[10]与KF结合, 提

出 cubature卡尔曼滤波-卡尔曼滤波算法 (CKF-KF).

机动目标仿真表明, CKF-KF估计精度与UKF-KF相

当,但其算法运行时间降低了 22%.
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2 条条条件件件线线线性性性高高高斯斯斯状状状态态态空空空间间间模模模型型型

条件线性高斯状态空间模型如下[1, 5]:

𝑧𝑘 ∼ 𝑝(𝑧𝑘/𝑧𝑘−1), (1)

𝑥𝑘 = 𝐴(𝑧𝑘)𝑥𝑘−1 +𝐵(𝑧𝑘)𝑤𝑘 + 𝐹 (𝑧𝑘)𝑢𝑘, (2)

𝑦𝑘 = 𝐶(𝑧𝑘)𝑥𝑘 +𝐷(𝑧𝑘)𝑣𝑘 +𝐺(𝑧𝑘)𝑢𝑘. (3)

其中: 𝑧𝑘为非线性状态,为马尔科夫过程,其过程噪声

𝑟𝑘 ∼ 𝑁(0, 𝑄𝑟); 𝑥𝑘为线性状态; 𝑦𝑘为观测量; 𝑢𝑘为已

知的控制输入;高斯噪声𝑤𝑘∼𝑁(0, 𝑄𝑤); 𝑣𝑘∼𝑁(0, 𝑅);

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐹 , 𝐺分别为已知的状态矩阵、观测矩

阵、噪声矩阵及输入输出矩阵. 为了完成对非线性状

态 𝑧𝑘及线性状态𝑥𝑘的状态估计, RBPF借用了粒子滤

波及卡尔曼滤波的框架[5]. RBPF利用粒子滤波算法

对 𝑧𝑖𝑡进行采样,然后用卡尔曼滤波对𝑥𝑘的均值𝑢𝑖
𝑡和

方差Σ 𝑖
𝑡 进行预测和更新. 但RBPF无法解决计算量

大,实时性差的问题,因此需要寻求新的滤波途径来

解决上述问题.

3 Cubature Kalman filter-Kalman filter
算算算法法法

3.1 Cubature卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波

考虑如下形式的多维权重积分:

𝐼(𝑓) =
w
𝑅𝑛

𝑓(𝑥) exp(−𝑥T𝑥)d𝑥. (4)

其中: 𝑓(𝑥)为任意函数, 𝑅𝑛为积分区域. 一般情况

下, 上述积分的解析值无法获得, 需通过数值积分

方法来得到其近似值. 可选择一组具有权重值的点

集 (𝜔𝑖, 𝜉𝑖)来近似积分:

𝐼(𝑓) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑓(𝜉𝑖). (5)

最近,文献 [9]提出一种基于 spherical-radial准则

的CKF非线性高斯滤波来选择上述点集. CKF通过

spherical-radial准则选取 2𝑛(𝑛为状态维数)个具有相

同权值的 cubature点:⎧⎨⎩
𝜉𝑖 =

√
2𝑛

2
[1]𝑖,

𝜔𝑖 =
1

2𝑛
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛.

(6)

其中: [1]𝑖表示集合 [1]的第 𝑖列,对于二维即𝑛 = 2,有

[1] =
{
[1, 0]

T
, [−1, 0]

T
, [0,−1]

T
, [0, 1]

T
}
,

计算出 cubature点集 (𝜔𝑖, 𝜉𝑖)后就可以通过时间更新

和量测更新得到CKF滤波算法.

3.1.1 时时时间间间更更更新新新

CKF算法时间更新过程方程分别如下:

𝑋𝑖,𝑘−1∣𝑘−1 =
√

𝑃𝑘−1∣𝑘−1𝜉𝑖 + �̂�𝑘−1∣𝑘−1, (7)

𝑋∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1 = 𝑓(𝑋𝑖,𝑘−1∣𝑘−1), (8)

�̂�𝑘∣𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑋∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1, (9)

𝑃𝑘∣𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑋∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1𝑋

∗T
𝑖,𝑘∣𝑘−1−

�̂�𝑘∣𝑘−1�̂�
T
𝑘∣𝑘−1 +𝑄𝑘−1. (10)

3.1.2 量量量测测测更更更新新新

CKF算法量测更新过程方程分别如下:

𝑋𝑖,𝑘∣𝑘−1 =
√

𝑃𝑘∣𝑘−1𝜉𝑖 + �̂�𝑘∣𝑘−1, (11)

𝑍𝑖,𝑘∣𝑘−1 = ℎ(𝑋𝑖,𝑘∣𝑘−1), (12)

𝑧𝑘∣𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑍𝑖,𝑘∣𝑘−1, (13)

𝑃𝑥𝑧,𝑘∣𝑘−1 =

2𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑋𝑖,𝑘∣𝑘−1𝑍
T
𝑖,𝑘∣𝑘−1−

�̂�𝑘∣𝑘−1𝑧
T
𝑘∣𝑘−1, (14)

𝑃𝑥𝑧,𝑘∣𝑘−1 =

2𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑋𝑖,𝑘∣𝑘−1𝑍
T
𝑖,𝑘∣𝑘−1−

�̂�𝑘∣𝑘−1𝑧
T
𝑘∣𝑘−1, (15)

𝑊𝑘 = 𝑃𝑥𝑧,𝑘∣𝑘−1𝑃
−1
𝑧𝑧,𝑘∣𝑘−1, (16)

�̂�𝑘∣𝑘 = �̂�𝑘∣𝑘−1 +𝑊𝑘(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘∣𝑘−1), (17)

𝑃𝑘/𝑘 = 𝑃𝑘/𝑘−1 −𝑊𝑘𝑃𝑧𝑧,𝑘/𝑘−1𝑊
T
𝑘 . (18)

3.2 Cubature Kalman filter- Kalman filter算算算法法法

本文根据文献 [8]的思想, 提出CKF与KF进行

融合的CKF-KF算法, 并利用该算法对条件高斯状

态模型进行状态估计, 其中: 使用CKF进行非线性

状态 𝑧𝑘估计,并使用KF进行线性状态𝑥𝑘估计. CKF-

KF算法过程如下.

3.2.1 CKF估估估计计计非非非线线线性性性状状状态态态𝑧𝑘

将式 (1)改写为

𝑧𝑘 = 𝑓(𝑧𝑘−1, 𝑟𝑘−1). (19)

其中: 𝑓(⋅)为非线性函数, 𝑟𝑘 ∼ 𝑁(0, 𝑄𝑟)为噪声.

𝑘 − 1时刻的状态 𝑧和𝑥的估计值分别为 𝑧𝑘−1和

�̄�𝑘−1, 估计方差为𝑃𝑧,𝑘−1和𝑃𝑥,𝑘−1, 对 𝑧𝑘−1和𝑃𝑧,𝑘−1

进行状态扩维 (扩维后的状态表示为 𝑧𝑎,维数为𝑛)

𝑧𝑎𝑘−1 =
[
𝑧T𝑘−1 𝑟T𝑘−1 𝑣T𝑘−1

]T
, (20)

𝑃 𝑎
𝑧,𝑘−1 =

⎡⎢⎣ 𝑃𝑧,𝑘−1 0 0

0 𝑄𝑟 0

0 0 𝑅

⎤⎥⎦ . (21)

此时根据式 (7), 扩维后的状态 𝑧𝑎的 2𝑛个

cubature点可表示为

𝑍𝑎
𝑖,𝑘−1 =

√
𝑃 𝑎
𝑧,𝑘−1𝜉𝑖 + 𝑧𝑎𝑘−1,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (22)
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根据式 (19)对 cubature点𝑍𝑎
𝑖,𝑘−1进行非线性传

播,即

𝑍∗𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1 = 𝑓(𝑍𝑎

𝑖,𝑘−1), (23)

从而得到状态 𝑧𝑎的预测值和方差为

𝑧𝑎𝑘/𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑍∗𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1, (24)

𝑃 𝑎
𝑍𝑘/𝑘−1

=
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑍∗𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1𝑍

∗𝑎T
𝑖,𝑘/𝑘−1 − 𝑧𝑎𝑘/𝑘−1𝑧

𝑎T
𝑘/𝑘−1.

(25)

根据式 (11)和 (12)可知, 观测量 𝑦的预测值需

利用重新生成的状态 𝑧𝑎的 𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛) 个
cubature点进行传播,即

𝑍𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1 =

√
𝑃 𝑎
𝑧,𝑘/𝑘−1𝜉𝑖 + 𝑧𝑎𝑘/𝑘−1. (26)

结合式 (2), (3)和 (12)可知, CKF算法决定了在

量测更新阶段观测量 𝑦的预测值也需要通过量测方

程 (3)传播样本点形式的状态𝑥, 因此, 状态𝑥需要进

行 cubature采样. 同时, 为了与状态 𝑧𝑎的 𝑖 (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)个 cubature点的数目进行匹配而共同实现

𝑦的预测,状态𝑥也需要 𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)个 cubature

点,即

𝑋𝑖,𝑘/𝑘−1 =
√

𝑃𝑥,𝑘−1𝜉𝑖 + �̄�𝑘−1. (27)

将式 (26), (27)代入 (2)有

𝑥𝑖,𝑘/𝑘−1 =𝐴(𝑍𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1)𝑋𝑖,𝑘/𝑘−1+

𝐵(𝑍𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1)𝑤𝑖,𝑘 + 𝐹 (𝑍𝑎

𝑖,𝑘/𝑘−1)𝑢𝑖,𝑘. (28)

结合式 (26), (28)和 (3),有

𝑦𝑖,𝑘/𝑘−1 =𝐶(𝑍𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1)𝑥𝑖,𝑘/𝑘−1+

𝐷(𝑍𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1)𝑣𝑖,𝑘 +𝐺(𝑍𝑎

𝑖,𝑘/𝑘−1)𝑢𝑖,𝑘. (29)

最后, 根据式 (13)∼(18)求取 𝑘时刻状态 𝑧𝑎的估

计值 𝑧𝑎𝑘和方差估计值𝑃 𝑎
𝑧,𝑘,即

𝑦𝑘∣𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑦𝑖,𝑘∣𝑘−1, (30)

𝑃𝑦𝑦,𝑘/𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑦𝑖,𝑘/𝑘−1𝑦
T
𝑖,𝑘/𝑘−1 − 𝑦𝑘/𝑘−1𝑦

T
𝑘/𝑘−1,

(31)

𝑃𝑧𝑦,𝑘/𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑍𝑎
𝑖,𝑘/𝑘−1𝑦

T
𝑖,𝑘/𝑘−1 − 𝑧𝑎𝑘/𝑘−1𝑦

T
𝑘∣𝑘−1,

(32)

𝑊𝑘 = 𝑃𝑧𝑦,𝑘∣𝑘−1𝑃
−1
𝑦𝑦,𝑘∣𝑘−1, (33)

𝑧𝑎𝑘 = 𝑧𝑎𝑘/𝑘−1 +𝑊𝑘(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘∣𝑘−1), (34)

𝑃 𝑎
𝑧,𝑘 = 𝑃 𝑎

𝑧,𝑘/𝑘−1 −𝑊𝑘𝑃𝑦𝑦,𝑘/𝑘−1𝑊
T
𝑘 . (35)

注注注 1 状态 𝑧的估计值 𝑧𝑘和方差估计值𝑃𝑧,𝑘是

从 𝑧𝑎𝑘和𝑃 𝑎
𝑧,𝑘中提取得到的.

3.2.2 KF估估估计计计线线线性性性状状状态态态𝑥𝑘

通过CKF估计得到状态 𝑧的估计值 𝑧𝑘 后,

式 (2)和 (3)就呈现为线性状态空间模型, 从而直接

利用卡尔曼滤波估计线性状态𝑥𝑘可得

𝑥𝑘/𝑘−1 = 𝐴(𝑧𝑘)�̄�𝑘−1 + 𝐹 (𝑧𝑘)𝑢𝑘, (36)

𝑦𝑘/𝑘−1 = 𝐶(𝑧𝑘)𝑥𝑘/𝑘−1 +𝐺(𝑧𝑘)𝑢𝑘, (37)

𝑃𝑥,𝑘/𝑘−1 = 𝐵𝑄𝑤𝐵
T +𝐴𝑃𝑥,𝑘−1𝐴

T, (38)

𝐽𝑘 = 𝐷𝑅𝐷T + 𝐶𝑃𝑥,𝑘−1𝐶
T, (39)

𝐾 = 𝑃𝑥,𝑘/𝑘−1𝐶
T𝐽−1

𝑘 , (40)

�̄�𝑘 = 𝑥𝑘/𝑘−1 +𝐾(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘/𝑘−1), (41)

𝑃𝑥,𝑘 = 𝑃𝑥,𝑘/𝑘−1 −𝐾𝐶𝑃𝑥,𝑘/𝑘−1. (42)

4 仿仿仿真真真分分分析析析

下面通过一个具有代表性的例子考察RBPF,

UKF-KF, CKF-KF三种滤波算法. 机动目标跟踪模

型[7, 11]为⎧⎨⎩
𝑧𝑘 =

𝑧𝑘−1

2
+

25𝑧𝑘−1

1 + 𝑧2𝑘−1

+ 8 cos(1.2(𝑘 − 1)) + 𝑟𝑘,

𝑥𝑘 = 𝐴𝑥𝑘−1 + 𝐹𝑧𝑘 + 𝑤𝑘,

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 + 𝑣𝑘.

(43)

其中: 𝑟, 𝑤, 𝑣均为零均值高斯噪声, 方差分别为𝑄𝑟,

𝑄𝑤, 𝑅; 𝑧𝑘为机动目标值, 𝑥𝑘 = [𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�]T分别表

示 𝑘时刻目标的𝑥和 𝑦方向的位置和速度.仿真参数

如下:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0.1 0

0 1 0 0.1

0 0 1 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1.25

1.25

0.25

0.25

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑄𝑟 = 1, 𝐶 =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
,

𝑄𝑤 = 0.09𝐼4×4, 𝑅 = 9𝐼4×4,

位置、速度的初始值真值为𝑥0 = [20, 30, 1.2, 1]T, 初

始方差为

𝑃𝑥,0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

目标机动值的初始值为 𝑧0 = 0,初始方差为𝑃𝑧,0 = 10.

RBPF粒子数为 300; UKF-KF中的参数𝛼, 𝛽, 𝜅分

别取 1, 2, 0; 仿真时间为 200 s; 仿真初始值取:

𝑥0/0 = 𝑥0, 𝑧0/0 = 𝑧0, 𝑃𝑥/𝑥,0 = 𝑃𝑥,0, 𝑃𝑧/𝑧,0 = 𝑃𝑧,0.

3种算法在相同条件下进行 100次Monte Carlo仿

真. 仿真软件为Matlab 7.1(R14), 仿真计算机性能

如下: 惠普 Pro 2 000, Intel酷睿 2双核E7500, CPU主

频 2.93 GHz,内存 2 G.各滤波器的性能采用平均绝对
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值误差进行比较. 第 𝑗个状态分量在 𝑘时刻的平均绝

对值误差定义为[12]

𝜁𝑗(𝑘) =
1

𝐿

𝐿∑
𝑙=1

∣𝑥𝑙
𝑗,𝑘 − 𝑥𝑙

𝑗,𝑘/𝑘∣, (44)

其中: 𝐿为Monte Carlo仿真次数, 𝑥𝑙
𝑗,𝑘为第 𝑙次仿真

时 𝑘时刻第 𝑗个状态分量的真值, 𝑥𝑙
𝑗,𝑘/𝑘为估计值.
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图 1 机动目标估计平均绝对值误差
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图 2 𝑥位置估计平均绝对值误差
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图 3 𝑦位置估计平均绝对值误差
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图 4 𝑥速度估计平均绝对值误差
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图 5 𝑦速度估计平均绝对值误差

表 1 状态估计平均绝对值误差的平均值

算法 RBPF UKF-KF CKF-KF

机动值 0.942 4 1.233 1.231

𝑥位置 1.561 1.812 1.818

𝑦位置 1.534 1.818 1.819

𝑥速度 1.229 1.244 1.248

𝑦速度 1.242 1.211 1.219

表 2 100次MC仿真算法平均运行时间 s

算法 RBPF UKF-KF CKF-KF

运行时间 12.550 8 0.085 2 0.066 5(22%)

机动目标跟踪仿真结果如图 1∼图 5所示. 状

态估计平均绝对值误差的平均值如表 1所示. 由

图 1∼图 5可以看出, CKF-KF和UKF-KF的估计精度

略低于RBPF, 但算法运行时间不到RBPF的 1%, 实

时性大幅度提高. 由于RBPF沿用了 PF的框架,需要

大量的粒子对非线性状态后验概率密度进行逼近从

而实现状态估计,导致其算法计算量大,耗时高.此外,

在非线性系统估计中, 粒子滤波性能优于其他的高

斯滤波器 (UKF, CKF等). 因此, RBPF精度高于CKF-

KF和UKF-KF,然而, CKF-KF和UKF-KF只需有限个

点进行非线性传播, 且两者对均值和方差的估计都

能达到泰勒展开式的三阶精度.因此, 两者的估计精

度相当 (在高斯条件下, UKF通过调节参数 𝛽 = 2保

证了滤波估计方差的泰勒展开式的四阶项与真实

值之间的相对误差最小[13], 而CKF无法通过参数

调节来保证这种相对误差最小, 因而其四阶项相

对误差高于UKF, 从而本文仿真中UKF-KF估计精

度稍高一些), 而算法运行时间比RBPF低. 同时, 对

比UKF与CKF算法可以看出, UKF需选择 2𝑛 + 1个

点进行非线性传播, 而CKF只需 2𝑛个点, 因此CKF-

KF算法实现时间要低于UKF-KF, 其实时性更高.

由表 2可知, 相对于UKF-KF, CKF-KF运行时间降

低了 22%. 此外, UKF的算法原理决定其必需调节

各参数因子才能选择出有效的 Sigma点及其权值,

而CKF只需通过式 (6)就能方便地得 cubature点及其

权值, 这就使得CKF-KF算法设计更容易. 因此, 在

条件线性高斯状态空间模型的估计中, 不论从算法
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复杂度还是实时性上来讲, 相对于RBPF和UKF-KF,

CKF-KF都是一种更佳的选择途径.

5 结结结 论论论

针对条件线性高斯状态空间模型, 本文提出

了CKF-KF滤波算法. 该算法利用CKF估计模型中

的非线性状态, 并利用KF估计线性状态. 为了有效

融合CKF和KF,对KF估计的线性状态进行采样, 进

而与CKF中的 cubature点匹配实现非线性状态估计.

算法原理和机动目标跟踪仿真结果表明,与RBPF相

比, 在略失精度的情况下, CKF-KF算法运行时间节

约了 99%. 相对于UKF-KF, CKF-KF设计实现更简

单,实时性提高了 22%,而精度与UKF-KF相当. 因此,

CKF-KF更适合处理目标跟踪等对实时性要求较高场

合下的条件线性高斯状态估计问题.
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