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摘 要: 考虑带非参数不确定项的随机非线性系统自适应观测器设计问题.不同于已有结果,系统的不确定项无需

满足Lipschitz连续性条件,也不必要仅仅是系统输出的函数. 通过设计一个带参数自适应律的非线性观测器来重构

系统状态,该观测器结构简单且易于实现. 应用Lyapunov稳定性理论和随机微分理论证明该观测器是最终有界的,

并且它的界可以通过选取适当的参数进行调节. 最后,数值仿真结果表明了该观测器的有效性.
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Abstract: The problem of adaptive observer design is investigated for a class of stochastic nonlinear systems with

nonparametric uncertainties. Different from the existing results, the uncertainties of the systems need neither satisfy Lipschitz

condition nor only contain output variable. Through the design of a nonlinear observer with an adaptive law of parameters,

the system states are reconstructed. The observer has a simple structure and easy to implement. Lyapunov theorem and

𝐼𝑡𝑜 stochastic differential theory are applied to show that the observation error convergences to the neighborhood of the

origin, whose size can be adjusted by observer parameters. Finally, numerical simulation results show the effectiveness of

the proposed observer.
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1 引引引 言言言

观测器被广泛应用于故障检测、全状态反馈控

制器设计等方面[1-4]. 而非线性系统的观测器设计更

是受到了国内外学者的广泛关注. 非线性系统由于其

复杂的非线性特征,使得观测器设计要比线性系统困

难的多. 对于同时具有不确定非线性和随机特征的随

机非线性系统,其观测器设计问题更具有挑战性.

观测器设计的主要难点在于如何利用已知的输

入信息和观测信息来对存在不确定参数、不确定非线

性项以及随机项等的系统进行估计.文献 [5]研究了

可参数化不确定性系统的自适应观测器设计问题,解

决了带有不确定参数的或可转化为参数不确定的系

统的观测器设计问题.文献 [6]研究了带有可参数化

不确定非线性和未建模动态的不确定非线性系统自

适应观测器设计问题,通过引入一个动态信号来控制

未建模动态对观测器的影响,并针对不确定参数给出

参数自适应律.然而, 上述文献给出的观测器主要针

对参数化系统,不适用非参数化不确定系统,而且所

设计的方法可能在随机系统中并不可取.

针对具有非参数化不确定性的非线性系统,现有
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方法主要是采用智能系统 (神经网络、模糊系统等)对

不确定非线性部分进行逼近,进而设计基于智能系统

的观测器[7]. 对于带随机干扰的不确定非线性系统

观测器设计问题,由于随机干扰的存在, 无法再利用

确定性系统的Lyapunov函数方法研究其收敛性, 故

文献较少. 文献 [8]应用线性高增益观测器对非线性

不确定随机系统进行状态估计, 通过选取足够大的

增益来减小不确定非线性项和随机项对观测精度的

影响, 即当观测增益趋于无穷时, 观测误差趋于零.

然而, 当高增益观测器的增益过大时会出现峰化现

象,因此利用线性高增益观测器逼近不确定随机系统

有一定的局限性. 文献 [9]在假设随机项系数是已知

的情况下, 基于滑模控制思想设计了鲁棒观测器; 文

献 [10-11]研究了具有非线性不确定未建模动态的级

联随机系统的观测器设计问题,所研究的系统是仿射

非线性系统.对于带有不确定非线性函数的非仿射随

机非线性系统的观测器设计问题仍然有待解决.

针对上述问题,本文研究了不确定非线性函数的

随机系统的自适应观测器设计,其中不确定非线性函

数包含未知状态. 通过构建一个含有参数不确定自适

应律的观测器来重构状态,能有效解决具有非仿射不

确定的随机系统的状态估计问题. 应用Lyapunov稳

定性理论和随机微分理论给出严格的稳定性分析,证

明该观测器是最终有界的,并且它的界可通过选取适

当的参数进行调节. 最后,一个数值仿真例子表明了

所提出方法的有效性.

2 系系系统统统与与与问问问题题题描描描述述述

2.1 系系系统统统描描描述述述

考虑下列不确定非线性随机系统:⎧⎨⎩d𝑥(𝑡) = [𝐴𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢)]d𝑡+ 𝑔(𝑥(𝑡))d𝜔,

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).
(1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛为系统状态向量; 𝑢 ∈ 𝑅𝑚, 𝑦 ∈ 𝑅𝑝分

别为系统的输入和输出; 𝐴, 𝐶为适当维数矩阵,并且

(𝐴,𝐶)是可观测的; 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢), 𝑔(𝑥)为光滑的不确定

非线性函数; 𝜔为定义在概率空间 (Ω , 𝐹, {𝐹𝑡}𝑡⩾0, 𝑃 )

上的𝑟-维标准Wiener过程. 这里Ω为样本空间, 𝐹 为

𝜎-域, 𝑃 为概率测度.

首先给出几个有用的假设条件:

假假假设设设 1 状态𝑥 ∈ 𝑅𝑛和控制器𝑢 ∈ 𝑅𝑚有界.

假假假设设设 2 存在一个正定矩阵𝑄 ∈ 𝑅𝑛×𝑛和一个

函数 𝑓0(𝑥(𝑡), 𝑢) : 𝑅
𝑛 ×𝑅𝑚 → 𝑅𝑝,使得

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢) = 𝑃−1𝐶T𝑓0(𝑥(𝑡), 𝑢), (2)

其中: 𝑃 是唯一的,是下列Lyapunov函数的正定解:

𝐴T
0 𝑃 + 𝑃𝐴0 = −𝑄. (3)

其中: 𝐴0 = 𝐴−𝐾𝐶, 𝐾为待设计的观测器增益,将在

下一节给出.

假假假设设设 3 存在未知正常数 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑏1和已知的

正定标量函数 𝜌1(𝑦, 𝑢), 𝜌2(𝑦, 𝑢),使得

∥𝑓0(𝑥, 𝑢)∥ ⩽ 𝑐1 + 𝑐2 ∥𝑥∥ 𝜌1(𝑦, 𝑢) + 𝑐3𝜌2(𝑦, 𝑢), (4)

∥𝑔(𝑥)∥ ⩽ 𝑏1 ∥𝑦∥ . (5)

注注注 1 对于不确定非线性函数, 现有文献多假

设其可被系统的输入和输出这些可获得的信号来限

制.由假设 3中式 (4)右侧可以看出,文中不确定非线

性函数的界不仅包含系统的输入和输出信息,还包含

不可测的系统状态𝑥,这就更加符合实际.特别地,当

式 (4)中 𝑐2 = 0时, 假设 3变成了一般的假设性条件;

当𝑐1 = 0, 𝜌1 = 0,并且 𝜌2 = ∥𝑢∥时,不确定非线性函

数满足Lipschitz条件.

2.2 概概概率率率意意意义义义下下下的的的镇镇镇定定定

考虑如下随机非线性系统:

d𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡))d𝑡+ 𝑔(𝑥(𝑡))d𝜔. (6)

其中: 𝑥(𝑡)和𝜔定义同式 (1), 𝑓(0) = 0, 𝑔(0) = 0. 定义

微分算子为𝐿,有

𝐿𝑉 (𝑥(𝑡)) =
∂𝑉

∂𝑥
𝑓(𝑥(𝑡))+

1

2
Tr

{
𝑔T(𝑥(𝑡))

∂2𝑉

∂𝑥2
𝑔(𝑥(𝑡))

}
,

(7)

其中𝑉 (𝑥(𝑡))为一个正定的径向无界的关于𝑥二次连

续可微函数.

针对上述随机非线性系统引入一个稳定性概念:

定定定义义义 1 随机系统 (6)的解序列 {𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 0}是
概率意义下有界的,如果满足

lim
𝜀→∞

sup
0⩽𝑡<∞

𝑃{∥𝑥(𝑡)∥ > 𝜀} = 0. (8)

对应于上述依概率有界的概念,有下列基本引理

将在下面的观测器设计中起关键作用.

引引引理理理 1[12] 对于随机系统 (6),如果存在一个正

定的径向无界的二次连续可微函数𝑉 (𝑥(𝑡)),使得

𝐿𝑉 (𝑥(𝑡)) ⩽ −𝜇𝑉 (𝑥(𝑡)) + 𝜀

成立. 其中: 𝜇 > 0, 𝜀 ⩾ 0为常数. 则有: 1)系统 (6)几

乎处处有唯一解; 2)系统 (6)为概率意义下有界的.

2.3 问问问题题题描描描述述述

本文将针对系统 (1), 在满足假设 1∼假设 3的条

件下设计状态观测器,使得观测器误差收敛于零点的

一个邻域内,且邻域大小可通过设计不同的参数进行

调节,即观测误差是依概率最终有界的.

由于系统中含有不确定非线性函数和状态相关

的随机扰动, 导致系统的观测器设计变得更加复杂.

由假设 3可以看出,系统中的不确定非线性函数的界

中除包含一些已知的信息外,还含有不可测状态信号
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及多个不确定参数,这就要求在设计观测器时需解决

不可测状态的同时还需解决多参数不确定问题.

针对上述问题,下面将进行不确定随机非线性系

统 (1)的自适应观测器设计,其中通过设计一个自适

应学习律,同时解决多参数不确定的问题,并最大限

度地利用关于不确定非线性函数的已知信息,进而得

到高性能的非线性观测器.

3 自自自适适适应应应观观观测测测器器器设设设计计计

对于系统 (1)构造下列自适应非线性观测器:

˙̂𝑥 = 𝐴𝑥̂−𝐾𝑦 − 𝜃𝑃−1𝐶T𝑆(𝑥̂, 𝜌1, 𝜌2)(𝑦 − 𝑦), (9)

𝑆(𝑥̂, 𝜌1, 𝜌2) = 1 + 𝜌21 + ∥𝑥̂∥2 𝜌21 + 𝜌22 + ∥𝑦∥2 , (10)

𝜃 = 𝑀 ∥𝑦 − 𝑦∥2 𝑆 −𝑀𝛿𝜃. (11)

其中: 𝐾 ∈ 𝑅𝑛×𝑝, 满足𝐴0 = 𝐴 − 𝐾𝐶是Hurwitz的;

𝑦 = 𝐶𝑥̂, 𝑦 − 𝑦为系统输出值的观测误差,因此是可以

获得的; 𝑀 > 0, 𝛿 > 0为待定参数.

自适应非线性观测器的实现框图如图 1所示.

g x( )

w t( )

f x u( , )
x t( )

× C

A

u
y t( )

S x( , , )ρ ρ1 2 P C
-1›

θ

×

A

K

C ×

!"#
$%&'

!"#
()*

x t( )›

y t( )
~

θ

图 1 非线性观测器结构框图

注注注 2 观测器 (9)∼(11)只包含了非线性不确定

项上界中的已知函数,无需精确知道非线性项的结构

或其上界的精确参数, 只要非线性不确定项满足假

设 3即可.其中𝑆既补偿了非线性不确定项 𝑓(𝑥, 𝑢)也

补偿了 𝐼𝑡𝑜微分项 𝑔(𝑥)d𝜔. 式 (11)通过设计一个参数

自适应律,同时解决了不确定非线性函数上界中的多

参数不确定问题.

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定义观测误差为 𝑥̃ = 𝑥̂− 𝑥, 𝐶𝑥̃ = 𝑦 − 𝑦.

由式 (9)减去 (1)可得观测误差动态方程为

d𝑥̃ =

[𝐴0𝑥̃− 𝜃𝑃−1𝐶T𝑆(𝑥̂, 𝜌1, 𝜌2)(𝑦 − 𝑦)− 𝑓 ]d𝑡− 𝑔d𝜔.

(12)

下面证明观测误差系统 (12)为依概率最终有界

的. 首先, 假设存在 𝜃的理想值 𝜃∗ > 0, 使得当 𝜃 =

𝜃∗时,观测器性能达到最优.

定定定理理理 1 对于系统 (1)和观测器 (9)∼(11), 如果

系统 (1)满足假设 1∼假设 3, 则观测误差 𝑥̃(𝑡)和自适

应参数 𝜃为概率意义下有界的.

证证证明明明 选择Lyapunov函数

𝑉 =
1

2
[𝑥̃T𝑃𝑥̃+𝑀−1(𝜃 − 𝜃∗)2], (13)

将式 (13)沿着 (12)进行 𝐼𝑡𝑜,微分可得

𝐿𝑉 =
1

2
𝑥̃T(𝐴T

0 𝑃 + 𝑃𝐴0)𝑥̃− 𝑓T(𝑥, 𝑢)𝑃𝑥̃−

𝜃𝑥̃T𝐶T𝑆(𝑥̂, 𝜌1, 𝜌2)𝐶𝑥̃+
1

2
𝑔T(𝑥)𝑃𝑔(𝑥) +

𝑀−1(𝜃 − 𝜃∗)𝜃. (14)

应用假设 2可得

𝐿𝑉 ⩽ −1

2
𝑥̃T𝑄𝑥̃− 𝜃𝑥̃T𝐶T𝑆(𝑥̂, 𝜌1, 𝜌2)𝐶𝑥̃−

𝑓T
0 𝐶𝑥̃+

1

2
𝜆max(𝑃 ) ∥𝑔(𝑥)∥2 +

𝑀−1(𝜃 − 𝜃∗)𝜃. (15)

进而应用假设 3,由式 (15)可得

𝐿𝑉 ⩽− 1

2
𝑥̃T𝑄𝑥̃+ ∥𝑦 − 𝑦∥ [𝑐1 + 𝑐2 ∥𝑥∥ 𝜌1 + 𝑐3𝜌2]−

𝜃𝑥̃T𝐶T𝑆𝐶𝑥̃+
1

2
𝜆max(𝑃 )𝑏21 ∥𝑦∥2 +

𝑀−1(𝜃 − 𝜃∗)𝜃. (16)

由于 ∥𝑥∥ ⩽ ∥𝑥̃∥+ ∥𝑥̂∥,代入式 (16)可得

𝐿𝑉 ⩽ −1

2
𝜆min(𝑄) ∥𝑥̃∥2 + 𝑐1 ∥𝑦 − 𝑦∥+

𝑐2 ∥𝑦 − 𝑦∥ ∥𝑥̂∥ 𝜌1 + 𝑐2 ∥𝑦 − 𝑦∥ ∥𝑥̃∥ 𝜌1 +
𝑐3 ∥𝑦 − 𝑦∥ 𝜌2 − 𝜃(𝑦 − 𝑦)T𝑆(𝑦 − 𝑦) +
1

2
𝜆max(𝑃 )𝑏21 ∥𝑦∥2 +𝑀−1(𝜃 − 𝜃∗)𝜃. (17)

应用Young’s不等式,对于 ∀𝛼 > 0,有下式成立:

𝑐2 ∥𝐶𝑥̃∥ ∥𝑥̃∥ 𝜌1 ⩽ 1

2
𝑐2

(
𝛼 ∥𝐶𝑥̃∥2 𝜌21 +

1

𝛼
∥𝑥̃∥2

)
, (18)

其中取𝛼 ⩾ 2𝑐2/𝜆min(𝑄), 即 𝑐2/2𝛼 ⩽𝜆min(𝑄)/4. 因

此可得

𝐿𝑉 ⩽ −1

4
𝜆min(𝑄) ∥𝑥̃∥2 + 𝑐2 ∥𝑦 − 𝑦∥ ∥𝑥̂∥ 𝜌1 +

𝑐1 ∥𝑦 − 𝑦∥+ 𝛼

2
𝑐2 ∥𝑦 − 𝑦∥2 𝜌21 +

𝑐3 ∥𝑦 − 𝑦∥ 𝜌2 − 𝜃(𝑦 − 𝑦)T𝑆(𝑦 − 𝑦) +
1

2
𝜆max(𝑃 )𝑏21 ∥𝑦∥2 +𝑀−1(𝜃 − 𝜃∗)𝜃. (19)

将式 (10), (11)带入 (19)可得

𝐿𝑉 ⩽ −1

4
𝜆min(𝑄) ∥𝑥̃∥2 + 𝑐2 ∥𝑦 − 𝑦∥ ∥𝑥̂∥ 𝜌1 +

𝑐1 ∥𝑦 − 𝑦∥+ 𝛼

2
𝑐2 ∥𝑦 − 𝑦∥2 𝜌21 +

𝜆max(𝑃 )𝑏21 ∥𝐶𝑥̂∥2 + 𝑐3 ∥𝑦 − 𝑦∥ 𝜌2 +
𝜆max(𝑃 )𝑏21 ∥𝑦 − 𝑦∥2 − 𝛿𝜃(𝜃 − 𝜃∗)−
𝜃∗ ∥𝑦 − 𝑦∥2 (1 + 𝜌21 + ∥𝑥̂∥2 𝜌21 + 𝜌22 + ∥𝑦∥2) ⩽
−1

4
𝜆min(𝑄) ∥𝑥̃∥2 + 𝑐21

4𝜃∗
+

1

4𝜃∗
(𝑐22 + 𝑐23) +

1

2
𝛿𝜃∗ − 1

2
𝛿(𝜃 − 𝜃∗)2 ⩽
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−𝜇𝑉 + 𝜀 = −𝜇(𝑉 − 𝜇−1𝜀). (20)

其中

𝜀 =
𝑐21
4𝜃∗

+
1

4𝜃∗
(𝑐22 + 𝑐23) +

1

2
𝛿𝜃∗. (21)

𝜇 = min
{ 𝜆min(𝑄)

2𝜆min(𝑃 )
, 𝛿𝑀

}
. (22)

𝜃∗ = 𝜃∗ − 𝑏21𝜆max(𝑃 ). (23)

𝜃∗ ⩾ max{𝑏21𝜆max(𝑃 ), 𝛼𝑐2/2, 𝑏
2
1𝜆max(𝑃 )

/
𝜆2}. (24)

𝜆 =

{
∥𝑦 − 𝑦∥ , ∥𝑦 − 𝑦∥ ⩾ 𝑐0;

𝑐0, ∥𝑦 − 𝑦∥ < 𝑐0;
(25)

𝑐0 > 0为任意小常数.

定义Ω = {(𝑥̃, 𝜃) ∈ 𝑅𝑛 × 𝑅 : 𝑉 (𝑥̃, 𝜃) ⩽ 𝜇−1𝜀}.

由于𝜇 > 0, 𝜀 > 0, 可知Ω是紧集. 再由式 (20)可知,

当 (𝑥̃, 𝜃)在紧集Ω之外时, 𝐿𝑉 是严格单调递减的,因

此由引理 1可知, 𝑥̃和 𝜃是依概率有界的.

注注注 3 由式 (21)和 (22)可知, 若 𝜃∗充分大且 𝛿

充分小, 则可使剩余误差𝜇−1𝜀充分小, 这样能够使

估计误差充分小. 由于 𝜃∗是 𝜃的理想值, 需要 𝜃充分

大.由式 (22)可知,可通过选取充分大的𝑀和充分小

的 𝛿来使 𝜃 > 0,进而使 𝜃的值增大.

5 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑如下随机非线性系统:[
d𝑥1

d𝑥2

]
=

[
0 1

0 0

][
𝑥1

𝑥2

]
d𝑡+

[
𝑥1𝑥

2
2

𝑥2 sin𝑥1

]
d𝜔+[

0

𝛼1𝑥
2
1𝑥2

/
(𝛼2 + 𝛼3e

𝛼4𝑥2)

]
d𝑡, (26)

𝑦 = 𝑥1 + 𝑥2. (27)

其中: 𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 4)为未知参数, 𝜔为一维标准

Wiener过程. 仿真中取𝛼1 = −2, 𝛼2 = 1, 𝛼3 = 0.5,

𝛼4 = 1.

由式 (26)∼(27)可知

𝐴 =

[
0 1

0 0

]
, 𝐶 = [ 1 1 ].

仿真实验中选择观测增益为𝐾 = [ 5 5 ]T,则有

𝐴0 = 𝐴−𝐾𝐶 =

[
−5 −4

−5 −5

]
;

取𝑄=

[
80 −10

−10 80

]
, 由式 (3)可解得𝑃 =

[
10 0

0 10

]
,

则𝑃−1𝐶 = [ 0.1 0.1 ]T.

由式 (9)∼(11)可得自适应非线性观测器为

[ ˙̂𝑥1
˙̂𝑥2]

T =[
0 1

0 0

][
𝑥̂1

𝑥̂2

]
−
[
5

5

]
(𝑥̂1 + 𝑥̂2 − 𝑦)−

𝜃

[
0.1

0.1

]
(𝑥̂1 + 𝑥̂2 − 𝑦)[1 + 𝑦4 + (𝑥̂2

1 + 𝑥̂2
2)𝑦

4 + 𝑦2].

(28)

自适应律为

𝜃 =𝑀(𝑥̂1 + 𝑥̂2 − 𝑦)2[1 + 𝑦4+

(𝑥̂2
1 + 𝑥̂2

2)𝑦
4 + 𝑦2]−𝑀𝛿𝜃. (29)

仿真中取𝑀 = 800, 𝛿 = 0.000 01.

下面分别应用高增益观测器和本文的自适应

非线性观测器对状态𝑥1, 𝑥2进行估计, 仿真结果如

图 2所示. 仿真实验中高增益参数取𝐿 = 10, 𝑘1 = 6,

𝑘2 = 9. 图 3给出了两种方法的估计误差对比曲线,

图 4给出了自适应参数 𝜃的估计曲线.
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t /step

-1.5

-0.5

0.5

1.5

x
x

1
1

,

›

x1

!"#$%&'x1

›

!"()*+,-'x1

›

!"#$%&'x2
›

!"()*+,-'x2

›

(a) ./ 0123x1

(b) ./ 0123x2

图 2 状态及状态估计曲线
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-
.

/
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图 3 估计误差曲线
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t /step

1
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4

5

θ

图 4 自适应参数 𝜃

由图 2和图 3可以看出,观测器设计中考虑了不

确定非线性函数和随机项的影响,并给出了不确定参

数的自适应律,其响应速度优于高增益观测器.

6 结结结 论论论

针对带有非参数不确定随机非线性系统, 设计

了非线性自适应观测器. 主要结果有: 1)设计了一个

参数自适应律,解决了多参数不确定问题; 2)基于不

确定函数及随机项系数的界的已知部分, 设计一个

非线性函数, 进而应用于自适应非线性观测器的设

计; 3) 应用Lyapunov稳定性理论, 结合 𝐼𝑡𝑜随机微分

理论,证明了该观测器是最终有界的, 并且它的界可

以通过设计观测器参数进行调节. 最后,引入一个数

值仿真例子,分别应用本文方法和高增益观测器进行

对比,结果表明了本文方法的有效性和优越性.
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