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摘 要: 研究具有输入时滞的线性时不变 (LTI)系统的状态反馈控制镇定问题.由于时滞的引入,闭环系统特征方程

变成一个超越方程. 从时滞系统的特征根求解出发,从特征方程的实部和虚部系数中提取两个与系统矩阵和反馈矩

阵相关的向量,其幅值和相角关系正好反映了特征根轨迹穿越虚轴的情况,且得到的判据将时滞参数与系统其他参

数进行了分离,可方便地应用于镇定控制器的设计.最后通过仿真实例表明了该算法的正确性和有效性.
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Abstract: This paper investigates the state feedback stabilization of linear time-invariant(LTI) systems with input time

delay. The existence of time delay transforms the closed-loop characteristic equation into a transcendental equation. By

investigating the eigenvalues of the time-delay system, two vectors related to the system parameters and the feedback gain

respectively can be obtained from the real part and the imaginary part of the transcendental equation. The amplitude and

phase relations of these two vectors indicate the crossing situation of the root locus on the imaginary axis. Furthermore, the

time delay is dependent on the system parameters and the feedback gain explicitly in this criterion, so that the state feedback

stability controller can be designed more expediently. Finally, numerical examples illustrate the correctness and effectiveness

of the proposed algorithm.
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1 引引引 言言言

在实际的控制过程中,时滞现象普遍存在,如执

行机构、传感器和传输网络都可能引起时滞,这种类

型的时滞可归为输入时滞. 时滞常常是造成系统性能

下降甚至不稳定的一个重要原因.时滞的存在使系统

的闭环特征方程成为超越方程,造成系统的稳定性分

析和控制器设计变得困难.因而, 许多学者不断寻求

各种方法来解决时滞系统的稳定性问题[1-5].

采用Lyapunov-Krasovskii稳定性定理是时滞

系统稳定性分析的一类常用方法[6-7], 如何构造

Lyapunov-Krasovskii泛函以及如何处理泛函的导数

是该方法的关键.一方面, 对由于引入时滞而构成的

非线性系统构造其Lyapunov函数往往具有很大困难;

另一方面, 使用各种不等式[7]来处理泛函的导数, 也

为结果带来了一定的保守性.

直接分析超越特征方程根的分布是时滞系统稳

定性分析的另一类主要方法. 这类方法主要通过求

解系统特征方程准确获得系统的稳定性判据. 由于

超越特征方程求解困难,一些学者通过对超越特征方

程中的时滞项的逼近来得到近似的结果[8-11]. 另外,

实际系统在时滞为零时常常是稳定的; 随着时滞的

增加,系统特征根轨迹会朝着虚轴移动.因此,求出首

次穿越虚轴的临界稳定时滞 𝑑∗是非常有意义的[12-17].

文献 [12]给出了一种辅助多项式方法求解时滞 𝑑∗,但
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对于高维情况,该方法的计算量仍然很大; [13-14]给

出了穿越后不稳定特征根在虚轴右侧的矩形区域;

[15]给出了计算虚轴上闭环特征根的方法; [16]研究

了特征根穿越虚轴的趋势; [17]用稳定穿越集的方法

研究了多时滞线性系统的稳定性.

上述方法主要集中于稳定性的分析方面,得到的

稳定性判据的计算仍较复杂. 另一方面,如果能在保

证时滞为零时系统具有期望的动态性能的条件下,设

计出具有最大临界稳定时滞 𝑑∗的镇定控制器, 无疑

更具工程实际意义.

本文从时滞系统的特征根的求解出发,从特征方

程的实部和虚部系数中提取出两个分别仅与系统矩

阵和反馈矩阵相关的向量. 这两个向量的幅值和相角

关系正好反映了特征根轨迹穿越虚轴的情况,且得到

的判据将 𝑑与其他参数显式地分离,可方便地应用于

镇定控制器的设计.

2 问问问题题题描描描述述述

控制对象和控制律为

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡− 𝑑). (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚, 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐵 ∈
𝑅𝑛×𝑚和𝐾 ∈ 𝑅𝑚×𝑛为相应维数的常数矩阵; 𝑑为

时滞常量.

令𝐴𝑑 = 𝐵𝐾,系统 (1)可描述为

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐴𝑑𝑥(𝑡− 𝑑). (2)

不失一般性, 假设 (𝐴,𝐵)是能控的, 且当 𝑑 = 0时系

统 (1)是渐近稳定的.

系统 (1)的特征方程为

det(𝑠𝐼𝑛 −𝐴−𝐴𝑑e
−𝑑𝑠) = 0. (3)

定定定义义义 1 已知系统 (2)的系数矩阵 (𝐴,𝐴𝑑),如果

存在实数 𝑑∗,使得当 𝑑 ∈ [0, 𝑑∗)时,系统 (2)是渐近稳

定的,且当 𝑑 = 𝑑∗时系统临界稳定,则 𝑑∗为系统的临

界稳定时滞.

不难得知,特征根轨迹连续地依赖时滞参数 𝑑的

变化,如果系统由于时滞导致不稳定,则一定存在 𝑑∗,

使得当 𝑑 ∈ [0, 𝑑∗)时系统 (2)仍然是渐近稳定的,即特

征根仍在复平面的左半开平面内.若 𝑑∗ = +∞,则系

统的稳定性与时滞的大小无关.

从特征方程可以看出, 𝑑∗完全取决于 (𝐴,𝐴𝑑)的

取值.因此, 时滞系统稳定性分析的关键问题是找到

𝑑∗和 (𝐴,𝐴𝑑)之间的关系, 并且能在此关系中直接简

便地求出 𝑑∗.

3 系系系统统统稳稳稳定定定性性性

先考虑单输入情形, 即𝑚 = 1. 由于假定 (𝐴,𝐵)

是能控的,系统 (2)一定可写为能控标准形式. 不失一

般性,设

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
. . .

...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1

−𝑎0 −𝑎1 ⋅ ⋅ ⋅ −𝑎𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
...

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
𝐾 = −[ 𝑘0 𝑘1 . . . 𝑘𝑛−1 ],

𝐴𝑑 = 𝐵𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

−𝑘0 −𝑘1 ⋅ ⋅ ⋅ −𝑘𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (4)

设虚轴上的特征根为 𝑠 = j𝜔,且 e−j𝜔𝑑 = cos(𝜔𝑑)

− j sin(𝜔𝑑),系统 (2)的特征方程可写为
𝑛∑

𝑖=0

(𝑎𝑖 + 𝑘𝑖(cos(𝜔𝑑)− j sin(𝜔𝑑)))(j𝜔)𝑖 = 0. (5)

其中: 𝑎𝑛 = 1, 𝑘𝑛 = 0.

由式 (5)可以看出,如果存在关于𝜔的实数解,则

系统特征根轨迹必然存在与虚轴的交点.

分别使式 (5)的实部和虚部等于零,可得{
�̄�T𝛽 + 𝑘T𝛽 cos(𝜔𝑑) + 𝑘T𝛾 sin(𝜔𝑑) = 0,

�̄�T𝛾 − 𝑘T𝛽 sin(𝜔𝑑) + 𝑘T𝛾 cos(𝜔𝑑) = 0.

写成向量的形式,即[
�̄�T𝛽

�̄�T𝛾

]
=

[
cos(π− 𝜔𝑑) − sin(π− 𝜔𝑑)

sin(π− 𝜔𝑑) cos(π− 𝜔𝑑)

][
𝑘T𝛽

𝑘T𝛾

]
.

(6)

其中

𝛽 = col{ 𝛽0 𝛽1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛽𝑛 }, 𝛾 = col{ 𝛾0 𝛾1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛾𝑛 },
�̄� = col{ 𝑎0 𝑎1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎𝑛 }, 𝑘 = col{ 𝑘0 𝑘1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑘𝑛 }.
这里

𝛽𝑖 =

⎧⎨⎩(−1)
𝑖
2𝜔𝑖, 𝑖为偶数;

0, 𝑖为奇数.

𝛾𝑖 =

⎧⎨⎩0, 𝑖为偶数;

(−1)
𝑖−1
2 𝜔𝑖, 𝑖为奇数.

𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
令𝐴𝜔 = col{�̄�T𝛽 �̄�T𝛾}, 𝐾𝜔 = col{𝑘T𝛽 𝑘T𝛾},则

式 (6)成立的充要条件为同时满足下式的幅值和相角

条件:⎧⎨⎩ ∣𝐴𝜔∣ = ∣𝐾𝜔∣ ;
cos((π− 𝜔𝑑) + 2𝜁π) =

(𝐴𝜔,𝐾𝜔)

∣𝐴𝜔∣ ⋅ ∣𝐾𝜔∣ , 𝜁 ∈ 𝑍.
(7)

其中𝑍为整数集.

定义
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𝜓 =
(𝐴𝜔,𝐾𝜔)

∣𝐴𝜔∣ ⋅ ∣𝐾𝜔∣ , 𝜃 = ∠𝐴𝜔 − ∠𝐾𝜔, 𝜃 ∈ (−π,π],

其中∠𝐴𝜔和∠𝐾𝜔分别是向量𝐴𝜔和𝐾𝜔的相角. 可将

式 (7)改写为

𝐹 (𝜔) = 𝐹𝑎(𝜔)− 𝐹𝑘(𝜔) = ∣𝐴𝜔∣2 − ∣𝐾𝜔∣2 = 0; (8)

𝑑 = 𝐷(𝜔) =⎧⎨⎩
(1/𝜔)[(2𝜁 + 1)π+ arccos𝜓], 𝜃 ∈ (−π, 0];

(1/𝜔)[(2𝜁 + 1)π− arccos𝜓], 𝜃 ∈ (0,π];

𝜁 ∈ 𝑍.

(9)

其中𝐹𝑎(𝜔)和𝐹𝑘(𝜔)均为关于𝜔的偶函数.

从式 (8)可知, 𝐹𝑎(𝜔) = ∣𝐴𝜔∣2只依赖系统矩阵𝐴,

𝐹𝑘(𝜔) = ∣𝐾𝜔∣2只依赖反馈阵𝐾. 多项式方程 (8)的次

数为 2𝑛,因此其实数根的个数最多为 2𝑛个.考虑特征

根关于实轴对称的性质,则根轨迹穿越虚轴的频率个

数为 �̄� (�̄� ⩽ 𝑛). 当确定虚轴上的穿越频率后, 𝜁取不

同整数,由式 (9)可求得所有虚轴穿越点的时滞大小.

从定义 1可知, 𝑑∗ = min{𝑑}且 𝑑∗ > 0, 因此取 𝜁 = 0

即可得到 𝑑∗.

若多项式方程 (8)无实数解, 则特征根轨迹不穿

越虚轴,系统 (2)的稳定性与时滞的大小无关.

由式 (8), (9)两个向量𝐴𝜔和𝐾𝜔的关系可得以下

定理.

定定定理理理 1 给定系统 (2),且当 𝑑 = 0时系统是渐近

稳定的, Ω = {𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔�̄�∣�̄� ⩽ 𝑛}为方程𝐹 (𝜔) =

0的实数解集,则有如下判据:

1)如果Ω ∕= ∅,则当 𝑑 ∈ [0, 𝑑∗)时,系统 (2)渐近

稳定,其中 𝑑∗ = min
𝜔∈Ω

{𝐷(𝜔)∣𝜁=0}.

2)如果Ω = ∅,则系统 (2)的稳定性与时滞的大

小无关,即 𝑑∗ = +∞.

4 镇镇镇定定定控控控制制制器器器的的的设设设计计计

4.1 单单单输输输入入入系系系统统统

对于单输入系统, 如果不考虑时滞 𝑑, 则可采用

极点配置方法设计反馈增益𝐾. 若希望配置到𝑛个期

望极点位置上,将得到唯一的反馈增益𝐾,这样可根

据定理 1得到在这种状态反馈控制下的临界稳定时

滞 𝑑∗. 事实上,为了保证系统的动态性能,只需要将闭

环极点配置到一定的区域即可,这样还可以进一步选

择反馈增益𝐾以得到更好的 𝑑∗[18].

若期望将闭环系统极点配置在复平面上的区

域𝑆内, 𝑆为圆心在 (−𝑞, 0)且半径为 𝑟的圆盘. 其中:

𝑟 > 0, 𝑞 > 0为给定的常数,则要求𝐾满足如下约束:

引引引理理理 1 令
⌢

𝐴 = 𝐴 + 𝐵𝐾, 其特征值均在区

域𝑆中的充分必要条件是存在一个对称正定矩阵𝐻 ,

使如下矩阵不等式成立[19]:

⎡⎣ −𝑟𝐻 𝑞𝐻 +
⌢

𝐴𝐻

𝑞𝐻 +𝐻
⌢

𝐴
T

−𝑟𝐻

⎤⎦ < 0. (10)

其他形状区域约束可参见文献 [19]. 如果目标区

域𝑆是多个区域的交集,则需同时满足相应的多个矩

阵不等式的约束. 根据矩阵不等式性质,可将约束矩

阵的各阶顺序主子式分别列出并转化为约束函数不

等式,记作

𝑔𝑗(𝑘, ℎ) > 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝. (11)

其中: 𝑘 = (𝑘0, 𝑘1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑛−1)为反馈系数; ℎ = (ℎ1, ℎ2,

⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑛(𝑛+1)/2)为对称阵𝐻的独立变元; 𝑝为转化后

约束不等式的个数, 如区域𝑆为 2𝑛个. 因此, 可将控

制器设计归为如下约束优化问题:

max 𝑑∗ = max
𝑘

{min
𝜔

{𝐷(𝑘, 𝜔)∣𝜁=0}}, (12)

其中 𝑘满足式 (8)和 (11)的约束.

为了解决式 (12)的优化问题,下面给出一种基于

内点罚函数法的优化算法[20].

定义增广向量 �̄�
Δ
= (𝑘, ℎ),设优化目标函数

𝑓(�̄�)
Δ
= −𝐷(�̄�) + 𝛿𝐺(�̄�), (13)

其中𝐺(�̄�) =

𝑝∑
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑘, ℎ), 则当 𝛿 → 0时, 无约束问题

min 𝑓(�̄�)的最优解可近似为约束问题 (12)的最优解.

算算算法法法 1 对于单输入状态反馈时滞控制系统

(1), 满足当 𝑑 = 0时闭环系统极点在指定区域𝑆中,

且系统的临界稳定时滞 𝑑∗最大的控制器的设计步骤

如下:

Step 1: 令 𝑑 = 0,使用极点配置法选取一组闭环

极点在区域𝑆中的初始状态反馈系数 𝑘(0); 求解 𝑘 =

𝑘(0)时满足式 (10)的正定对称矩阵𝐻得到ℎ(0); 初始

化参数 𝛿0,缩小系数 𝜌 ∈ (0, 1),阈值 𝜀1和 𝜀2;置 𝑗 := 0.

Step 2: 求多项式方程𝐹 (𝑘(𝑗), 𝜔) = 0的实数解

集Ω (𝑗) = {𝜔(𝑗)
1 , 𝜔

(𝑗)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔(𝑗)

�̄� ∣�̄� ⩽ 𝑛}. 令𝜔(𝑗) = 𝜔
(𝑗)
𝜂 ,

其中𝜔
(𝑗)
𝜂 (1 ⩽ 𝜂 ⩽ �̄�)满足min{𝐷(𝑘(𝑗), 𝜔(𝑗))

∣∣
𝜁=0

}. 如

果Ω (𝑗) = ∅,则停止计算, 𝑘(𝑗)即为所求的反馈系数.

Step 3: 将𝜔 = 𝜔
(𝑗)
𝜂 代入 𝐷(𝑘, 𝜔)∣𝜁=0, 以 �̄�(𝑗) =

(𝑘(𝑗), ℎ(𝑗))为初始点,求解以下优化问题:

min 𝑓(�̄�) = −𝐷(�̄�) + 𝛿𝑗𝐺(�̄�).

以梯度法为例, 计算搜索方向Δ�̄�(𝑗) = −∇𝑓(�̄�(𝑗)),
其中∇𝑓(�̄�(𝑗))为函数 𝑓的梯度. 令 �̄�(𝑗+1) = �̄�(𝑗) +

𝜆Δ�̄�(𝑗), 其中𝜆为合适的步长. 若
∥∥Δ�̄�(𝑗)∥∥ < 𝜀2, 则

转 Step 4;否则令 𝛿𝑗+1 = 𝛿𝑗 , 𝑗 := 𝑗 + 1,转 Step 2.

Step 4: 若 𝛿𝑗𝐺(�̄�
(𝑗)) < 𝜀1,则停止计算, 𝑘(𝑗)即为

所求的反馈系数; 否则, 令 𝛿𝑗+1 = 𝜌𝛿𝑗 , 𝑗 := 𝑗 + 1,

转 Step 2.
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4.2 多多多输输输入入入系系系统统统

对于多输入系统, 可通过设计解耦反馈增益阵

𝐾, 将其分解为多个单输入子系统,再进行稳定性分

析和控制器的设计.

若 (𝐴,𝐵)完全能控, 则多输入系统可写为

Wonham能控标准形. 设𝐴, 𝐵和𝐾的分块形式为

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴11 0

𝐴21 𝐴22

...
...

. . .

𝐴𝑙1 𝐴𝑙2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴𝑙𝑙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1 0 𝐵12

𝑏2 𝐵22

. . .
...

0 𝑏𝑙 𝐵𝑙2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐾 =

[
𝐾11 𝐾12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐾1𝑙

𝐾21 𝐾22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐾2𝑙

]
, (14)

𝑏𝑝 = col{ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 1︸ ︷︷ ︸
𝜇𝑝

}, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙,

其中对角线上的分块矩阵𝐴𝑝𝑝(𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙)的形式
与式 (4)中的系统矩阵𝐴相同, 𝜇𝑝 = rank(𝐴𝑝𝑝), 𝑝 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙.
令⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1 0 𝐵12

𝑏2 𝐵22

. . .
...

0 𝑏𝑝 𝐵𝑝2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[
�̄�1𝑝

𝐾2𝑝

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝑘𝑝1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑘𝑝𝜇𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐾𝑝𝑝, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙. (15)

其中: �̄�1𝑝为矩阵𝐾1𝑝的前 𝑝行, 矩阵𝐾𝑝𝑝的形式与

式 (4)中矩阵𝐴𝑑相同.

这时, 多输入系统被分解为 𝑙个能控标准型的

单输入子系统 (𝐴𝑝𝑝,𝐾𝑝𝑝), 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙, 可采用式
(13)的优化方法设计𝐾𝑝𝑝, 最后通过式 (15)求得解

耦的反馈增益矩阵𝐾. 此外, 式 (15)只对 �̄�1𝑝和𝐾2𝑝

有约束,设计的控制律具有一定的自由度.

5 仿仿仿真真真实实实例例例

例例例 1 考虑如下三阶系统:

�̇�(𝑡) =

⎡⎢⎣ 0 1 1

0 1 0

0 0 0

⎤⎥⎦𝑥(𝑡) +
⎡⎢⎣ 1 0

1 0

0 1

⎤⎥⎦𝑢(𝑡),
𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡− 𝑑).

设计 𝑑 = 0时的闭环系统极点位于圆盘区域𝑆: 以 𝑞

= −6 + j 0为圆心, 𝑟 = 2为半径,如图 1所示,且 𝑑∗最

大的状态反馈控制器.

S
r

-q 0

jw

σ

图 1 极点配置区域

按Wonham能控标准形, 系统可分解为两个维

数分别为𝜇1 = 1和𝜇2 = 2的子系统. 选取 𝑑 = 0时

极点在区域𝑆内的初始反馈系数: 𝑘(0)1 = −7, 𝑘(0)2 =

[ −25.04 −10 ]. 使用算法 1对两个单输入子系统分

别计算可得 𝑘1 = −5, 𝑘2 = [ −24.959 −9.502 ], 𝑑∗1 =

0.279 5, 𝑑∗2 = 0.133 2. 因此, 系统的临界稳定时滞为

𝑑∗ = min{𝑑∗1, 𝑑∗2} = 0.133 2.

由式 (15)可得

𝐾 =

[
0 −5 0

−24.959 24.959 −9.502

]
.

采用文献 [21]中不考虑时滞的区域极点配置法,得到

状态反馈控制器为

𝐾 =

[
−0.140 −6.313 −0.024

−28.56 28.56 −10.69

]
.

使用Matlab的LMI工具箱函数msfsyn, 求得无时滞

时极点在区域𝑆内的控制器为

𝐾 =

[
−3.000 −4.000 −0.500

−30.574 30.574 −11.106

]
.

图 2∼图 4分别显示了当 𝑑 = 0.13时, 分别采用
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图 2 本文设计控制器的状态响应
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图 3 文献 [21]所得控制器的状态响应
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图 4 LMI工具箱所得控制器的状态响应

本文算法,文献 [21]以及LMI工具箱所得控制器的系

统状态响应曲线.由图 2∼图 4可知,本文所得控制器

仍然能使系统稳定,而文献 [21]和LMI工具箱所得控

制器无法保证系统稳定.

6 结结结 论论论

本文对一类具有输入时滞的LTI系统状态反馈

镇定问题进行了分析,从超越特征方程的实部和虚部

提取两个二维向量. 这两个向量的幅值和相角关系正

好反映了系统根轨迹穿越虚轴的情况,且两个向量仅

分别与系统矩阵和反馈矩阵相关.在此基础上, 结合

极点配置法,给出了一种既可以保持给定的闭环系统

控制性能,又能满足稳定时滞区间最大的算法. 最后,

用数值算例验证了本文所提出方法的有效性.
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