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摘要  采用有限时间热力学理论和 理论对一类存在热漏和高温热源热容有限的两热源热

机进行研究. 寻求模型符合牛顿传热定律时, 系统在给定循环周期下系统熵产生最小和

损失最大时的最优构型, 并与系统输出功最大时的最优构型对比. 分析结果表明: 对于无

限热容高温热源, 热漏是否存在并不改变循环的最优构型; 而对于有限热容高温热源, 以

系统熵产生最小和 损失最大为目标的最优构型与以系统输出功最大为目标的最优构型不

完全相同, 无热漏时分别以熵产生最小、 损失最大和输出功最大为目标的最优构型均相

同, 而存在热漏时分别以三者为目标时的最优构型各不相同.   
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有限时间热力学理论 [1~10]的一个主要目标是研

究不可逆有限时间循环并建立这种循环的效率或最

大输出功率的普遍的界限 ; 另一个主要目标是建立

作为实际过程热力模型的系统运行准则(例如, 系统

应该沿着最大效率、最大功或最大化学效率的路径运

行), 这类问题需要用到最优控制理论 , 不仅能回答

优化目标的物理极限是多少 , 而且还能指出为了实

现预定的最优目标系统将以何种规律或准则去运行, 

因此在理论研究和实际工程应用上的研究意义也就

更为重要 . 在实际热力过程中经常是从有限热源而

不是从无限热源吸热产生功, 因此, 对有限高温热源

循环的研究更具有实际意义. 对内可逆循环而言, 有

限热源对性能影响的研究包括两个方面 : 一是确定

给定有限热源时循环的最优性能, 如卡诺循环[11,12]、

朗肯循环 [13]和布雷顿循环 [14,15]
, 此类优化又分为给

定吸热量 [11 ]和吸热量可变化 [12~15]两类 ; 二是确定  

给定条件下热机的最优构型 ,  例如 , 内可逆恒温热  

源热机的最优构型为 CA 热机 [1 6]
,  牛顿传热规律 

( ( )Q T  )下变温热源热机的最优构型是热源温度

与工质温度均随时间呈指数变化 , 且工质与热源的

温比为常数的广义卡诺热机 [17,18]
; 线性唯象传热规

律(
1( )Q T   )下变温热源热机的最优构型是热源与

工质温度倒数之差为常数的另一种广义卡诺热机 [19]
. 

熊国华等人 [20]得到了广义辐射传热规律( ( )nQ T  )

下变温热热源热机的最优构型和最优性能 . Chen 等

人[21]得到了广义对流传热规律 ( )nQ T  下变温热源

热机的最优构型和最优性能 , 并进一步研究了混合

热阻条件下广义卡诺循环的最优构型和最优性能 [22]
. 

Chen 等人[23,24]还研究了牛顿和线性唯象传热规律下

热源间热漏对变温热源热机最优构型和最优性能的影

响. 李俊等人[25]研究了一类复杂传热规律 ( )n mQ T 

下变温热源热机的最优构型, 在热机模型中考虑了有

限速率传热的不可逆性, 并且利用高温热源的等效温

度得到了热机功率和效率的最优关系. 

近年来过增元等人[26]和 Guo 等人[27]基于热学与

电学的对比提出的用以表征物体传热能力的新物理
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量—— (在较早的研究中 , 该物理量被称为热量传

递势容 [28]
), 并在此基础上发展了 损失极值原理和

最小热阻原理等相关理论 , 并在热传导 [26,29]、热对

流 [30]、热辐射 [31,32]、换热器参数的优化设计 [33]以及

构形优化 [29,34]等研究中逐渐应用 , 取得了很多理论

成果 [35~37]
. 程雪涛等人 [38]基于 的概念 , 得出了传

热过程的 减原理 , 并得到了孤立系统和封闭系统

的热平衡判据, 即最小 原理和最小自由 原理. 柳

雄斌 [39]在研究不可逆布雷顿循环的优化时发现 , 

耗散极值并不对应最大输出功 . Chen 等人 [40]指出 , 

当热力学循环的目标是对外输出功时 , 耗散的概

念并不适用. Cheng等人[41]基于 理论提出了 损失

的概念, 证明了在一定前提条件下, 损失的最大值

对应着系统最大输出功 , 并将 损失的概念应用于

热力学循环的优化设计当中 . 孙晨等人 [42]分析了

损失的构成及其应用. Cheng等人[43]从 的观点出发

分析了闭口热力系统的 平衡方程 , 定义了热 流

和功 流, 并分析了两者之间的区别. Cheng 等人[44]

讨论了热力学第一定律、第二定律和第三定律的 表

达式, 并以此证明了克劳修斯不等式, 定义了 损失

并讨论了其在传热过程和热功转换过程中的应用 . 

周兵等人 [45]以输出功率最大为目标对斯特林循

环进行了分析和优化, 探讨了 损失、 耗散、熵产、

熵产数及改进熵产数在系统参数优化方面的适用性, 

结果表明 : 损失的概念用于斯特林循环输出功率

优化时, 其一致性优于其他参数. Wang 等人[46]对朗

肯循环进行了熵和 的分析及优化, 结果表明: 在一

定条件下 , 最大 损失率和最小熵产率均对应最大

输出功率, 但最大 耗散率并不对应最大输出功率; 

Cheng等人[47]定义了热 损失, 并分别以熵产和热

损失对传热过程和热功转换过程进行了分析 . Wang

等人 [48]研究了有限热容高温热源情况下内可逆卡诺

循环的 优化, 但并没有考虑热漏对循环的影响. 文

献[49~51]也做了相关研究 . 本文将在文献[23,48]的

基础上 , 以有限热容高温热源和存在热漏条件下的

一类热机模型为研究对象 , 在给定循环周期的情况

下 , 求解循环熵产生最小和 损失最大时的最优构

型, 并与最大输出功时的最优构型进行比较. 

1  循环模型 

热机模型如图 1所示. 低温热源温度恒为
L

T , 其

热容无限; 高温热源温度为 ( )
x

T t , 其热容有限, 为常

数 C , 其温度随工质的吸热和热源间的热漏而改变

(初始值为
H

T ); 热源和冷源间直接热漏为
i

Q ; 热机

工质的工作温度为 ( )T t , 对应于热源和冷源温度分

别为
HC

( )T t 和
LC

( )T t ; 工质的吸热量和放热量分别为

HC
Q 和

LC
Q ; 装置的实际供热量和排热量分别为

H
Q

和
L

Q ; 循环周期为 . 

假设循环中工质与热源间的传热和热源间的热

漏均符合牛顿传热定律, 根据传热理论则有  

 
HC 1

0

= ( )[ ( ) ( )]d ,
x

Q K t T t T t t


  (1) 

 
LC 2 L

0

( )[ ( ) ]d ,Q K t T t T t


   (2) 

 
L

0

( )[ ( ) ]d ,
i i x

Q C t T t T t


   (3) 

 
H HC i

Q Q Q  , 
L LC

,
i

Q Q Q   (4) 

式中
1
( )K t 和

2
( )K t 分别为循环工质与高温热源和低

温热源间的热导率 , ( )
i

C t 为高温热源与低温热源间

的热漏系数, 分别为  

 
1 1

1

1

,0 ,
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0, ;

K t t
K t

t t 
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1

2

2 1

0,0 ,
( )

, ;

t t
K t

K t t 
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1

1

,0 ,
( )

, ,

i

i

i

C t t
C t

C t t 

 
 

 
 (7) 

式中
1

K , 
2

K 和
i

C 为常数 , 
1
t 为吸热过程时间 , 且有

初始条件
H

(0)
x

T T . 

因高温热源温度随时间变化 , 系统在无穷小时 

 

 

图 1  高温热源热容有限和存在热漏的两热源热机模型 
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间内的熵产为 
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(8)

 

则在整个循环周期内系统的熵产为  

 

1 2

L

g
0

L

L

( ) ( )
( ) 1 ( ) 1

( )
d .

( )
 2

( )

x

x

i

x

T t T t
K t K t

T t T
S t

T tT
C

T t T



    
      

    
  

  
    

  

  (9) 

当系统不存在热漏时, 即 0
i

C  , 式(9)简化为 

 
g 1 2

0
L

( ) ( )
( ) 1 ( ) 1 d .

( )
x

T t T t
S K t K t t

T t T

      
       

    
  (10) 

由式 (4), 的定义 [26]以及 损失 [41,42]的概念 , 

将内可逆卡诺循环与环境看成一个整体的系统 , 整

个系统为开口系, 其 损失为 

 loss H L H H L L.G G G Q T Q T     (11) 

即系统的 损失为所有进入系统的 流减去所有离

开系统的 流. 

因高温热源温度随时间变化 , 无穷小时间内系

统的 损失为  

 

loss H L L

HC LC L

1

2

2 L L L

( )

( ) ( ) ( )

( )[ ( ) ( )] ( )
,

( )[ ( ) ] [ ( ) ]

x

i x i

x x

i x

G Q T t Q T

Q Q T t Q Q T

K t T t T t T t
t

K t T t T T C T t T

  

   



 

   

  
  

     

(12)

 

则在整个循环周期内系统的 损失为  

 
1

loss 2
0

2 L L L

( )[ ( ) ( )] ( )
d .

( )[ ( ) ] [ ( ) ]

x x

i x

K t T t T t T t
G t

K t T t T T C T t T

   
  

     
 (13) 

当系统不存在热漏时, 即 0
i

C  , 式(13)简化为 

 loss 1 2 L L
0

( )[ ( ) ( )] ( ) ( )[ ( ) ] d .
x x

G K t T t T t T t K t T t T T t


     

  (14) 

由式(4)和热力学第一定律有每个循环周期内系

统输出功为  

 
 

H L HC LC

1 2 L
0

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ] d .
x

W Q Q Q Q

K t T t T t K t T t T t


   

   
 

(15)
 

系统无热漏时, 比较式(10), (14)和(15)可以发现, 

三者被积部分的差别在于 : 熵产生的被积部分与

( )
x

T t 成倒数关系 , 与 ( )T t 为线性关系 ; 损失的被

积部分与 ( )
x

T t 成平方关系 , 与 ( )T t 为线性关系 ; 输

出功的被积部分与 ( )
x

T t 和 ( )T t 均为线性关系 . 因此, 

不论高温热源热容是否无限 , 熵产生取最小值与输

出功和 损失取最大值同时成立都是可能的. 

系统存在热漏, 且高温热源热容C  , 即 ( )
x

T t

为定值时, 分析式(9)和(13)可知: 系统循环中热漏的被

积部分为定值, 因此, 热漏仅影响熵产生和 损失的

数值, 而不会影响其变化规律. 将式(9), (13)与(15)比较

可知, 熵产生取最小值与输出功和 损失取最大值同

时成立是可能的. 当高温热源热容 C 为有限值时, 即

( )
x

T t 为变量时, 分析式(9)和(13)可知: 系统循环中热

漏的被积部分将不再为定值, 因此, 热漏将会影响其变

化规律. 这可能会导致熵产生取最小值、 损失取最大

值和输出功取最大值三者不能同时成立, 在这种情况

下分别以三者为目标时系统的最优构型各不相同. 

系统中, 对内可逆部分有熵产为零, 则有  

1 2 L
0

{ ( )[ ( ) / ( ) 1] ( )[1 / ( )]}d 0.
x

S K t T t T t K t T T t t


       

  (16) 

因高温热源热容为 C , 故有下式:  

 
H

d d ( ).
x

Q C T t   (17) 

由式(1), (3), (4)和(17)可得以下关系式:  

 1 L
( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ] 0,

x x i x
CT t K t T t T t C t T t T      (18) 

式中 ( ) d ( ) /
x x

T t T t dt. 

2  循环构型优化 

2.1  熵产最小化分析 

求熵产最小化时循环的最优构型 , 就是在已知

K1, K2, Ci, TL和TH时, 求循环在固定周期内熵产的最

小值, 因此, 必须求出T(t)和开关时间t1. 问题转化为

在式 (16)和 (18)的约束下求解式 (9)最小化所对应的

T(t), Tx(t)的最佳时间路径. 

建立变更的拉格朗日函数: 

 

 

1 1 2

L L

1 2 L

1 L

( )( ) ( )
( ) 1 ( ) 1 2

( ) ( )

( )[ ( ) / ( ) 1] ( )[1 / ( )]

( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ] ,

xL

i

x x

x

x x i x

T tTT t T t
L K t K t C

T t T T t T

K t T t T t K t T T t

t CT t K t T t T t C t T t T





    
          

    

   

    

 

  (19) 
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式中  为拉格朗日常数 , ( )t 为时间相关函数 . 式

(19)取极值的条件为如下的欧拉-拉格朗日方程:  

 1 1d
0

( ) d ( )

L L

T t t T t

  
  

  
, 1 1d

0.
( ) d ( )

x x

L L

T t t T t

  
  

  
 (20) 

将式(5)~(7)和(19)代入式(20)可得如下结果  

当
1

0 t t  时, 

 
2 2

HC

1
( ) ( ) 0,

( ) ( )
x

x

T t t
T t T t




 
   

 
 (21) 

 

HC L

1 2 2

HC L

1

( ) 1

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0;

i

x x

i

T t T
K C

T t TT t T t

K C t C t



 

   
     

   

   

 

(22)

 

当
1
t t   时, 

 L

2

L LC

1
0,

( )

T

T T t


   (23) 

 L

2

L

1
( ) ( ) 0.

( )
i

x

T
C t C t

TT t
 

 
    

 
 (24) 

由式(18)和(21)~(24)联立可求出以熵产最小化为

目标时不同情形下循环的最优构型. 

当 =0
i

C , =C 时 , 由式 (23)可得 TLC(t)=常数 , 

由式 (24)可知 ( )=t 0, 即 ( )=t 常数 . 由式 (18)可知

( )= ( )
x

T t T t , 代入式(22)中可得
HC

T 常数.  

当 =0
i

C , 0C  时 , 由式 (23)可得 TLC(t)=常数 ; 

由式(18), (21)和(22)可得
1

0 t t  时有  

 HC

HC

( ) ( )
0.

( ) ( )

x

x

T t T t

T t T t
   (25) 

这与以最大输出功为优化目标时 ( )
x

T t 和 HC ( )T t

关系式相同, 求解可得  

 1

H
( ) exp (1 ) ,

x

K
T t T u t

C

 
   

 
 (26) 

 1

HC H
( ) exp (1 ) ,

K
T t uT u t

C

 
   

 
 (27) 

其中 u为积分常数.  

当 0
i

C  , =C  时 , 由式 (22)可知 ( )=t 0, 即

( )=t 常数 . 由式(18)可知 ( ) ( )
x

T t T t , 即
HC

T 常数. 

当 >0
i

C , 0C  时 , 由式 (23)可得 LC
( )T t 常数 , 

由式(18)可求得如下结果. 

当
1
t t   时, 

1 1 L 1
( ) ( )exp ( ) 1 exp ( ) ,i i

x x

C C
T t T t t t T t t

C C

    
          

    
(28) 

其中
1

( )
x

T t 为
1
t 时刻高温热源温度, 需在

1
0 t t  分析

中求解得到. 

当
1

0 t t  , 以熵产生最小为优化目标时 , 由式

(18), (21), (22)可得关于 ( )
x

T t 和 HC ( )T t 的微分方程为  

 

3

HC 1 HC

2

HC

2

HC

L

L

( ) ( ) ( )( ( ) 1)1
=

( ) ( ) 2 ( ) ( )

( )
 .

x x

x x x

i

i

T t T t K T t T t

T t T t CT t T t

C T t
C T

T





 
 




  



 

(29)

 

联立式 (18)和 (29), 考虑到初始条件
H

(0)
x

T T , 

可以利用数值方法求解 ( )
x

T t 和
HC

( )T t , 将求出的

1
( )

x
T t 代入式(28)可进一步求出在

1
t t   时的 ( )

x
T t . 

2.2  损失最大分析 

求解 损失最大时循环的最优构型 , 就是在已

知
1

K , 
2

K , 
i

C , 
L

T 和
H

T 时, 求循环在固定周期  内

损失的最大值, 因此, 必须求出 ( )T t 和开关时间
1
t . 

这样, 问题就转化为在式(16)和(18)的约束下求解式

(13)的最大化所对应的 ( )T t , ( )
x

T t 的最佳时间路径. 

建立变更的拉格朗日函数:  

 

 

2 1

2

2 L L L

1 2 L

1 L

( )[ ( ) ( )] ( )

( )[ ( ) ] [ ( ) ]

( )[ ( ) / ( ) 1] ( )[1 / ( )]

( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ] ,

x x

i x

x

x x i x

L K t T t T t T t

K t T t T T C T t T

K t T t T t K t T T t

t CT t K t T t T t C t T t T





 

   

   

    

  (30) 

式中  为拉格朗日常数 , ( )t 为时间相关函数 . 式

(30)取极值的条件为如下的欧拉-拉格朗日方程:  

 2 2d
0

( ) d ( )

L L

T t t T t

  
  

  
, 2 2d

0.
( ) d ( )

x x

L L

T t t T t

  
  

  
 (31) 

将式(5)~(7)和(30)代入式(31)可得如下结果. 

当
1

0 t t  时, 

 
2

HC

( ) 1 ( )=0,
( )

x
T t t

T t




 
  

 
 (32) 

 
1 1 HC

HC

L 1

2( ) ( ) ( )
( )

2 ( )( ) ( ) 0.

i x

i i

K C T t K T t
T t

C T t K C C t



 

 
   

 

    

 (33) 

当
1
t t   时, 

 
2

LC

1
1 0,

( )T t
   (34) 
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L

2 [ ( ) ] ( ) ( ) 0.
i x i

C T t T C t C t      (35) 

由式(18)和(32)~(35)联立可求出以 损失最大为

目标时不同情形下循环的最优构型. 

当 =0
i

C , =C 时, 由式(34)可得: LC
( )T t 常数 , 

由式 (35)可知 ( )=t 0, 即 ( )=t 常数.由式 (18)可知

( )= ( )
x

T t T t, 代入式(33)中可得
HC

T 常数.  

当 =0
i

C , 0C  时 , 由式 (34)可得 LC
( )T t 常数 ; 

由式(18), (32)和(33)可得
1

0 t t  时有  

 HC

HC

( ) ( )
0.

( ) ( )

x

x

T t T t

T t T t
   (36) 

这与以最大输出功为优化目标时 ( )
x

T t 和
HC

( )T t

关系式相同, 求解可得  

 1

H
( ) exp (1 ) ,

x

K
T t T u t

C

 
   

 
 (37) 

 1

HC H
( ) exp (1 ) ,

K
T t uT u t

C

 
   

 
 (38) 

其中 u为积分常数.  

当 0
i

C  ,  =C 时 ,  由式 (33)可知 ( )=t 0, 即

( )=t 常数 . 由式(18)可知 ( ) ( )
x

T t T t , 即
HC

T 常数.  

当 >0
i

C , 0C  时 , 由式 (34)可得 LC
( )T t 常数 , 

由式(18)可求得如下结果. 

当
1
t t   时, 

1 1 L 1
( ) ( )exp ( ) 1 exp ( ) ,i i

x x

C C
T t T t t t T t t

C C

    
          

    

  (39) 

其中
1

( )
x

T t 为
1
t 时刻高温热源温度 , 需在

1
0 t t   

分析中求解得到 . 式 (39)表明 : 当
1
t t   时 , 工  

质与低温热源为等温放热 , 虽然工质与高温热源

间在此阶段并没有接触 , 但由于其向低温热源漏

热 , 导致高温热源温度从
1
t 时刻的

1
( )

x
T t 按与时间

呈指数规律逐步降低 , 直至完成一个循环 . 

当
1

0 t t  , 以 损失最大为优化目标时 , 由 

式 (18), (32)和 (33)可得关于 ( )
x

T t 和
HC

( )T t 的微分      

方程为  

 
2HC L

HC

HC

( ) ( )
= [ ( )].

( ) ( ) 2 ( )

x i

x x

T t T t C T
T t

T t T t CT t



   (40) 

联立式 (18)和 (40), 考虑到初始条件
H

(0)
x

T T , 

可以利用数值方法求解 ( )
x

T t 和
HC

( )T t , 将求出的

1
( )

x
T t 代入式(39)可进一步求出在

1
t t   时的 ( )

x
T t . 

在
1

0 t t  , 以最大输出功为优化目标时 , ( )
x

T t

和
HC

( )T t 的微分方程为[7,23]
  

1 L HC

HC

1 1HC

HC HC L

1

( )
( )

( )( ) ( )
.

( ) ( ) 2 ( ) ( )1 1

( ) ( )

i i

xx i

x x

x x

K C C T T t
T t

CK CK T tT t T t C

T t T t T t T t T

K T t C T t

 



 
 

 
   

  
 
 

 (41) 

由以上结果分析可得如下结果. 

当 =0
i

C , =C 时, 系统循环的最优构型为工质

等温吸、放热和两个绝热过程组成的内可逆卡诺热机

(CA)循环 [1]
, 这与以最大输出功为优化目标 [16]时的

最优构型相同. 

当 =0
i

C , 0C  时, 系统循环构型为低温工质温

度为常数 , 工质与高温热源温度均随时间呈指数规

律变化 , 且两者之比为常数的广义内可逆卡诺热机

循环 [17]
, 与以最大输出功为优化目标时的最优构型

相同. 

当 0
i

C  , =C 时 , 此时的解与第一种情况相

同, 系统循环构型为内可逆卡诺热机循环, 同样与以

最大输出功为优化目标时的最优构型相同 , 但功率

与效率的最优特性关系会发生改变 [7,23]
. 

当 >0
i

C , 0C  时, 分别比较式(25)和(29)及(36)

和(40)可知, 在高温热源热容有限的情况下 , 热漏的

存在使得 ( )
x

T t 和
HC

( )T t 关系与无热漏时的构型不尽

相同; 比较式(29), (40)和(41)可知, 此情形下, 以熵

产生最小、 损失最大和输出功最大为优化目标时的

循环最优构型各不相同 , 因此系统的最小熵产生和

最大 损失并不对应系统最大输出功 . 由式 (29),  

(40)和 (41)可知
HC

( ) / ( )
x

T t T t 常数 , 
HC

( )T t 和 ( )
x

T t 随

时间变化规律会呈现各不相同的特征 , 具体的变化

规律可由数值计算确定. 此时的循环构型为: 在工质

与高温热源接触时, 低温热源温度不变, 高温热源的

温度由初始值
H

T 降到吸热过程结束时的
1

( )
x

T t ; 在工

质与低温热源接触时 , 低温热源与工质温度均为常

数, 而高温热源温度随时间呈指数规律变化, 工质在

1
( )

x
T t 降到循环结束时的 ( )

x
T  时与高温热源无接触 , 

在工质与高、低温热源接触的过程中, 假设由两个瞬

时完成的绝热过程组成. 

3  结论 

本文采用有限时间热力学理论和 理论对一类

存在热漏和高温热源有限的两热源热机进行了研究, 

研究结果表明:  
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(1) 对高温热源热容无限的系统而言 , 分别以熵

产生最小和 损失最大为优化目标 , 热漏是否存在

并不改变系统的循环最优构型 , 且与以最大输出功

为优化目标时的最优构型相同 , 但存在热漏时功率

与效率的最优特性关系会发生改变; 

(2) 对高温热源热容有限的系统而言 , 分别以熵

产生最小和 损失最大为优化目标时 , 热漏的存在

改变了系统循环的最优构型 , 且分别以三者作为优

化目标时的最优构型各不相同 , 并导出了前两种构

型的一组微分方程及边界条件 , 借助于数值计算可

得循环最优构型;  

(3) 将以熵产生最小、 损失最大为优化目标 

时的最优构型和以最大输出功为优化目标时的最优

构型进行对比可以发现, 对于有限热容热源, 热漏的

存在与否, 影响着系统的最优循环构型, 且系统最小

熵产生和最大 损失均不对应系统的最大输出功. 
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