
科技导报2014，32（7） www.kjdb.org

收稿日期：2013-07-22；修回日期：2013-12-03
作者简介：付强，博士，研究方向为材料的弹塑性损伤本构关系，电子信箱：fuhchiang@163.com
引用格式：付强, 刘芳, 陈岑. 应力空间和应变空间的后继屈服面演化[J]. 科技导报, 2014, 32(7): 33-38.

应力空间和应变空间的后继屈服面应力空间和应变空间的后继屈服面
演化演化
付强 1，刘芳 2，陈岑 3

1. 中航空天发动机研究院有限公司，北京 100028
2. 武汉理工大学交通学院，武汉 430063
3. 中国科学院力学研究所，非线性力学国家重点实验室，北京 100190

摘要摘要 屈服面的位置和形状直接影响材料塑性应变的确定。考虑滑移是晶体的主要塑性变形机制，介绍了晶体塑性理论的

推广——滑移构元模型，研究了应力空间和应变空间的后继屈服面演化。给出了确定应力空间和应变空间屈服面的数值计算方

法，提出一种考虑屈服面畸变变形的混合硬化假设，可以描述应力空间和应变空间后继屈服面的移动和畸变变形。通过计算

1100-O铝在纯扭转和拉扭组合加载下 ( )σ11 -σ12 空间和 ( )ε11 - γ12 的后继屈服面演化，与已有实验结果吻合。研究结果表明，无

论是在应力空间还是应变空间，后继屈服面“前凸后扁”的变形特征可基于滑移构元的潜在硬化和包氏效应来描述。
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Research on the Evolution of Subsequent Yield Surfaces in Stress
Space and Strain Space

AbstractAbstract The shape and position of yield surface have a direct influence on the determination of plastic deformation of materials.
Considering that slip is the main plastic deformation mechanism, the extension of single crystal plasticity called slip- component
model is introduced, and the evolution of subsequent yield surfaces in stress space and strain space is investigated. The method to
determine the yield surfaces in stress space and strain space is proposed. A combined kinematic- distortional hardening model is
developed to describe the translation and distortion of subsequent yield surfaces in stress space and strain space. Numerical
simulations of the evolution of subsequent yield surfaces in ( )σ11 -σ12 stress space and ( )ε11 - γ12 strain space are performed under
pure torsion and combined tension- torsion loading for aluminum 1100- O. The results show that the agreement between the
predictions and experiments is quite satisfactory. The work demonstrated that whether in stress space or strain space, based on the
latent hardening and Bauschinger effect of the slip component, the subsequent yield surface can be described that the forward part
inflates and the rear part deflates so that the subsequent yield surface has a sharp front and a blunt rear.
KeywordsKeywords slip- component model; stress space; strain space; evolution of subsequent yield surfaces; combined kinematic-
distortional hardening
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随着金属板材成型和管件成型工艺在航空、汽车等现代

工业中的广泛应用，为了使构件达到所需要的形状，需要确

定结构的塑性变形，尤其是成型过程中回弹量的大小，这需

要系统研究材料的加载和卸载过程，即需要确定材料的屈服

面演化过程。屈服面及其演化是刻画材料塑性变形的有效

手段，在一些塑性理论中占有至关重要的地位。研究者通过

实验和数值计算两方面对此开展了大量工作[1~11]。目前，大多

数实验研究针对应力空间的后继屈服面演化，Khan等[3~5]完成

的最新系列实验显示后继屈服面不仅会膨胀或收缩、移动，

同时也会发生畸变，后继屈服面前端凸出，尾部缩进，呈“前

凸后扁”的特征。后继屈服面的膨胀、移动和畸变等现象与

屈服点的定义紧密相关[1]。在小变形下，一般采用小的偏移

应变（offset strain），如 5×10-6~10×10-6，后继屈服面会出现移

动和畸变；而采用回推屈服点或大偏移应变，如0.2%，后继屈

服面则会膨胀。

Naghdi和Trapp[12]提出了基于应变空间的塑性本构理论，

同时利用了应力空间和应变空间的屈服面。为了验证Casey
和 Naghdi提出的在应变空间确定塑性应变的方法，Brown
等[13]通过实验研究了 1100-O铝在应力空间和应变空间的屈

服面演化，采用的屈服点定义为偏移应变5×10-6，实验结果表

明随着塑性变形的增加，不仅是应力空间，应变空间的后继

屈服面也发生移动和畸变，呈“前凸后扁”的变形特征[14]。

在后继屈服面演化的数值模型分析方面，大多数模型预

测都局限在应力空间[6~10]。目前尚未发现可以一致描述应力

空间和应变空间后继屈服面“前凸后扁”畸变特征的理论预

测结果。在前期工作中，基于材料塑性变形的微观滑移机

制，将单晶塑性理论推广至多晶体，得到滑移构元模型，初步

研究了应力空间的后继屈服面演化[11]。在此基础上，本文给

出了确定应力空间和应变空间屈服面的数值计算方法，提出

一种考虑屈服面畸变变形的混合硬化假设，通过计算1100-O
铝在预施纯扭转和拉扭组合加载下应力空间和应变空间的

后继屈服面演化，并与典型实验结果 [14]比较验证模型的有

效性。

1 滑移构元模型
考虑滑移为晶体塑性的主要变形机制，将单晶塑性理论

推广到多晶体，用滑移构元描述材料的塑性行为[11]。

定义滑移构元的取向张量 P
(α) = 12 (s

( )α ⊗ n
( )α + n( )α ⊗ s

( )α ) ，
其中 n

( )α 和 s
( )α 分别为第 α 滑移构元的滑移面法向和滑移方

向的单位矢量。

第 α 个滑移构元的分解剪应力 τ
( )α 与宏观应力场σ的关

系为（率形式）

τ̇
( )α = σ̇:P ( )α （1）

根据广义 Schmid定理，当分解剪应力 τ
( )α 达到其临界值

τ
( )α
±cr 时 ，滑 移 构 元 处 于 临 界 状 态（率 无 关 情 形）；当

τ
( )α
-cr < τ( )α < τ( )α

+cr 时，滑移构元处于非临界状态。对于进一步的

增量变形，为使构元继续开动，分解剪应力的增量必须跟上

其临界值的增量

ì
í
î

τ̇
( )α = τ̇( )α

+cr γ̇
( )α > 0 (τ̇( )α > 0)

τ̇
( )α = τ̇( )α

-cr γ̇
( )α < 0 (τ̇( )α < 0) （2）

对于停止开动和非临界状态的滑移构元，有 γ̇
( )α ≡ 0 。

建立临界分解剪应力率与滑移剪切率的关系，较常见的

是线性关系

ì

í

î

ïï
ïï

τ̇
( )α
+cr =∑

β

hαβ γ̇
( )β (∑

β

hαβ γ̇
( )β > 0)

τ̇
( )α
-cr =∑

β

hαβ γ̇
( )β (∑

β

hαβ γ̇
( )β < 0) （3）

式中，hαβ 为滑移硬化模量，表示第 β 滑移构元滑移1单位时

对第 α 滑移构元临界分解剪应力的影响，hαα 为自硬化模量

（α＝β），hαβ( )α≠ β 为潜在硬化模量。

材料宏观塑性应变是所有滑移构元滑移的结果，即

ε̇
p =∑

α

γ̇
(α)
P

(α)
（4）

最后，可得塑性应变和应力之间的关系为

ε̇
p = S p:σ̇ =∑

α
∑

β

[hαβ]-1P ( )α ⊗P
( )β :σ̇ （5）

式中，S
p 为塑性柔度张量，式（5）对所有开动的滑移构元

求和。

利用滑移构元模型预测后继屈服面的演化，本文讨论小

变形范围，材料的损伤影响很小，故暂不考虑。

2 屈服面的预测
滑移构元模型可以描述任意二维空间的屈服面演化，方

便起见，限制在 (σ11 -σ12)和 (ε11 - γ12)空间。

2.1 应力空间和应变空间的屈服面确定

数值计算中需要对滑移构元进行离散。如图 1所示，在

0~180°内均匀取30个滑移构元。可以证明，当两个构元夹角

成90°时，它们的取向张量相反，因此实际计算中采用15个独

立的滑移构元。

图1 滑移构元平面离散示意

Fig. 1 Configuration of planar discrete slip components
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当分解剪应力达到其临界值时构元开动，材料进入屈

服。第 α滑移构元的屈服函数可表示为

f
(α) = τ(α) - τ(α)

±cr =σ:P (α) - τ(α)
±cr = 0 （6）

在 (σ11 -σ12)空间，式（6）可写为

σ11P
(α)
11 + 2σ12P

(α)
12 = τ(α)

±cr （7）
图2为基于滑移构元的应力空间屈服面计算示意。第 α

滑移构元的两个状态变量 τ
(α)
+cr 和 τ

(α)
-cr 可以确定屈服面的两个

边界，遍历所有滑移构元形成的内包络面就是屈服面。因此

若确定了所有滑移构元的状态变量 τ+cr 和 τ-cr ，屈服面就被唯

一确定[11]。

为方便与实验数据进行比较，常采用如下方法计算应力

空间和应变空间的屈服面，图 3为应力空间和应变空间屈服

面计算示意。具体步骤为

1）选择屈服面内部的应力点 (σ0
11, σ0

12)做为计算的起点，

计算第 α滑移构元对应的分解剪应力

τ
(α)
0 =σ0

11P
(α)
11 + 2σ0

12P
(α)
12 （8）

2）选择一个计算方向 θ ，计算第 α滑移构元 θ 方向上分

解剪应力的单位步长

dτ(α) = cos θP (α)
11 + 2 sin θP (α)

12 （9）
3）计算第 α滑移构元屈服时所需的步数 s

(α) ：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

dτ(α) > 0, s(α) = τ
(α)
+cr - τ(α)

0
dτ

(α)

dτ(α) < 0, s(α) = τ
(α)
-cr - τ(α)

0
dτ

(α)

（10）

4）遍历所有滑移构元，确定最快达到屈服的构元，即

有 smin = min[s(α)]。
5）根据式（11）计算出 θ 方向上的屈服点应力，这样 θ 遍

历0~360°，即可计算出应力空间的屈服面。

ì
í
î
σ11 =σ0

11 + smin cos θ
σ12 =σ0

12 + smin sin θ （11）
6）计算加载点应力 (σ*

11,σ*
12) 对应的应变 (ε*

11,γ*
12)（率形

式）。 α对开动的滑移构元求和

ì

í

î

ïï
ïï

ε̇*
11 = ε̇*e

11 + ε̇*p
11 = ε̇*e

11 +∑
( )α
γ̇

(α)
P

(α)
11

γ̇*
12 = γ̇*e

12 + γ̇*p
12 = γ̇*e

12 + 2∑
( )α
γ̇

(α)
P

(α)
12

（12）

7）考虑屈服面内部的卸载均为弹性，可得应变空间的屈

服面

ì

í

î

ïï
ïï

ε11 = σ11 -σ*
11

E
+ ε*

11

γ12 = σ12 -σ*
12

G
+ γ*

12

(σ22 = 0) （13）

图2 基于滑移构元的应力空间屈服面计算示意图

Fig. 2 A typical example of yield surface in stress space
predicted by the slip-component model

图3 应力空间和应变空间屈服面计算示意图

Fig. 3 A schematic for determing the yield surface in stress space and strain space

2.2 滑移构元的力学性质

晶体滑移的硬化模式有很多，本文中采用的混合硬化假

设可表示为

ì
í
î

ï

ï

hαα = h(α)
ksP

( )α
:P

( )α = 12 h
(α)
ks

hαβ = h(α,β)
kl P

( )α
:P

( )β , (α≠ β) （14）

式中，h
(α)
ks 和 h

(α,β)
kl 分别为自硬化系数和潜在硬化系数。

对于自硬化系数，采用幂指数关系，即对于开动的滑移

构元有

h
(α)
ks = ckmk( )||γ(α) + γ0

mk - 1
（15）

式中，ck 和 mk 为自硬化参数，γ0 = æ
è
ç

ö

ø
÷2 τ0

+cr
ck

1
mk
。对于未开动的

滑移构元，认为其自硬化系数无穷大。

35



科技导报2014，32（7）www.kjdb.org

考虑先开动的滑移构元影响次开动或未开动的构元以

及硬化矩阵的对称性，定义潜在硬化系数为

h
(α,β)
kl = qmin(h(α)

ks ,h(β)
ks ) （16）

式中，q反应了潜在硬化影响的大小。

可以看出，当 τ̇
( )α
cr =∑

β

hαβ γ̇
( )β > 0 时，滑移构元沿正方向滑

动，有

ì
í
î

ï

ï

τ̇
( )α
+cr =∑

β

hαβ γ̇
( )β

τ̇
( )α
-cr = bτ̇( )α

+cr
(17)

当 τ̇
( )α
cr =∑

β

hαβ γ̇
( )β < 0 时，有

ì
í
î

ï

ï

τ̇
( )α
-cr =∑

β

hαβ γ̇
( )β

τ̇
( )α
+cr = bτ̇( )α

-cr
(18)

式中，b为在滑移构元上引入的包氏效应影响系数，反映了滑

移构元由硬化引起的临界分解剪切应力的变化对反方向临

界值的影响。理论上滑移构元的包氏效应影响系数 b是宏观

等效塑性应变的函数，b = b(εp

eq)。在变形不大时，考虑滑移过

程中 b为常数。

2.3 参数标定

滑移构元模型的参数通过应力应变曲线及应力空间屈

服面的实验数据来确定。

1）滑移构元正负初始分解剪应力临界值 τ0
+cr 和 τ0

-cr 用来

确定初始屈服面，且一般有 τ0
-cr = -τ0

+cr 。显然，模型计算的应

力空间初始屈服面与Tresca准则一致。 τ0
+cr 由拉伸屈服应力

τ0
+cr = σs2 或剪切屈服应力 τ0

+cr = τs 确定。应变空间的初始屈服

面可以由式（13）得出。

2）不同潜在硬化参数 q反映了后继屈服面前端曲率大

小，图 4为考虑不同 q值计算出的纯扭转下应力空间的后继

屈服面（包氏效应影响系数均为 1），可以看出后继屈服面的

尾部缩进相同，而前端具有不同程度的“角”。因此，可以根

据后继屈服面前端曲率确定 q，一般情况下，0≤q≤1。需要说

明的是，当包氏效应影响系数 b≠ 0 时，q对后继屈服面尾部

的变形也有影响，且对前端的影响更明显些。

3）不同大小的包氏效应影响系数 b反映了后继屈服面

尾部的缩进程度，图 5是考虑不同 b值计算出的纯扭转下应

力空间的后继屈服面（潜在硬化参数 q = 0.2），可以看出后继

屈服面的前端一致，而尾部的缩进程度不同。 b一般没有确

定的取值区间，由后继屈服面的尾部缩进距离与前端移动距

离的比值来确定。

4）自硬化参数 ck 和 mk 反映了后继屈服面的移动距离，

通过拟合应力-应变曲线得到。

3 算例及分析
为了验证模型的有效性，计算了 1100-O铝在预施纯扭

转和拉扭组合加载后的后继屈服面演化，并与已有典型实验

结果[14]进行比较。

根据应力空间初始屈服面的实验数据，综合考虑不同方

向的屈服应力确定出初始正临界分解剪应力 τ0
+cr = 7.7 MPa 。

计算两个空间下的初始屈服面与实验结果对比如图6所示。

根据纯扭转下的应力空间后继屈服面畸变变形确定出

q = 0.2 和 b = 1.9，然后通过拟合应力–应变曲线，确定自硬化

参数 ck = 59 MPa 和 mk = 0.129 ，弹性模量 E = 66.19 GPa 和剪

切模量 G = 24.82 GPa 直接取自原始实验数据。

根据标定的模型参数，计算出的第 1、第 2后继屈服面

与实验数据的比较见图 7 和图 8，图 9 为屈服面演化的对

比。总体来看，模型计算结果与实验结果符合较一致。模

型计算的初始屈服面与实验数据吻合很好。关于后继屈服

面的演化，随着塑性变形的增加，屈服面前端凸出，尾部缩

进。对于屈服面的移动和畸变，尤其是“前凸后扁”的变形

特征，主要是受滑移构元潜在硬化和包氏效应系数的影响。

图4 纯扭转时q对后继屈服面的影响

Fig. 4 Effect of q on the subsequent yield surfaces under
pure torsion

图5 纯扭转时b对后继屈服面的影响

Fig. 5 Effect of b on the subsequent yield surfaces
under pure torsion
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（a）应力空间 （b）应变空间

图6 模型计算的初始屈服面与实验结果的比较

Fig. 6 Comparison of initial yield surfaces between prediction and experimental data

（a）应力空间 （b）应变空间

图7 模型计算的第1后继屈服面与实验结果的比较

Fig. 7 Comparison of 1st subsequent yield surfaces between prediction and experimental data

（a）应力空间 （b）应变空间

图8 模型计算的第2后继屈服面与实验结果的比较

Fig. 8 Comparison of 2nd subsequent yield surfaces between prediction and experimental data
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图9 模型计算的屈服面演化与实验结果的比较

Fig. 9 Comparison of evolution of subsequent yield surfaces between prediction and experimental data

（a）应力空间 （b）应变空间

4 结论
介绍了晶体塑性理论的推广——滑移构元模型，给出了

确定应力空间和应变空间后继屈服面的方法，提出了一种混

合硬化模型，可以一致描述两种空间下后继屈服面的移动和

畸变等。分别计算了纯扭转和拉扭组合加载下应力空间和

应变空间的后继屈服面演化，并与已有的实验结果吻合较

好。后继屈服面的畸变变形对材料的塑性行为有至关重要

的影响，应当采用能反映后继屈服面形状和位置变化的塑性

理论模型来开展工程计算。
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