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摘 要: 考虑由具有状态时滞的线性 Itô随机子系统构成的切换系统,基于多Lyapunov泛函方法研究切换与时滞对

于稳定性的共同影响,并以此建立均方指数稳定条件.在均方意义下噪声对于稳定性的影响基本是负面的,因此构造

一类形式较为一般的Lyapunov泛函并运用噪声的统计特性于其解析过程中,以减少噪声所引起的保守性. 最后,通

过一个仿真算例描述切换与时滞的相互制约关系表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: The switched systems composed of several linear Itô stochastic subsystems with time-delay are considered. Based

on the multiple Lyapunov functionals approach, the joint effects of switching and time-delay on stability are investigated so as

to establish exponential stability conditions in the mean square sense. As noise in principle plays a negative role in preserving

stability in the mean square sense, its statistic property is combined into computing a kind of Lyapunov functional, which

is in a rather general form, to reduce the conservatism caused by noise itself. A simulation example is given to describe the

mutually constraint relation between switching and time-delay, and illustrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

切换与时滞广泛存在于描述各种自然现象的数

学模型中, 从理论角度而言, 人们关心的是它们影响

系统动力学行为的方式. 为此, 文献 [1-2]通过推广

Razumikhin方法研究一般混杂系统模型的稳定性问

题; 文献 [3-4]则基于多Lyapunov泛函方法考虑切换

与时滞二者之间的相互耦合与制约作用. 这方面成果

的理论价值在一定程度上取决于其保守程度,这种观

念从根本上反映出对于切换与时滞影响系统动力学

本质的探求. 另一方面,系统建模中引入噪声乃是反

映不规则振动现象及不确定因素的有效方式. 因此,

需考虑状态受到噪声污染并具有时滞的切换系统,并

分析其在均方意义下的稳定性.

与确定系统相比,建立与之相应的随机系统的理

论体系将更为复杂,因为很多概念与方法潜在地依赖

于具体的微积分法则,致使其难以推广. 以切换系统

为例,描述切换驱动的状态转移过程是准确分析系统

动力学的基础[5-6]; 对于随机系统,除一维情形外, 一

般无法以闭合的形式刻画状态转移过程,并以此分析

其统计特性[7]. 在随机分析的理论体系中考虑切换现

象时通常假定其演化过程满足一定的统计规律,即所

谓的时齐Markov过程. 文献 [8-9]阐释了这一假设的

理论意义在于,通过相应的无穷小生成算子间接地反

映状态演化过程的统计规律,并由此分析其渐近性质.

反之,对于作为确定信号的切换而言, 一般只能分析

各个子系统在一定时间内的相继作用所导致的状态
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演化的积累效果,并以此来估计其渐近性质[10-11].

根据在样本空间上建立拓扑的意义不同, 随机

稳定性的含义也有所不同, 常用的包括: 依概率稳

定、几乎必然稳定和均方稳定. 简言之, 这些定义之

间的差异体现在刻画噪声影响状态演化规律的过

程中所使用的数学方法有所不同. 在依概率意义下,

一般通过定义“状态离开原点某一邻域”这一事件的

发生时刻作为“停时”, 以此解析这一事件发生的分

布律; 然而建立确定意义下的“切换”与随机意义下

的“停时”之间的因果关系是非常复杂的. 在几乎必

然意义下, 可以较全面地认识噪声对稳定性的影响,

如文献 [9,12]指出噪声虽然可能导致不稳定,但在特

定情况下也可用于镇定不稳定的系统. 然而由于切

换所产生的不连续性, 无从观察多Lyapunov泛函的

统计特性, 即论证其是否呈上鞅, 并以此通过鞅的

收敛性质分析状态演化的渐近性质. 在均方意义下

噪声对稳定性的影响基本上是负面的, 然而有赖于

多Lyapunov泛函作为函数空间上的距离所具有的独

立于微积分法则的几何相容性,可以着眼于分析切换

与时滞的相互耦合及制约作用, 同时利用 Itô微积分

法则及噪声的统计特性来减少结果的保守性.

2 问问问题题题描描描述述述

在阐述问题前先将记号作以说明: 𝑤(𝑡)为定义

于概率空间 {Ω ,ℱ ,ℱ𝑡,𝒫}上的一维标准化Brown运

动; {ℱ𝑡}𝑡⩾0可认为是由𝑤(𝑡)生成的参考族并满足所

谓的通常条件; ℰ{⋅}为数学期望; 𝒞([−ℎ, 0],𝑹𝑛)表示

由 [−ℎ, 0]到𝑹𝑛上的所有连续函数在一致范数下构

成的Banach空间, 而𝒞𝑏
ℱ𝑡
([−ℎ, 0],𝑹𝑛)表示由所有取

值于 𝒞([−ℎ, 0],𝑹𝑛)且ℱ𝑡可测的有界随机变量构成的

线性空间; “★”表示对称的矩阵元素.

考虑如下具有状态时滞的切换 Itô随机系统:

d𝑥(𝑡) =[
𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝜎(𝑡)𝑥(𝑡− ℎ)

]
d𝑡+[

𝐶𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐷𝜎(𝑡)𝑥(𝑡− ℎ)
]
d𝑤(𝑡), 𝑡 ⩾ 0. (1)

其中: 切换信号𝜎(𝑡)为取值于指标集ℑ = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁}的右连续逐段常值函数, 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为状态变量, ℎ

> 0为时滞常数, {𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝐷𝑖}𝑖∈ℑ为适当维数矩阵.

为方便起见, 记 𝑦𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑥(𝑡 − ℎ), 𝑧𝑖(𝑡) =

𝐶𝑖𝑥(𝑡) +𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ).

仅以电力系统为例阐释研究对象的实际背景. 事

实上, 系统状态可能受到各次谐波的污染, 并在一些

传输环节中存在时滞; 同时, 开关动作导致的系统拓

扑与参数变化可对应于不同模型之间的切换. 因此,

系统 (1)在一定程度上体现了电力系统分散协调控制

的特点. 本文致力于分析在给定切换信号驱动下系

统 (1)保持均方稳定的条件,为此给出稳定性定义并

根据切换信号的演化规律对其进行分类.

定定定义义义 1 给定切换信号𝜎(𝑡), 系统 (1)称为是均

方指数稳定的,如果存在𝜆 > 0及𝜅 > 0,使得

ℰ{∣𝑥(𝑡;𝜎, 𝜙)∣2} ⩽ 𝜅ℰ
{

sup
−ℎ⩽𝜃⩽0

∣𝜙(𝜃)∣2
}
e−𝜆𝑡, 𝑡 ⩾ 0.

其中𝑥(𝑡;𝜎, 𝜙)表示系统 (1)对应于初始条件 (0, 𝜙)的

解, 𝜙 ∈ 𝒞𝑏
ℱ0

([−ℎ, 0],𝑹𝑛).

定定定义义义 2 给定𝑇𝑎 > 0, 切换信号𝜎(𝑡)称为是属

于𝒮𝑇𝑎的,如果其在任意区间 [𝑡1, 𝑡2]内的切换次数不

大于 (𝑡2 − 𝑡1)/𝑇𝑎; 𝑇𝑎称为此类切换信号的平均驻留

时间,是表征其变化剧烈程度的物理量.

3 主主主要要要结结结果果果

基于多Lyapunov泛函方法分析切换随机系统

(1)的均方稳定性, 构造子系统所对应的Lyapunov泛

函如下:

𝑉𝑖(𝑥𝑡) =

5∑
𝑘=1

𝑉𝑖𝑘(𝑥𝑡). (2)

其中

𝑉𝑖1(𝑥𝑡) = 𝑥′(𝑡)𝑃𝑖𝑥(𝑡), (3)

𝑉𝑖2(𝑥𝑡) = 2𝑥′(𝑡)𝑄𝑖

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃, (4)

𝑉𝑖3(𝑥𝑡) =
w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥′(𝜃)d𝜃𝑅𝑖

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃,

(5)

𝑉𝑖4(𝑥𝑡) =
w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥′(𝜃)𝑆𝑖𝑥(𝜃)d𝜃, (6)

𝑉𝑖5(𝑥𝑡) =

w 0

−ℎ
d𝜃

w 𝑡

𝑡+𝜃
e𝛼(𝜎−𝑡)

[
𝑥(𝜎)

𝑦𝑖(𝜎)

]′ [
𝑋𝑖 𝑌𝑖

★ 𝑍𝑖

][
𝑥(𝜎)

𝑦𝑖(𝜎)

]
d𝜎.

(7)

上述泛函各项在相应子系统的无穷小生成算子

作用下分别有

ℒ𝑉𝑖1(𝑥𝑡) = 2𝑥′(𝑡)𝑃𝑖𝑦𝑖(𝑡) + 𝑧′𝑖(𝑡)𝑃𝑖𝑧𝑖(𝑡), (8)

ℒ𝑉𝑖2(𝑥𝑡) + 𝛼𝑉𝑖2(𝑥𝑡) =

2𝑦′𝑖(𝑡)𝑄𝑖

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃+

2𝑥′(𝑡)𝑄𝑖[𝑥(𝑡)− e−𝛼ℎ𝑥(𝑡− ℎ)], (9)

ℒ𝑉𝑖3(𝑥𝑡) + 𝛼𝑉𝑖3(𝑥𝑡) =

2[𝑥(𝑡)− e−𝛼ℎ𝑥(𝑡− ℎ)]′𝑅𝑖

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃−

𝛼
w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥′(𝜃)d𝜃𝑅𝑖

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃, (10)

ℒ𝑉𝑖4(𝑥𝑡) + 𝛼𝑉𝑖4(𝑥𝑡) =

𝑥′(𝑡)𝑆𝑖𝑥(𝑡)− e−𝛼ℎ𝑥′(𝑡− ℎ)𝑆𝑖𝑥(𝑡− ℎ), (11)

ℒ𝑉𝑖5(𝑥𝑡) + 𝛼𝑉𝑖5(𝑥𝑡) =
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ℎ

[
𝑥(𝑡)

𝑦𝑖(𝑡)

]′ [
𝑋𝑖 𝑌𝑖

★ 𝑍𝑖

][
𝑥(𝑡)

𝑦𝑖(𝑡)

]
−

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)

[
𝑥(𝜃)

𝑦𝑖(𝜃)

]′ [
𝑋𝑖 𝑌𝑖

★ 𝑍𝑖

][
𝑥(𝜃)

𝑦𝑖(𝜃)

]
d𝜃. (12)

定定定理理理 1 对于任意 𝑖∈ℑ,如果存在𝛼> 0及矩阵

𝑃𝑖, 𝑄𝑖, 𝑅𝑖, 𝑆𝑖, 𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖, 𝐿𝑖,𝑞(𝑞=1∼4), 𝑀𝑖,𝑝𝑞(𝑝, 𝑞=

1, 2)满足下列不等式:

𝑆𝑖 > 0, (13)[
𝑃𝑖 𝑄𝑖

★ 𝑅𝑖

]
> 0, (14)

Ξ𝑖 +
1

𝛼
(1− e−𝛼ℎ)Γ𝑖 ⩽ 0, (15)

Π𝑖 =

[
Γ𝑖 Σ𝑖

★ Λ𝑖

]
⩾ 0, (16)[

𝛼(𝑅𝑖 + 𝐿𝑖3 + 𝐿′
𝑖3) 𝐿′

𝑖3 + 𝛼𝐿𝑖4

★ 𝐿𝑖4 + 𝐿′
𝑖4

]
⩾ 0, (17)

则构成切换系统 (1)的所有子系统在均方意义下均为

指数稳定的. 其中的矩阵块及矩阵元素分别为

Ξ𝑖 =

[
Ξ𝑖11 Ξ𝑖12

★ Ξ𝑖22

]
,

Σ𝑖 =

[
Σ𝑖11 Σ𝑖12

Σ𝑖21 Σ𝑖22

]
, Γ𝑖 =

[
𝑀𝑖11 𝑀𝑖12

★ 𝑀𝑖22

]
,

Λ𝑖 =

[
𝑋𝑖 +𝐴′

𝑖𝑍𝑖𝐴𝑖 + 𝑌𝑖𝐴𝑖 + ★ 𝑌𝑖𝐵𝑖 +𝐴′
𝑖𝑍𝑖𝐵𝑖

★ 𝐵′
𝑖𝑍𝑖𝐵𝑖

]
;

Ξ𝑖11 = 𝐴′
𝑖𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝛼𝑃𝑖 + 𝐿′

𝑖1 + 𝐿𝑖1+

𝑄′
𝑖 +𝑄𝑖 + 𝑆𝑖 + 𝐶 ′

𝑖𝑃𝑖𝐶𝑖+

ℎ (𝐴′
𝑖𝑍𝑖𝐴𝑖 +𝑋𝑖 + 𝑌𝑖𝐴𝑖 +𝐴′

𝑖𝑌
′
𝑖 ) ,

Ξ𝑖12 = 𝑃𝑖𝐵𝑖 + 𝐶 ′
𝑖𝑃𝑖𝐷𝑖 − e−𝛼ℎ𝑄′

𝑖 + 𝐿𝑖2−
e−𝛼ℎ𝐿′

𝑖1 + ℎ (𝐴′
𝑖𝑍𝑖𝐵𝑖 + 𝑌𝑖𝐵𝑖) ,

Ξ𝑖22 = −e−𝛼ℎ(𝐿′
𝑖2 + 𝐿𝑖2 + 𝑆𝑖) +𝐷′

𝑖𝑃𝑖𝐷𝑖 + ℎ𝐵′
𝑖𝑍𝑖𝐵𝑖,

Σ𝑖11 = 𝐴′
𝑖𝑄𝑖 +𝑅𝑖 + 𝐿𝑖3 + 𝐿𝑖4𝐴𝑖 − 𝛼𝐿′

𝑖1 − 𝐿′
𝑖1𝐴𝑖,

Σ𝑖12 = (𝐿𝑖4 − 𝐿′
𝑖1)𝐵𝑖,

Σ𝑖21 = −e−𝛼ℎ(𝑅𝑖 + 𝐿𝑖3 + 𝐿𝑖4𝐴𝑖)− 𝐿′
𝑖2𝐴𝑖 − 𝛼𝐿′

𝑖2,

Σ𝑖22 = −(e−𝛼ℎ𝐿𝑖4 + 𝐿′
𝑖2)𝐵𝑖.

证证证明明明 由式 (13), (14)可知
4∑

𝑘=1

𝑉𝑖𝑘(𝑥𝑡)是正定的,

而由 [
𝑥(𝜎)

𝑦𝑖(𝜎)

]′ [
𝑋𝑖 𝑌𝑖

★ 𝑍𝑖

][
𝑥(𝜎)

𝑦𝑖(𝜎)

]
=

[
𝑥(𝜎)

𝑥(𝜎 − ℎ)

]′

Λ𝑖

[
𝑥(𝜎)

𝑥(𝜎 − ℎ)

]
(18)

可知,当式 (16)成立时𝑉𝑖5(𝑥𝑡)也是正定的.

另一方面,根据 Itô分部积分公式[7]可知

𝑥(𝑡)− e−𝛼ℎ𝑥(𝑡− ℎ)−
w 𝑡

𝑡−ℎ
𝛼e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃−

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)d𝑥(𝜃) = 0. (19)

据此,结合式 (8)∼(12)得到

ℒ𝑉𝑖(𝑥𝑡) + 𝛼𝑉𝑖(𝑥𝑡) =

2𝑦′𝑖(𝑡)
[
𝑃𝑖𝑥(𝑡) +𝑄𝑖

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃

]
+

2
[
𝑥(𝑡)− e−𝛼ℎ𝑥(𝑡− ℎ)

]′ ×[
𝑄𝑖𝑥(𝑡) +𝑅𝑖

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃

]
+

𝛼𝑥′(𝑡)𝑃𝑖𝑥(𝑡) + 𝑧′𝑖(𝑡)𝑃𝑖𝑧𝑖(𝑡) + 𝑥′(𝑡)𝑆𝑖𝑥(𝑡)−
e−𝛼ℎ𝑥′(𝑡− ℎ)𝑆𝑖𝑥(𝑡− ℎ)+

ℎ

[
𝑥(𝑡)

𝑦𝑖(𝑡)

]′ [
𝑋𝑖 𝑌𝑖

★ 𝑍𝑖

][
𝑥(𝑡)

𝑦𝑖(𝑡)

]
−

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)

[
𝑥(𝜃)

𝑦𝑖(𝜃)

]′ [
𝑋𝑖 𝑌𝑖

★ 𝑍𝑖

][
𝑥(𝜃)

𝑦𝑖(𝜃)

]
d𝜃−

𝛼
w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥′(𝜃)d𝜃𝑅𝑖

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃+

2
[
𝑥(𝑡)− e−𝛼ℎ𝑥(𝑡− ℎ)−

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)d𝑥(𝜃)−

w 𝑡

𝑡−ℎ
𝛼e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃

]′[
𝐿𝑖1𝑥(𝑡) + 𝐿𝑖2𝑥(𝑡− ℎ)+

𝐿𝑖3

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃 + 𝐿𝑖4

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑦𝑖(𝜃)d𝜃

]
+[ 1

𝛼
(1− e−𝛼ℎ)−

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)d𝜃

]
×[

𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡− ℎ)

]′ [
𝑀𝑖11 𝑀𝑖12

★ 𝑀𝑖22

][
𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡− ℎ)

]
. (20)

此外, Brown运动在未来时刻的状态与其现在

及过去时刻的状态无关,即满足所谓的Markov性,这

是Brown运动的基本特性之一.根据Markov性可知

ℰ
{ w 𝑡

𝑡−ℎ

[
𝐿𝑖1𝑥(𝑡) + 𝐿𝑖2𝑥(𝑡− ℎ)+

𝐿𝑖3

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃+

𝐿𝑖4

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑦𝑖(𝜃)d𝜃

]′
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑧𝑖(𝜃)d𝑤(𝜃)

}
= 0,

进而有

ℰ
{[

𝐿𝑖1𝑥(𝑡) + 𝐿𝑖2𝑥(𝑡− ℎ) + 𝐿𝑖3

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃+

𝐿𝑖4

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑦𝑖(𝜃)d𝜃

]′ w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)d𝑥(𝜃)

}
=

ℰ
{ w 𝑡

𝑡−ℎ

[
𝐿𝑖1𝑥(𝑡) + 𝐿𝑖2𝑥(𝑡− ℎ)+

𝐿𝑖3

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑥(𝜃)d𝜃+

𝐿𝑖4

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑦𝑖(𝜃)d𝜃

]′
e𝛼(𝜃−𝑡)𝑦𝑖(𝜃)d𝜃

}
. (21)

在式 (20)两端同取数学期望并将 (21)代入,整理

后即得
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ℰ{ℒ𝑉𝑖(𝑥𝑡) + 𝛼𝑉𝑖(𝑥𝑡)} =

ℰ
{
𝜂′(𝑡)

[
Ξ𝑖 +

1

𝛼
(1− e−𝛼ℎ)Γ𝑖

]
𝜂(𝑡)

}
−

ℰ
{w 0

−ℎ
e𝛼𝜃𝜁 ′𝑡(𝜃)Π𝑖𝜁𝑡(𝜃)d𝜃

}
−

ℰ
{w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)

[
𝑦𝑖(𝜃)

𝑥(𝜃)

]′

d𝜃×[
𝐿𝑖4 + 𝐿′

𝑖4 ★

𝐿′
𝑖3 + 𝛼𝐿𝑖4 𝛼(𝑅𝑖 + 𝐿𝑖3 + 𝐿′

𝑖3)

]
×

w 𝑡

𝑡−ℎ
e𝛼(𝜃−𝑡)

[
𝑦𝑖(𝜃)

𝑥(𝜃)

]
d𝜃

}
, (22)

其中的增广系统变量定义为

𝜂(𝑡) = [ 𝑥′(𝑡) 𝑥′(𝑡− ℎ) ]′,

𝜁𝑡(𝜃) = [ 𝜂′(𝑡) 𝑥′(𝑡+ 𝜃) 𝑥′(𝑡+ 𝜃 − ℎ) ]′.

结合不等式 (15)∼(17),由 (22)即可推知

ℰ {ℒ𝑉𝑖(𝑥𝑡)} ⩽ −𝛼ℰ𝑉𝑖(𝑥𝑡).

于是,根据Dynkin公式有

ℰ𝑉𝑖(𝑥𝑡) = ℰ𝑉𝑖(𝑥𝑠) + ℰ
w 𝑡

𝑠
ℒ𝑉𝑖(𝑥𝜎)d𝜎 ⩽

ℰ𝑉𝑖(𝑥𝑠)− 𝛼
w 𝑡

𝑠
ℰ𝑉𝑖(𝑥𝜎)d𝜎, 𝑡 ⩾ 𝑠,

进而,通过Gronwall不等式便得

ℰ𝑉𝑖(𝑥𝑡) ⩽ ℰ𝑉𝑖(𝑥𝑠)e
−𝛼(𝑡−𝑠), 𝑡 ⩾ 𝑠. (23)

至此,给出了子系统均方意义下指数收敛的估计. 2
定定定理理理 2 给定𝑇𝑎 > 0,如果存在𝛼 > 0及一组矩

阵 {𝑃𝑖, 𝑄𝑖, 𝑅𝑖, 𝑆𝑖, 𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖}𝑖∈ℑ满足定理 1中的条件,

同时存在𝜒 > 0使得对于任意 𝑖, 𝑗 ∈ ℑ有下列不等式
成立:

𝑇𝑎 − ln𝜒

𝛼
⩾ 0, (24)[

𝑃𝑖 𝑄𝑖

★ 𝑅𝑖

]
− 𝜒

[
𝑃𝑗 𝑄𝑗

★ 𝑅𝑗

]
⩽ 0, (25)

𝑆𝑖 − 𝜒𝑆𝑗 ⩽ 0, (26)

Λ𝑖 − 𝜒Λ𝑗 ⩽ 0, (27)

则系统 (1)在所有属于𝒮𝑇𝑎的切换信号驱动下都保持

均方指数稳定.

证证证明明明 由定理 1的结论可知,所有子系统均为均

方指数稳定的. 另外,由式 (25)∼(27)有

𝑉𝑖(𝑥𝑡) ⩽ 𝜒𝑉𝑗(𝑥𝑡), ∀𝑖, 𝑗 ∈ ℑ. (28)

对于给定切换信号𝜎(𝑡),假设其随时间演化过程可以

表示为如下序列形式:

{(𝑡0 = 0, 𝜎(𝑡0)), (𝑡1, 𝜎(𝑡1)), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑡𝑖, 𝜎(𝑡𝑖)), ⋅ ⋅ ⋅ },
其中严格递增序列 𝑡0 < 𝑡1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑡𝑖 < ⋅ ⋅ ⋅ 表示切
换时刻,而𝜎(𝑡𝑖)(𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ )表示相应的切换信号取
值.由于 lim

𝑘→∞
𝑡𝑘 = ∞,对于 ∀𝑡 ⩾ 0必然存在整数 𝑘 ⩾

0使得 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1);换言之,在 𝑡时刻之前发生 𝑘次切

换.据此,结合式 (23)和 (28)即可知

ℰ𝑉𝜎(𝑡𝑘)(𝑥𝑡) ⩽

e−𝛼(𝑡−𝑡𝑘)ℰ𝑉𝜎(𝑡𝑘)(𝑥𝑡𝑘) ⩽

𝜒e−𝛼(𝑡−𝑡𝑘)ℰ𝑉𝜎(𝑡𝑘−1)(𝑥𝑡𝑘) ⩽

𝜒e−𝛼(𝑡−𝑡𝑘−1)ℰ𝑉𝜎(𝑡𝑘−1)(𝑥𝑡𝑘−1
) ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽

𝜒𝑘e−𝛼(𝑡−𝑡0)ℰ𝑉𝜎(𝑡0)(𝑥𝑡0). (29)

由于𝜎(𝑡) ∈ 𝒮𝑇𝑎 ,必然有 𝑘 ⩽ (𝑡− 𝑡0)/𝑇𝑎,由此得到

ℰ𝑉𝜎(𝑡𝑘)(𝑥𝑡) ⩽ ℰ𝑉𝜎(𝑡0)(𝑥𝑡0)e
(ln𝜒/𝑇𝑎−𝛼)(𝑡−𝑡0). (30)

进而可知

ℰ∣𝑥(𝑡)∣2 ⩽
ℰ𝑉𝜎(𝑡0)(𝑥𝑡0)

min
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑁

{𝜆min(𝑃𝑖)}e
−(𝛼−ln𝜒/𝑇𝑎)𝑡, 𝑡 ⩾ 0,

由此根据式 (24)即可推知均方指数的稳定性. 2
定理 1和定理 2给出了关于时滞大小和切换频

率的约束条件,即二者都必须限制在一定范围内;更

为重要的是,稳定条件表征了时滞与切换之间的相互

制约作用. 这种制约关系可由定理 1和定理 2中的待

选参数𝛼得以体现: 若允许较大的时滞, 则要求𝛼较

小; 反之,若允许较为剧烈的切换,则要求𝛼较大.因

此, 为满足稳定条件, 需要通过适当选取𝛼以便在时

滞大小与切换频率之间取得平衡. 由此可见,尽可能

地减少对时滞大小与切换频率限制条件的保守性具

有重要意义.为此,采用较为一般的泛函构造形式,并

在其解析过程中通过 Itô分部积分公式引入松弛矩阵

实现变量的灵活分配,以此避免不等式约束. 特别是,

相对于通过 Itô同构定理来反映噪声影响的方法, 利

用Brown运动的Markov性有效地减少了被噪声污染

部分所导致的保守性.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

考虑由两个线性时滞随机子系统构成的切换系

统,其子系统矩阵分别如下:

𝐴1 =

[
−1.5 0.1

0 −0.8

]
, 𝐵1 =

[
0.4 0

−0.2 −0.4

]
,

𝐶1 =

[
0 0.5

0.2 −0.5

]
, 𝐷1 =

[
0.4 0

0.2 0.4

]
;

𝐴2 =

[
−0.9 0.3

−0.4 −1.0

]
, 𝐵2 =

[
−0.4 0.2

0.4 0

]
,

𝐶2 =

[
−0.5 −0.2

0 0.5

]
, 𝐷2 =

[
0 0.2

0.4 −0.4

]
.

为说明时滞和切换影响稳定性的相互制约作

用,给出一组仿真结果 (如表 1所示),并将其拟合为如

图 1所示的曲线. 可见, 在接近原点时曲线呈现出饱

和趋势, 这说明即便ℎ ↓ 0也不能保证在任意切换下

的稳定性, 这与已知的结论是相符的. 此外, 利用图
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1所示曲线还可以通过插值法估算其他时滞与平均驻

留时间的上界值.

表 1 时滞与平均驻留时间上限 s

ℎ 0.7 1.0 1.3 1.6 1.9 2.2 2.5

𝑇𝑎 0.242 0.276 0.348 0.467 0.611 0.771 0.954

0.6 1 1.4 1.8 2.2 2.6
0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

h /s

T
a
/s

图 1 时滞与平均驻留时间

5 结结结 论论论

基于多Lyapunov泛函方法研究具有状态时滞的

切换 Itô随机系统的稳定性问题, 所建立的均方意义

下指数稳定性条件着重于刻画切换与时滞对于稳定

性的共同影响.在解析证明过程中,通过 Itô微积分法

则引入适当数量的松弛矩阵并利用噪声的统计性质

以减少结论的保守性. 仿真算例验证了本文方法的有

效性.
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