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由 Bezier曲线构造的聚合物熔体剪切黏度模型
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摘要 为提高聚合物熔体剪切黏度模型的描述精度，提出了一个基于二次 Bezier曲线的黏度模型. 模型采用分

段函数描述，在对数坐标系中，低剪切速率时的牛顿区和高剪切速率时的幂律区采用线性函数，介于二者之间

的过渡区采用二次 Bezier曲线.通过牛顿区和幂律区的直线延长线构造 Bezier曲线的控制多边形，从而保证三

段曲线的光滑过渡.模型可以明确给出任意温度下低剪切速率时牛顿区的结束点，以及高剪切速率时幂律区的

开始点.拟合算例表明，所提出模型的拟合精度明显高于 Cross--Arrhenius黏度模型.
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引 言

高分子聚合物的力学行为表现为典型的黏弹

性 [1] . 在聚合物成型过程中，熔体的弹性对流动性

能影响较小，因此流动过程的数值模拟通常只考虑

聚合物熔体的剪切黏性 [2-4].由于注塑用聚合物材料

具有剪切变稀的特点，这种非牛顿特性目前尚无流

变学公式可以准确描述，为此人们提出了一些经验

模型，主要包括：幂律模型、MoldFlow二次幂律模

型、Cross模型、Careau模型等 [5-6].

在聚合物的加工条件下，黏度曲线通常包括牛

顿区，过渡区和幂律区，其中过渡区和幂率区构成

非牛顿区. 幂律模型和二次幂律模型只能描述幂律

区，无法描述牛顿区和过渡区. Cross模型和 Careau

模型对这 3个区域均可以描述，并以渐近形式近似

地对牛顿区和幂律区进行逼近，在不计压力影响的

情况下，Cross模型的 Arrhenius形式仅需 4个材料参

数，因此该模型在注塑成型过程数值模拟中得到了

广泛的应用 [7-11].

人们总希望以最少的材料参数并尽可能精确地

描述黏度曲线，不幸的是，目前尚没有一个单一的

初等函数能达到这个目的. 为解决这一问题，本文

抛弃以渐近形式近似描述牛顿区和幂律区的传统方

法，采用分段函数，在不过多增加材料参数的情况下

来描述这样一条光滑曲线.具体思路是：在对数坐标

系中直接用直线表示牛顿区和幂律区，并通过二次

Bezier曲线将二者光滑连接，从而形成一条光滑的黏

度曲线.

1 黏度模型的 Bezier曲线表示法

1.1 黏度曲线

在聚合物的加工条件下，典型黏度曲线如图 1

所示.其中 N1为牛顿区到过渡区的转折点处的水平

坐标值，N2为过渡区到幂律区的转折点处的水平坐

标值.

图 1 典型剪切黏度曲线

Fig. 1 Representative shear viscosity curve

聚合物成型过程数值模拟常采用下述的 Cross--

Arrhenius黏度模型 [5-6]

η =
η0

1 + (η0γ̇/τ∗)1−n
(1)
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η0(T) = BeTb/T (2)

式中，η表示黏度，̇γ为剪切速率，T为温度，η0表示

零剪切黏度，n为非牛顿指数，τ∗表征牛顿区过渡到

幂律区时的剪应力水平，B，Tb均为材料参数.

大量流变学实验结果表明，不同温度和压力条

件下的高分子熔体黏度可以近似用一条 η/η0 关于

η0γ̇的曲线表示 [6,12]，如图 2所示. 文献 [12]称 η/η0

为约化黏度，称 η0γ̇为约化剪切速率.图 2中的过渡

区为任意曲线，适合用 Bezier曲线表示.

1.2 Bezier曲线

Bezier曲线 [13]用关于 t的参数方程表示

C(t) =

n∑

i=0

Pi Bi,n(t) , t ∈ [0,1] (3)

Pi 构成曲线的控制多边形，Bi,n(t) 是 Bernstein基函

数,其表达式为

Bi,n(t) = Ci
nti(1− t)n−i =

n!
i!(n− i)!

ti(1− t)n−i , i = 0,1,2, · · · ,n (4)

Bezier曲线在两端点处与控制多边形相切.当其

表示黏度曲线时，任意点的坐标表示为

C(t) =
(
lg (η0γ̇) , lg (η/η0)

)
(5)

2 基于二次 Bezier曲线的新黏度模型

图 2为过渡区的二次 Bezier曲线表示，其控制

顶点为 P0(lg τ0,0), P1(lg τ1,0)以及 P2(lg τ2,D), 其中

τ0 为牛顿区结束点处的应力水平值, τ1 为过渡区内

一点的应力水平值, τ2 为幂律区开始点处的应力水

平值，均取正值且满足 τ0 < τ1 < τ2，D为小于 0的

常数.

由直线段 P1P2的斜率得到关系式

D = −(1− n)
(
lg τ2 − lg τ1

)
(6)

图 2 过渡区的二次 Bezier曲线表示

Fig. 2 Transition region denoted by quadric Bezier curve

为了得到参数 t的简洁表达式，并尽量减少材料

参数的个数，现取 lg τ1 =
(
lg τ0 + lg τ2

)
/2，因此由材

料参数 τ0, τ2及 n可确定一个新的剪切黏度模型，其

表达式为

η = η0 , 当 γ̇ <
τ0

η0
(7)

lg η = lg η0 − (1− n)
lg τ2 − lg τ0

2
t2 ,

t =
lg γ̇ + lg η0 − lg τ0

lg τ2 − lg τ0
,

当
τ0

η0
6 γ̇ 6

τ2

η0



(8)

lg η = − (1− n) lg γ̇ + n lg η0+

(1− n)(lg τ0 + lg τ2)/2 , 当 γ̇ >
τ2

η0
(9)

其中零剪切黏度 η0按式 (2)计算.

3 拟合算例

下面以文献 [14]和文献 [15]提供的两种材料的

试验数据为对象分别进行数据拟合，以验证模型的

有效性并与 Cross模型的拟合结果进行比较.本文采

用的拟合算法是基于 Powell法 [16]的直接搜索法.拟

合结果均取四位有效数字.

拟合误差分别用 2范数和 ∞范数进行评估，其
计算式如下

‖e‖2 =

√√ s∑

i=1

m∑

j=1

(
η(Ti , γ̇ j) − ηi j

)2
(10)

‖e‖∞ = max
∣∣∣η(Ti , γ̇ j) − ηi j

∣∣∣ (11)

其中, s表示测量温度组数，m表示剪切速率数目. ηi j

为黏度测量值，η(Ti , γ̇ j)为拟合模型计算值.

3.1 算例 1

表 1为文献 [14]提供的 1种 PP材料在 3种温度

下的黏度测量数据，基于Cross--Arrhenius模型，文献

[14] 对其进行了数据拟合，拟合方法是阻尼最小二

乘法，其拟合结果是: n = 0.286 7,τ∗ = 35 842 Pa,B =

8.563 mPa·s, Tb = 6 203 K,误差范数为 ‖e‖2 = 36.59，

‖e‖∞ = 18.96.

为了便于比较，同样是对 Cross--Arrhenius模型,

本文采用直接搜索法对表 1数据重新进行拟合，获得

了比文献 [14]更优的结果: n = 0.271 9,τ∗ = 46 890 Pa,

B = 142.2 mPa·s, Tb = 4 630 K,拟合误差范数 ‖e‖2 =

12.80,‖e‖∞ = 10.19，拟合精度明显高于文献 [14].
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表 1 PP的流变试验数据

Table 1 Rheological experiment data of PP

Shear Rate/s−1 Viscosity /(Pa·s)

220◦C 240◦C 260◦C

99.99

199.9

499.9

999.9

1 999

4 999

9 999

480.1

324.3

173.7

115.6

74.50

38.60

23.22

398.7

280.7

160.4

102.9

66.79

35.79

21.48

329.5

238.0

144.6

92.78

60.66

32.56

19.69

采用本文提出的新模型，基于直接搜索算法对

PP材料的拟合结果为：n = 0.347 9,B = 124.4 mPa·s,

Tb = 4 512 K，τ0 = 3 459 Pa，τ2 = 318.4 kPa.拟合误差

范数 ‖e‖2 = 9.88,‖e‖∞ = 6.47.从拟合误差范数可以看

出，对于 PP材料，在采用相同拟合方法的前提下，

新模型的拟合精度明显高于 Cross黏度模型.

图 3是 PP材料在 3种温度下的拟合黏度曲线.

图 3(a)是采用直接搜索法对 Cross模型拟合的结果.

图 3(b)是采用新模型拟合的结果.

(a)采用 Cross模型拟合

(a) Fitted by Cross model

(b)采用本文新模型拟合

(b) Fitted by the new model in this paper

图 3 PP的拟合黏度曲线

Fig. 3 Fitting viscosity curve of PP

3.2 算例 2

表 2为文献 [15] 提供的牌号为 301的 ABS材

料在 3 种温度下的黏度试验数据, 文献 [15] 采用

二次幂律模型对其进行了数据拟合, 下面分别采用

Cross--Arrhenius模型和本文提出的新模型对其进行

拟合.拟合算法均采用直接搜索法.

表 2 ABS的流变试验数据

Table 2 Rheological experiment data of ABS

Shear Rate/s−1 Viscosity/(Pa·s)

210◦C 230◦C 250◦C

10

20

50

70

100

200

500

700

1 000

2 000

5 000

7 000

10 000

3 348.0

2 665

1 855.0

1 645.0

1 401.0

936.1

519.8

412.5

320.6

191.0

93.74

—

54.51

2 091.6

1 667

1 240.0

1 075.0

911.2

630.1

357.4

286.6

224.4

137.4

70.24

54.01

41.19

1 098.0

956.1

773.0

680.0

606.2

453.7

276.3

225.8

179.3

111.5

57.63

44.94

34.87

采用 Cross模型对 ABS材料进行拟合，拟合结

果为：n = 0.314 6, τ∗ = 98 810 Pa,B = 74.96 MPa·s,

Tb = 8 769 K,误差范数为 ‖e‖2 = 216.75，‖e‖∞ =

133.74.

采用新模型对 ABS 材料进行拟合，拟合结果

为 n = 0.202 3, B = 55.96µPa·s, Tb = 8 879 K, τ0 =

2 388 Pa，τ2 = 10.91 MPa.拟合误差范数 ‖e‖2 = 190.2,

‖e‖∞ = 117.6. 从拟合误差范数可以看出，对于该种

ABS材料，采用同样的拟合方法，新模型的拟合精

度明显高于 Cross模型.

图 4是 ABS材料在 3种温度下的黏度曲线.图

4 (a)是采用 Cross模型时的拟合曲线；图 4 (b)是采

用新模型时的拟合曲线.

4 结 论

(1)本文提出的模型可以更精确地描述聚合物熔

体的剪切黏度曲线，消除了其他模型只能以渐近形

式描述牛顿区和幂律区的缺陷. 新模型的材料参数

仅比 Cross模型多一个，且参数的物理意义明确.
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(a)采用 Cross模型拟合

(a) Fitted by Cross model

(b)采用本文新模型拟合

(b) Fitted by the new model in this paper

图 4 ABS的拟合黏度曲线

Fig. 4 Fitting viscosity curve of ABS

(2)新模型可以明确给出任意温度下低剪切速率

时牛顿区的结束点，以及高剪切速率时幂律区的开

始点，从而得到牛顿区、过渡区和幂律区的明确划

分. 这有助于进一步分析聚合物微观聚集态结构的

变化规律.

(3)拟合算例表明，新模型的拟合结果与试验数

据十分吻合，采用同样的拟合方法进行拟合，两个算

例的拟合精度均比 Cross--Arrhenius黏度模型有明显

提高.
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A SHEAR VISCOSITY MODEL OF POLYMER MELT CONSTRUCTED BY

BEZIER CURVE 1)

Yang Xiaodong∗,†,2) Shen Changyu∗ Li Qian∗,†
∗(National Engineering Research Center for Advanced Polymer Processing Technology，Zhengzhou University，Zhengzhou450002，China)

†(School of Mechanics and Engineering Science，Zhengzhou University，Zhengzhou450002，China)

Abstract A shear viscosity model of polymer melt is proposed based on a quadric Bezier curve to improve the model’s

descriptive precision. The model is characterized by piecewise functions in a logarithmic coordinate. Linear functions are

adopted to represent the two linear sections of the Newton region at lower shear rates and the power law region at higher

shear rates. A quadric Bezier curve is applied to describe the transitional region between the two linear regions. The three

curves are connected smoothly by a control polygon which is formed through the extension lines of the two linear curves

of the Newton region and the power law region. At any temperature, the end point of the Newton region at lower shear

rates and the start point of the power law region at higher shear rates are predicted accordingly. The data fitting examples

show that the precision of the proposed model turns out to be obviously higher than that of the Cross--Arrhenius model.

Key words viscosity model，Bezier curve，polymer melt，shear viscosity，data fitting
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