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瞬态热传导区间反演分析 
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摘  要：基于区间有限元和矩阵摄动理论，引入同伦技术，建立了瞬态热传导不确定性区间参数反演识别的数值

求解模式。利用测量信息和计算信息的区间残差构造同伦函数，将反演识别问题转化为一个优化问题进行求解。

时间域上，引入时域精细算法进行离散，空间上，采用八节点等参元技术进行离散，并结合区间有限元法，建立

了便于敏度分析的不确定性正反演数值模型。该模型不仅考虑了非均质和参数分布的影响，而且也便于正演和反

演问题的敏度分析，可对导热系数和热边界条件等宗量的区间范围进行有效的单一和组合识别，并给出了相关的

数值算例。数值结果表明了所建数值模型的有效性和可行性，并具有较高的计算精度。 
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INTERVAL INVERSE ANALYSIS OF TRANSIENT HEAT CONDUCTION 
PROBLEM 

DU Xiu-yun1,2 , TANG Zhen-an1 , XUE Qi-wen3 
(1. Faculty of Electronic Information and Electrical Engineering, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116023,China;  

2. School of Physics and Electronic Technology, Liaoning Normal University, Dalian, Liaoning 116029, China; 

3. Advanced Technology Laboratory in Railway Vehicle, Dalian Jiaotong University, Dalian, Liaoning 116028, China) 

Abstract:  A general numerical model is presented for the interval inverse transient heat conduction problem 
with interval parameters. The homotopy method and interval finite element method based on the element and 
interval extension theory were used. The inverse problem was formulated implicitly as an optimization problem 
with the homotopy functional of squared residues between calculated and measured quantities. A time stepping 
scheme was used for transient analysis. An eight-point finite element model was given with interval finite element 
method based on the element. Single and combined identifications can be carried out for thermal parameters and 
boundary conditions etc., taking account of inhomogeneity and parameters distribution. Satisfactory numerical 
validation was given. The results show that the proposed numerical model can be applied to solve the inverse heat 
conduction problem with interval parameters in a transient state, showing its high computational precision and 
efficiency. 
Key words:  interval inverse analysis; heat conduction; uncertainty; homotopy method; precise algorithm 

 
瞬态热传导问题是实际工程中十分普遍的现

象，相关反问题研究是一个有广泛实际应用前景的

交叉领域。近年来，众多学者针对瞬态热传导反问

题开展了大量研究，利用确定的测量信息对相关参

数进行有效的识别，如传热系数的识别、边界条件

的识别、边界形状的识别、热源项的识别等[1―2]。
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以往的研究中，热传导反问题相关参数均看作确定

性量来进行处理，进行确定性的反演分析。但在实

际中，由于仪器精度和其他偶然误差，测量温度信

息是一随机值。另外，许多结构的热物性参数以及

边界条件存在误差和不确定性，如果不将其定量化

或者模型化，就难以给出合理的分析结果。 
对于不确性问题，区间模型是 3种主要处理方

法之一。该模型适用于统计信息不足以描述不确定

参数的概率分布或隶属函数，或者仅知道不确定参

数的取值范围，并想获得响应的区间范围的情况。

近年来，针对不确定性问题的区间分析方法，取得

一些有用的成果，基于最优参数区间集的区间方法

现已引起学者的关注[3―4]。目前有部分学者针对热

传导不确定性问题进行了研究[5―6]，但是其侧重点

是进行正演不确定性问题的分析，相关反问题的研

究还相对较少，尤其是多宗量的不确定性反演问题。 
同伦算法是一种有效的反演算法，并被应用于

反问题的求解[7]。以往研究大多是以待反演参量与

其真实值间的 2范数距离来构造同伦函数，而以待
反演参量与真实值之间的Bregman距离来构造同伦
函数还不多见。文献[8]曾应用 Bregman距离构造同
伦函数，对确定性的热传导反问题进行了有效求

解，但对不确性问题的反演识别似未曾见到。本文

尝试将同伦技术应用于含有区间参数的瞬态热传

导不确定性反问题的求解，为热传导问题的区间反

演求解探索一条有效途径。 
鉴于以上考虑，本文建立了具有区间参数的瞬

态热传导反演识别的一种数值求解模式。以精细算

法进行时域离散，结合基于单元分析的区间有限元

法和矩阵摄动理论，并引入 Bregman距离函数和同
伦技术，建立了瞬态热传导区间参数的正反演识别

模型，给出了相关的数值算例。计算结果表明，所

提的求解模式能够对瞬态热传导问题的区间参数

进行有效的反演识别，并具有较高的计算精度。 

1  正演分析模型 
对于确定性的瞬态热传导问题，由其控制方程

以及给定的边界条件和初始条件，并结合加权余量

技术，可以得到如下有限元控制方程[9]： 
( ) ( ) ( )M T K T F+ =&ϕ ϕ ϕ          (1) 

其中：向量ϕ 由导热系数 ijk 、热容系数 c、材料密
度 ρ、热流密度 q、换热系数 h、环境温度 aT 、热
源强度Q、第一类边界温度T 和初始温度 0T 等参量
组成，可以利用确定性的数值方法进行求解。 

考虑各参数具有不确定性的最一般情况，式(1)
为含区间参数微分方程，其参数记为广义区间向量

T
1 2( , , , )nϕ ϕ ϕ=φ L ，中值为 T

1 2( , , , )c c c c
nφ ϕ ϕ ϕ= L ，

离差为 T
1 2( , , , )nφ ϕ ϕ ϕ∆ = ∆ ∆ ∆L 。区间向量可分解

表示为 [ , ]cϕ ϕ ϕ= + −∆ ∆ϕ = c eϕ ϕ ∆+ ∆ ， [ 1,1]e∆ = − 。 

对含有区间参数的微分方程，可利用基于区间

分析的数值方法进行求解[10]。结合基于单元的区间

有限元法，有限元方程式(1)可以写为[11]： 
[ ( ) ] [ ( ) ] ( )c c cϕ ϕ ϕ+ ∆ + +∆ = +∆M M T K K T F F&  (2) 

式中： ( )cϕM 、 ( )cϕK 、 ( )cϕF 、 ( )cϕT& 和 ( )cϕT
与中值对应的热容矩阵、刚度矩阵、右端等效载荷

矩阵、温度一阶导数向量和温度向量；∆M 、∆K、
∆F 、 ∆T& 和 ∆T 则分别为相对应的区间不确定性 
矩阵。 
有限元列式(2)在任意时刻均成立，忽略展开过

程中的高阶小项，可得到下面方程组： 
( ) ( ) ( )c c cϕ ϕ ϕ+ =M T K T F&         (3) 

1( ) ( )c c Fϕ ϕ∆ + ∆ = ∆M T K T&         (4) 
其中， 1 ( )F F M T K T∆ = ∆ − ∆ ⋅ + ∆ ⋅& ，由此可知，

不确定控制方程式(2)可以分离为确定性部分和不
确定性部分，各式中均含有与时间相关的项。 
采用时域精细算法进行时域离散[12]，在每一个

离散时间段内，温度及梯度变换公式可分别写为： 

0

m m

m
T T s

=

= ∑ ， 0 s( ) /s t t t= −               (5) 

s

d d d 1 d
d d d d

s
t s t t s

= = ， 1
,

0 s

( 1) m m
t

m

mT T s
t

+

=

+
= ∑   (6) 

式中： 0t 代表时间步长的起始时间； st 表示时间步
长； mT 表示温度T 展开的第 m阶系数项。 
本文中，各参数在时域内均为常数，将式(5)~

式(6)分别代入式(3)~式(4)中，可以得到在时域上确
定性的有限元列式递推格式： 

1

s

( 1) ( ) ( ) ( )c m c m c mm T T
t

ϕ ϕ ϕ++
+ =M K F  (7) 

1
1

s

( 1) ( ) ( )c m c m mm T T F
t

ϕ ϕ++
∆ + ∆ = ∆M K  (8) 

在第一个时间段内， 0T 由给定的初始条件求
得，在其他的第 N 个时间段内， 0T 可以由上一个
时间段按下式求得： 

11
0

m
N Ns

m
T T −=

=

= ∑ ， 11
0

m
N Ns

m
T T −=

=

∆ = ∆∑   (9) 

由上述两个确定性的递推有限元列式(7)~式(8)，以
及给定的区间参数和初始条件，可以依次求得每个
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时间段内的 0 1 2, , , , mT T T TL 和 0 1 2, , , ,T T T∆ ∆ ∆ L   
mT∆ ，从而求得各时间段末的温度。 
在任意时刻，节点温度场的上、下界分别为： 

t t t
cT T T= + ∆ ， t t t

cT T T= − ∆        (10) 

2  反演分析模型 
反演分析的目的是借助某些已知的温度区间

信息和反演技术[13―14]，估算和确定式(1)中未知参
数的区间信息。本文主要对热物性参数以及边界条

件进行识别，将未知量统一记作{ϕ }。 
T T T T T T{ } {{ } ,{ } ,{ } ,{ } ,{ } ,

u u uu uφ k k q q T=  
T T T{ } ,{ } ,{ } }

u uuT h h              (11) 
{ }φ 通过极小化泛函来确定，根据同伦算法的

思想，所定义的泛函如下： 

t s m m( ) (1 ) (( ( ) ) ( ( ) )F T T T Tϕ λ ϕ ϕ= − − ⋅ − +∑ ∑  

m m( ( ) ) ( ( ) )) / 2 ( )T T T T Dϕ ϕ λ ϕ− ⋅ − +  (12) 
式中： mT 代表测点温度； ( )D ϕ 代表引入的同伦函
数项； t s∑ ∑ 表示空间和时间上的累积。 

采用敏度类算法极小化泛函，将式(12)两边同
时对未知参量 jϕ 微分，可以得到： 

T T(1 )( ) 0G R G R Dϕλ λ− + + =        (13) 

其中：λ为同伦参数；G为温度对未知量的敏度；
/D Dϕ ϕ= ∂ ∂ ， ( )D ϕ 代表 Bregman距离函数。 

对于式(13)，采用迭代方法求解。当迭代进行
至第 n步时，将下一步计算结果在第 n步计算结果
附近展开为一阶 Taylor级数，并略去高阶小量，可
以得到下列各式： 

1

1

1

( ) ( )
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( ) ( )

nn n

nn n

n n n
D

R R G

R R G

D D G
ϕϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
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ϕ ϕ ϕ

+

+

+

 = + ∆ = + ∆
 = + ∆

      (14) 

式(14)中各参量分别为： 
TG
ϕ

∂
=

∂
，

TG
ϕ

∂
=

∂
，

DDϕ ϕ
∂

=
∂
， D

D
G

ϕ

ϕ

ϕ
∂

=
∂

 (15) 

将式(14)代入式(13)，整理后可得： 
TT

TT

1

[(1 )( ) ]

[(1 )( ) ]

n nn n n n
D

n nn n

n n

G G G G G

G R G R D

ϕ

ϕ

λ λ ϕ

λ λ

ϕ ϕ ϕ+

 − + + ∆ =


− − + +


= + ∆


  (16) 

式(16)即为迭代求解的递推公式。 
采用式(16)进行求解时，需要知道温度场上下界

和引入的同伦函数对各未知参量的敏度。温度场上下

界对未知参量敏度可由式(9)~式(10)直接求导得到。 
所引入的同伦函数为 Bregman函数，是一种距

离的概念，该函数常用的形式有以下 3种[8]： 

1

2
2

3

( ) log
( ) log

( )

B
B

B

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

 =


= −
 =

           (17) 

对于以上 3种函数形式，相应的 D函数、雅戈
比矩阵和汉森矩阵分别如表 1所示。 
采用同伦方法进行求解时，同伦参数λ应从 1

稳定地下降到 0，具有正则化效应。在本文中，同
伦参数采用拟信赖域方法进行调整。 

表 1  Bregman函数及其导数矩阵 
Table 1  Bregman function and derivative matrix 

Bregman函数 D-函数 雅戈比矩阵 海塞矩阵 

1( ) logB ϕ ϕ ϕ=  *
*

1
log

m
i

i i i
i

ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ

  
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1
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n
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+

  
  

  
 
 
  
  
   

M  

1
1

1
m

1 0 0

0
0
10 0

n

n

ϕ

ϕ

+

+

 
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O M
M O
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2 ( ) logB ϕ ϕ= −  
*

*
1

log 1
m

i i
i
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ϕ ϕ
ϕ

ϕϕ
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3  算例 
如图 1所示，考虑圆管横截面区间反演问题，

沿横截面厚度方向温度不变，内径为 0.8m，外径为
1.0m，选取截面 1/4，划分 20个单元进行有限元分
析。总分析时域为 2s，时间段长取为 1×10−3s。均
匀分布在内壁的 10个测点在每隔 20个时间段的温
度区间值为已知信息。在考虑测量误差对反演的影

响时，温度信息由 p e(1 )T Tσ= + ⋅ 给出， pT 为含有
误差的温度，σ 为相对误差值， eT 为测点温度的准
确区间值，由正演区间分析给出。反演变量初始数

值分别是 k 为 35W/(m·℃)， q为 500W/m2，T 为
5.0℃，表 2~表 5 给出了相应的不确定性和确定性
结果。 
3.1  均质材料的参数区间识别 
由外到里为同种材料，导热系数 k = [18.0, 22.0] 

W/(m·℃)，外表面第一类边界为T =[0.9,1.1]℃，
内表面的热流密度为 q = [1800, 2200]W/m2，结构密

度和热容系数为 cρ = [900, 1100]W/(m·℃)，初始
温度为 0T = [0.9, 1.1]℃。 

例 1：导热系数和边界热流密度未知，其他各参量
已知，反演结果如表 2。 

例 2：导热系数和第一类边界温度未知，其他各参
量已知，反演结果如表 3。 
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图 1  圆管横截面有限元网格 

Fig.1  The finite element mesh of tube cross section 

3.2  非均质材料的参数区间识别 
由外到里分为两种材料，导热系数为 k = [18.0, 

22.0; 27.0, 33.0]W/(m·℃)，外表面第 1类边界T = 
[0.9, 1.1]℃，内表面热流密度分为两个区，大小分
别为 q = [1800, 2200; 2700, 3300]W/m2，结构密度和

热容系数为 cρ = [900, 1100]W/(m·℃)，初始温度
为 0T = [0.9, 1.1]℃。 

例 3：导热系数未知，其他各参量已知，反演结果
如表 4。 
例 4：导热系数和边界热流密度未知，其他各参量
已知，反演结果如表 5。 

表 2  导热系数和边界热流密度未知时，均质材料测量误差对反演解的影响 
Table 2  The effects of data noise on the inverse solution for homogeneous material when k and q were unknown 

反演值( σ =0.0) 反演值( σ =0.01) 反演值( σ =0.05) 
变量 

B1 /B2 /B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3 
区间解 [18.00,22.00] [18.08,22.10] [18.08,22.10] [18.08,22.10] [18.38,22.50] [18.38,22.50] [18.38,22.50] k  
确定解 20.00 20.09 20.09 20.09 20.44 20.44 20.44 
区间解 [1800,2200] [1824,2230] [1824,2230] [1824,2230] [1920,2351] [1920,2351] [1920,2351] q  
确定解 2000 2027 2027 2027 2135 2135 2135 

         

表 3  导热系数和边界温度未知时，均质材料测量误差对反演解的影响 
Table 3  The effects of data noise on the inverse solution for homogeneous material when k and T were unknown 

反演值( σ =0.0) 反演值( σ =0.01) 反演值( σ =0.05) 
变量 

B1/B2/B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3 
区间解 [18.00,22.00] [17.72,21.67] [17.72,21.67] [17.72,21.67] [16.63,20.42] [16.63,20.42] [16.63,20.42] k  
确定解 20.00 19.69 19.69 19.69 18.53 18.53 18.53 
区间解 [0.900,1.100] [0.9512,1.148] [0.9512,1.148] [0.9512,1.148] [1.169,1.352] [1.169,1.352] [1.169,1.352] 

T  
确定解 1.000 1.050 1.050 1.050 1.260 1.260 1.260 

         

表 4  导热系数未知时，非均质材料测量误差对反演解的影响 

Table 4  The effects of data noise on the inverse solution for heterogeneous materials when k was unknown 

反演值( σ =0.0) 反演值( σ =0.01) 反演值( σ =0.05) 
变量 

B1/B2/B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3 
区间解 [18.00,22.00] [17.48,21.47] [17.48,21.47] [17.48,21.47] [15.48,19.42] [15.48,19.42] [15.48,19.42] 

1k  
确定解 20.00 19.47 19.47 19.47 17.45 17.45 17.45 
区间解 [27.00,33.00] [26.58,32.51] [26.58,32.51] [26.58,32.51] [25.01,30.63] [25.01,30.63] [25.01,30.63] 

2k  
确定解 30.00 29.55 29.55 29.55 27.82 27.82 27.82 
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表 5  导热系数和边界热流密度未知时，非均质材料测量误差对反演解的影响 
Table 5  The effects of data noise on the inverse solution for heterogeneous materials when k and q were unknown 

反演值( σ =0.0) 反演值( σ =0.01) 反演值( σ =0.05) 
变量 

B1/B2/B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3 
区间解 [18.00,22.00] [18.08,20.08] [18.08,20.08] [18.08,20.08] [18.38,22.38] [18.38,22.38] [18.38,22.38] 

1k  
确定解 20.00 20.07 20.07 20.07 20.38 20.38 20.38 
区间解 [27.00,33.00] [27.10,33.13] [27.10,33.13] [27.10,33.13] [27.49,33.62] [27.49,33.62] [27.49,33.62] 

2k  
确定解 30.00 30.11 30.11 30.11 30.56 30.56 30.56 
区间解 [1800,2200] [1824,2229] [1824,2229] [1824,2229] [1919,2347] [1919,2347] [1919,2347] 

1q  
确定解 2000 2027 2027 2027 2133 2133 2133 
区间解 [2700,3300] [2735,3343] [2735,3343] [2735,3343] [2874,3515] [2874,3515] [2874,3515] 

2q  
确定解 3000 3039 3039 3039 3194 3194 3194 

         

 

计算结果表明： 
1) 本文所采用的区间参数反演求解模式，可以

对瞬态热传导反问题中导热系数和边界条件相关

区间参数进行有效的单一和组合识别，并且具有较

高的精度和较好的抗噪能力。 
2) 信息误差对结果区间有一定影响，对不同的

反演变量有所不同，其中对导热系数和边界温度的

影响相对较大。 
3) 由计算结果可知，当不含信息误差时，三种

形式的函数均能收敛到真实的区间解。在同等限度

误差水平下，基于不同的形式的Bregman距离函数，
区间计算结果相差不明显，只是迭代步数稍有   
差别。 

4) 从计算结果来看，确定性分析计算结果均在
不确定性分析所得的区间范围内，接近于区间分析

的中值，进一步验证了所建区间分析模型的正确性

和有效性。 

4  结论 
本文针对具有区间参数的瞬态热传导问题，引

入 Bregman距离函数，将同伦技术应用于求解参数
区间的反演识别问题，可对导热系数以及边界条件

的相关参数区间进行有效的单一和组合识别。数值

算例验证了所提求解模式在求解具有区间参数的

瞬态热传导反问题时的可行性，并且具有较高的精

度、较好的稳定性和抗不适定性。该方法可进一步

完善，应用于其他具有区间参数的反问题求解。 
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