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摘要：以某货车的主副钢板弹簧后悬架系统为模型，建立了一类两自由度具有非连续阻尼力分段线性系统的微分

方程。建立 Poincaré映射，推导了系统在各分界面处的跳跃矩阵，经分析得知跳跃矩阵与系统的弹簧刚度无关，

只有与阻尼力有关。通过数值方法进一步揭示了系统发生的 Neimark-Sacker 分岔现象。分析了在单边横截穿越情

况下阻尼系数对系统稳定性的影响。对该类碰撞系统分岔和混沌的研究，有助于工程中此类弹性碰撞系统的优化

设计。 
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引  言 

含间隙、约束、摩擦、迟滞等分段非光滑动力

系统是当前振动工程界广泛重视的研究领域。随着

科学技术的发展，非光滑和不连续因素对工程问题

的影响越来越引起人们的关注和研究，并取得了一

些重要的成果。胡海岩[1]对分段线性系统动力学行

为进行了非光滑分析，并采用局部平滑模型来克服

由二阶可微的丧失带来的数值仿真困难。陆启韶
[2]

等利用 Floquet 特征乘子算法来分析刚性约束的非

线性动力系统周期运动的稳定性，并应用于弹性约

束系统。谢建华、徐慧东等人[3,4]通过建立碰撞系统

Poincaré映射，建立分界面切换矩阵等方法详细研

究了碰撞振动系统的周期解的分岔行为，取得了一

些重要成果。Sagar Deshpande 等[5]利用平均法得到

了在稳定状态条件下分段线性系统频率响应的隐函

数曲线，确定了稳定区域和不稳定区域，并对系统

参数进行了最优化设计；R. I. Leine 等
[6,7]

分析了非

光滑系统周期解的非连续折叠分岔；于雯等 [8]利用

平均法得出分段线性悬架系统的振幅变化过程，并

转化为自治系统，判断自治系统奇点的稳定性，从

而得到周期解的稳定性。胡海岩、金栋平[9]详细介

绍了碰撞振动的近期研究成果，包括碰撞振动的间

断和连续分析，碰撞振动控制，以及分析所采取的

数值方法和实验研究情况。 

本文针对弹性碰撞中存在阻尼的两自由度分段

线性非光滑系统，通过建立 Poincaré映射，求出各

分界面出跳跃矩阵，分析非连续阻尼力对系统分界

面处跳跃矩阵的影响，利用数值方法研究系统周期

解的稳定性和分岔现象。研究在单边横截穿越情况

下阻尼系数对系统稳定性的影响。 

1 物理模型及动力学分方程 

图 1 是一个两自由度分段线性 1/4 车悬架模型 
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图 1 1/4 货车后悬架模型 

Fig.1 1/4 rear suspension model 

其中： 

1m —轮胎质量   2m —车身质量 

11,ck —主钢板弹簧的刚度和阻尼系数 

22 ,ck —副钢板弹簧的刚度和阻尼系数 

00 ,ck —轮胎刚度和阻尼系数e —弹簧间隙 



1 2,z z —轮胎和车身的绝对位移 

0z —路面不平度函数，取
0 sinz r T    ，r 为不平

度激励幅值，为时间角频率，T 为时间。 

建立两自由度分段光滑线性系统的微分方程： 
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式中：
12z 为轮胎与车身相对位移， ),( 1212 zzf  为由

副簧作用引起的分段线性力函数。 
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为了描述该系统的运动过程，引入一分界面函数 
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两截面的法向量分别为 

   2 21 0 0 0 , 0 0
T T

n n k c    

这样系统的状态空间被分成两部分，如图 2 所示。 

区域  0,0),( 2

1212   hhRzzV   

表示车身与副簧保持接触状态； 

区域  0,0),( 2

1212   hhRzzV   

表示车身与副簧保持分离状态； 
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图 2 分段线性系统相平面图 

Fig.2 Phase plane for piecewise linear System 

为方便分析，选取线性无关的系统参数

1 1, ,m k r 作为基本物理量，对微分方程进行无量

纲化处理得： 
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相应的分界面函数： 
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式中的无量纲量为： 
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2非光滑系统的基解矩阵 

考虑分段光滑系统 
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假设轨迹线在时间 ptt  时穿越超平面。系统在 

 ptttRtD  0
的区间内，基解矩阵关于时间

的变化，可以从下面初值问题中得到： 
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当
ptt  时， )( ptx 在超平面上，基解矩阵产生跳

跃(或不连续)。我们引入一个跳跃矩阵 S ，反映基

解矩阵从跳跃前到跳跃后的变化情况： 

 ),(),( 00 ttStt
pp             （4） 

以构造跳跃后的基解矩阵： 

),(),(),( 00 ttStttt
ppqq       （5） 

这里切换矩阵 S 的求法可参阅文献[10]。 

    下面求各分界面出的跳跃矩阵。将系统写成如

下范式形式 
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1)从区域
V 通过  进入区域

V ( 02 X ) 

设一轨迹线 )(tX 在
1tt  时刻穿越  ，从区域

V 进入
V 。则跳跃矩阵为 
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同理可得 
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2)从区域 V 通过  进入区域 V  

设轨迹线 )(tX 在 3tt  时刻穿越  ，从区域

V 进入 V 。则跳跃矩阵为 
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同理可得 

I
tXtfn

ntXtftXtf
IS

T

T









))(,(

))(,())(,((

44

4444

4



  

结果显示，跳跃矩阵与副簧刚度 2k 无关，只与

阻尼系数有关。因为当车身刚与副簧接触的瞬间，

其弹性力为零，与不接触时相同；但阻尼力在没有

接触之前为零，由于接触时速度一般不为零，接触

后的阻尼力不相等。由于系统从不接触到接触的转

换过程中，其所受的总接触力是连续的，故跳跃矩

阵 3S 、 4S 为单位矩阵。如果阻尼系数 2 等于零，

 与  的夹角为零，为一光滑的平面，则跳跃

矩阵为单位矩阵。 

下面求各光滑区域的基解矩阵。在区域 V ，系

统的运动方程 

( , )X f t X A X P      

其中 
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相应的基解矩阵为 )(

0
0),(

ttA
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 。同理可求

出在区域
V 相应的

0( , )t t 和 A
。 

如果系统的整个周期解在区域
V 中，可由矩阵

0 0
(T , )

A T
t t e 


   的特征值来判断周期解的稳定

性，这里 2 /T   。 

如果系统的周期解穿越分界面，由于阻尼系数

2 较小(图 2 中夹角 为小量)，只考虑单边横截穿

越的情况，通过上面分析可得全局的单值矩阵 

0 0 0 2 2 2 1 1 1 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , )T t t T t t S t t S t t

  
       

这里  /2nT  为激振力周期的整数倍，
1t ，

2t 为

从不同区域到达分界面的时间。 

3稳定性分析 

选取系统的无量纲参数为： 189.3m ，

179.30  ， 7.32  ， 178.00  ， 02.01   ，

008.02  ， 2b 。 

以激振力频率 作为变化参数。在分界面

bX 1
选取 Poincaré截面，即： 

  4

1 2 3 4 1 2
{ , , 0}X X X X R S X b X       

这里 t  ， (mod2π)S R ，得出分界面速度 2X

随激振力频率变化的分岔图，如图 3a 所示。图

3b 为相应的最大 Floquet 乘子模随激励频率变化

的情况。现取 65.1 时，非光滑系统基解矩阵

0 0
( , )T t t  的 Floquet 特征乘子模为： 
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图 3(a)系统的分岔图(b)最大 Floquet 乘数的模 

Fig.3 (a) bifurcation diagram of system(b) module of 

max Floquet multiplier  

1,2 3,4
0.946366, 0.478553   ,均小于 1，仍在单

位圆内，系统是稳定的，由于特征值为复数，在时

间 Poincare 映射上表现为稳定的焦点，交界面处的 

速度收敛于常数如图 4 所示。纵坐标为分界面速度

2
X ，横坐标(4a)为位移

1
X ,(4b)为碰撞次数 N(次)。 
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图 4 65.1 时（a）时间 Poincaré；（b）分界面

速度与碰撞次数关系曲线 

Fig.4 65.1 （a）Poincaré map；（b）curves of 

impact times for interface velocity 

当 297.2 ，非光滑系统基解矩阵的 Floquet

特 征 乘 子 模 :
1,2 0.570936  , 仍 在 圆 内 。

3 , 4 0 . 9 9 9 2 6 2  已接近单位圆，系统发生了

Neimark-Sacker 分岔，由单周期分岔出拟周期运动。 
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图 5 297.2 时（a）时间 Poicaré；（b）分界面

速度与碰撞次数关系曲线 

Fig.5 297.2 时（a）Poincaré map；（b）curves 

of impact times for interface velocity 

系统由稳定的焦点演变为吸引不变圈，碰撞面速度

经过长周期运动基本收敛于某一常数，如图 5 所示。

随着激励频率的增大，其拟周期运动的吸引不变圈

增大(图 6 )(a )，其相图是有很多耦合的极限环而

形成环面(图 6 )(c 、 )(d )，分界面的速度也随着碰

撞次数的增加不断发生变化(图 6 )(b )。频率继续增

大，吸引不变圈开始破裂，出现杂乱无章的运动，

产生了混沌现象（图 7）。  
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图6 2.35  (a) 时间Poincaré映射 (b) 分界面速
度与碰撞次数关系曲线 (c) 相图

21 XX   (d) 

相图
21 XX  的局部放大 

Fig.6 2.35  (a) time Poincaré mapping (b) Curves 

of impact times for velocity (c) Phase diagram 

21 XX   (d) Magnified Phase diagram 
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图 7 相平面
1 2

X X  

Fig.7 Phase diagram 
1 2

X X  

4 结  论 

对于系统中分段光滑系统，由于副簧存在阻尼，

其分界面是不光滑的，将导致其 Floquet 乘子随参

数变化的不连续，进而使得 Floquet 乘子以跳跃

的形式穿越单位圆，且在单位圆上反复跳跃(如图 4

所示，围绕 1 上下波动)，造成了系统的不连续分岔，

从而使系统的动力学分岔特性更加丰富。对于非连

续阻尼力分段线性系统稳定性的研究，可为主副钢

板弹簧悬架系统非线性振动的参数识别、稳定区域

的分析研究和优化设计提供了理论依据。 
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BIFURCATION RESEARCH FOR PIECEWISE LINEAR SYSTEM INVOLVED 

IN DISCONTINUOUS DAMPING FORCE 

REN Chuan-bo, ZHOU Ji-lei 

(School of Traffic and Vehicle Engineering, Shandong University of Technology, Zibo 255049, China) 

Abstract: Based on some truck suspension model consisting of primary and subsidiary spring, a 

two-degree-of-freedom system with piecewise-linearity involved in discontinuous damping force is established 

The stroboscopic Poincaré map is established，and saltation matrix is deduced by zero-time discontinuity mapping 

method at the interface. The result indicates that the saltation matrix is independent on spring rate, but is not 

independent on damping force. The Neimark-Sacker bifurcation point is investigated by the numerical calculation. 

The research of bifurcation and chaos can contribute to optimizing design in impacting systems. 

Keywords: discontinuous damping force，piecewise-linearity，Poincaré map，saltation，bifurcation 


