
第四章 平差数学模型与最小二乘原理

一、几何模型：

1、确定几何模型的必要元素（必要观测量）

（1）几何模型的形状 2个

（2）形状、大小 3个

（3）形状、大小、位置 6个

2、必要元素的选取与性质

（1）能唯一确定该模型

（2）最少需要

（3）元素间不存在任何确定的函数关系



第四章 平差数学模型与最小二乘原理

二、平差的数学模型

为了研究并描述这样或那样的客观实际，人们总是通

过抽象和概括，从理论上来定义和客观实际本质相适应
的模型。

1、函数模型

函数模型是描述观测量与待求量间的数学关系。

2、随机模型

随机模型描绘的是观测值的统计性质，是通过
观测值的数学期望和协方差阵（协因数阵）来
表示，借以说明观测值是否受系统误差的影
响、观测值的精度季它们是否相关等。
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三、参数估计与最小二乘原理

• 最小二乘与极大似然估计

11exp ( )
2

TG D− ⎫⎧= × − Δ Δ⎨ ⎬
⎩ ⎭

常数联合概率分布密度函数

所谓极大似然估计，就是要在其联合概率密度达到极
大的条件下来对真误差进行估计。

1 minT D−Δ Δ =



第五章 条件平差

预备知识：

矩阵的微分

1．纯量函数关于向量的导数

如果函数f是以n维向量 的n个元

素xi为自变量的可微函数f(X)=f(x1 x2…xn),且函数f(X)对

其所有的自变量xi是可微的，则f(X)对于向量X的微分为
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第五章 预备知识：

2．向量函数关于向量的导数

当有m个这样的函数
)()( 2111 nxxxfXf …=

)()( 2122 nxxxfXf …=

)()( 21 nmm xxxfXf …=

构成函数向量 ))()()(( 21 xfxfxfF n…=

则函数向量F关于n维向量X的微分为一个矩阵。
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3．函数向量关于向量的求导规则
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第五章 条件平差 (Conditional Adjustment)

基本概念

1、必要观测

为了确定观测对象的位置或形状、大小所必须的最少观测数

2、多余观测 (redundant observation)
实际观测数与必要观测数之差，称为多余观测。

3、条件平差及其目的
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例，水准网如右图，D为已知点，观

测值及其权阵如下：

( )TL 216.1099.0078.0142.1114.1023.0=

( )5.25.25.2111diagP =

求观测值的平差值。
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第五章 条件平差 (Conditional Adjustment)

一、条件平差原理

1、条件方程 (condition equation)

0ˆ
0 =+ ALA

2、函数模型(functional model)

01,1,1,,
,0 AALWWVA
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3、随机模型 (stochastic  model)
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4、估计准则：

min=PVV T
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条件极值法要点：

当具有约束条件时，求函数的优化解，则应在下述函数达到

优化时寻求其解。
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求偏导：
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基础方程：
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第五章 条件平差

例，水准网如右图，D为已知点，观

测值及其权阵如下：

( )TL 216.1099.0078.0142.1114.1023.0=

( )5.25.25.2111diagP =

求观测值的平差值。

解：（1）列出条件方程
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法方程
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第五章 条件平差

5、条件平差的求解步骤

（1）根据具体问题列条件方程式；

（2）组成法方程式；

（3）解法方程；

（4）按式求改正数V；

（5）求观测值的平差值 ；

（6）检核。



第五章 条件平差

二、条件方程

（一）、水准网

1、水准网的分类及水准网的基准

2、水准网中必要观测数t的确定

有已知点：t等于待定点的个数
无已知点： t等于总点数减一

分为有已知点和无已知点两类。

要确定各点的高程，需要1个高程基准。
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（1）、先列附合条件，再列闭合条件

（2）、附合条件按测段少的路线列立，附合条件的个数等

于已知点的个数减一

(3)、闭合条件按小环列立（保证最简），一个水准网中有多

少个小环，就列多少个闭合条件

在水准网条件平差中，按以上方法列条件方程，一定能

满足所列条件方程足数、独立、最简的原则。

3、水准网中条件方程的列立方法

列条件方程的原则:  1、足数；2、独立；3、最简
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例，



第五章 条件平差

（二）、三角网(测角网)
1、三角网的观测值
三角网的观测值很简单，全部是角度观测值。

2、三角网的作用
确定待定点的平面坐标。

3、三角网的基准数据

位置基准 2个（任意一点的坐标 ）、方位
基准 1个（任意一条边的方位角 ）以及长度
基准 1个（任意一条边的边长 ）。

00 , yx
0α

0S
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4、三角网中必要观测数 t 的确定

5、三角网中条件方程的列立

一般而言，网中全部独立的条件数是一定的，但其列

法不唯一。为保证所列的条件既足数而又相互独立，下面
先讨论三角网中几个基本图形，任何形式的三角网都是由
这几个基本图形组成。

（1）单三角形

（2）大地四边形

（3）中点多边形

（4）扇形
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6、条件方程的线性化

0)ˆ( =Lf VLL +=ˆ

将函数在L处用台劳极数展开
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(三)、测边网

1、测边网的基准数据

三边网与三角网的区别是观测值。由于在三
边测量中，观测值中带有长度基准。所以，三
边测量中不需要长度基准。因此三边网的基准
数据为：
位置基准 2个（任意一点的坐标 ）、
方位基准 1个（任意一条边的方位角 ），

00 , yx

0α

2、三边网中必要观测数 t 的确定

3、三边网中条件方程的列立
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（1）大地四边形

在测边网中，按角度闭合时条件方程为
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0
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角度改正数与边长改正数的关系
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由图知：
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上式称为角度改正数方程。它具有明显的规律：

任意角度的改正数，等于其对边的改正数分别减去两邻

边的改正数乘以其邻角的余弦，然后再除以该角至其对边的
高，并乘以常数 。ρ ′′
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(2)   中点多边形
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'

β1

S1

β3

β2

S2

S3 β4

B

S4

β5

B'
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纵坐标条件为
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（五）GPS基线向量网三维无约束条件平差

1、GPS基线向量网的观测值

2、GPS基线向量网三维无约束平差的基准及必

要观测数t

3、GPS基线向量网三维无约束平差的条件方程的列立

一条基线三个观测值 ijijij zyx ΔΔΔ ,,
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例：
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（六）GIS数字化数据采集中，折角均为90度的N边形的

条件方程
1、观测值

观测值为N个顶点的坐标，其个数为n=2 N。

2、必要观测个数

t=N+1

3、多余观测个数

r=n-t=2N-N-1=N-1     

4、条件方程的类型

N-1个直角条件。
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三、精度评定

1、观测值L的精度 12
0

2
0

−== PQD LLLL σσ

2、单位权方差的估值

r
PVV T

=2
0σ̂

的计算PVV T

3、观测值函数的协因数

4、平差值函数的协因数
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例：已知： mH A 000.10= mH B 500.10= mHC 000.12=

S1=S2=S4=2km, S3=1km

[ ] )(851.1352.1006.2502.2 mh T=

求（1）高差平差值；

（2）平差后第3段高差中误差。
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小结：
一、条件平差及其目的

二、条件平差原理

三、总结了条件平差的步骤

（1）根据具体问题列条件方程
式， ；

（2）组成法方程式， ；

（3）解法方程；

（4）计算改正数V， ；

（5）求观测值的平差值 ；

（6）检核；

（7）精度评定， ，

111
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KAPV T1−=
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第六章 附有参数的条件平差

一、问题的提出

二、附有参数的条件平差原理
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三角网如图所示，A、B为已
知点，BD为已知边。其已知

数据为：

,00.0,00.1000 mymx AA ==

mSmymx BDBB 00.1000,00.1732,00.1000 ===

各角的同精度独立观测值见表。现选 的最或是值
为参数，试按附有参数的条件平差求观测值的平差值和参
数的平差值。

CAB∠
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角号 观测值 角号 观测值

1 4

2 5

3 6

300060 ′′′D

200060 ′′′D

400060 ′′′D

759559 ′′′D

659559 ′′′D

959559 ′′′D
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1
)ˆˆsin(

ˆsin

1ˆsin)ˆˆsin(ˆsin
)ˆˆsin()ˆˆsin(ˆsin

0
0

53

425

5314

654

321

=
+

=
+

+−
=+++
=+++

LLS
XS

XLLL
LLXLL

wvvv
wvvv

BD

AB

b

a

本例中n = 6，t = 3，r = 3，u = 1，故c = r + u = 4
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解得：
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( )0.00.00.87.57.54.2,9400.5ˆ ′′′′−′′−′′=′′= TVx

( )0.5995590.5695590.0500603.5895593.5695594.050060ˆ ′′′′′′′′′′′′′′′′′′= DDDDDDTL

4.050030ˆ ′′′= DX
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三、精度评定

1、观测值L的精度 12
0

2
0

−== PQD LLLL σσ

2、单位权方差的估值

r
PVV T

=2
0σ̂

的计算PVV T

3、观测值函数的协因数
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，

4、平差值函数的协因数

求边长AD 的权倒数。

XdfLdfd T
x

T
L

ˆˆˆ +=ϕ

,

求边长BC 的权倒数。
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，

00 ˆ)(ˆˆ LLAQQAELALQQALKQALVLL cc
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，

小结：

1、为了某种需要，选择参数；

2、每选一个参数，就增加一个条件方程，选择u个
参数，就增加u个条件方程；

3、条件方程的总数为c = r + u;
4、单位权中误差的计算公式不变；

5、求平差值函数的中误差时，应将平差值函数分别

对观测值的平差值和参数求偏导数。


