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基于条件期望的改进线抽样方法及其应用
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(西北工业大学航空学院，陕西，西安 710072) 

摘  要：为减小线抽样可靠性及灵敏度分析计算结果的方差，该文在可靠性与可靠性灵敏度线抽样计算公式中巧

妙地运用全方差原理，引入了条件期望，对传统计算方法进行了改进，同时为避免直接计算条件期望将导致计算

量增加的问题，该文将计算公式进一步转化成与基本变量维数无关的形式，并采用核密度估计的方法进行求解。

该文最后运用 MATLAB 软件将该文方法应用于工程实例分析，结果均表明：通过对传统线抽样方法的改进，有

效地提高了线抽样方法求解失效概率和灵敏度的收敛性和稳定性。 
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AN IMPROVED LINE SAMPLING METHOD AND ITS APPLICATION 
BASED ON CONDITIONAL EXPECTATION  

LÜ Zhao-yan , LÜ Zhen-zhou , ZHANG Lei-gang , REN Bo 
(School of Aeronautics, Northwestern Polytechnical University, Xi’an, Shaanxi 710072, China) 

Abstract:  In order to reduce the variance in calculating the reliability and sensitivity with the line sampling 
method, a total variance formula is subtly employed and a conditional expectation is introduced to improve the 
traditional method. At the same time, the reliability and sensitivity formulae are respectively transformed into a 
form that is independent of the dimension of the input variables and then solved by the kernel density estimation 
method, so that solving the conditional expectation with demanding computation is avoided. The proposed 
method is applied to some engineering examples with MATLAB software, and the results all show that the 
improvement in the traditional line sampling method has made an obvious contribution to the convergency and 
stability of the failure probability and sensitivity. 
Key words:  line sampling; variance; conditional expectation; dimension; kernel density estimation 

 
可靠性分析和可靠性局部灵敏度分析的方法

主要分为解析法、数字模拟法和函数替代法三大  
类[1]。解析法求解计算量小，一次二阶矩法[2]、改

进一次二阶矩法[3]是其中的代表，但是其计算精度

在很大程度上依赖于功能函数的非线性程度，当非

线性程度较大时，就有可能产生迭代不收敛或者近

似精度较差的情况；数字模拟法中的代表包括蒙特

卡洛法[4]和重要抽样法[5]，对复杂的隐式功能函数

问题比较容易编程，但是针对高维小失效概率问

题，需要抽取大量样本才能实现，不适合工程应用；

函数替代法中的响应面[6]应用较为广泛，该方法简

单实用，易于与有限元商用软件连接以解决隐式函

数的可靠性问题，但对于高度非线性问题，计算精

度较低，有时可能得到错误的结果。 
线抽样方法是数字模拟法中的一种，能够有效

地解决高维小概率可靠性问题。由于线抽样方法是
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沿着重要方向进行抽样的，因而抽样效率得到了极

大的提高。当然，线抽样方法还存在一些问题，研

究人员针对不同的问题提出了不同的解决办    
法[7―11]。例如，文献[8]提出了一种将鞍点概率分布
估计与传统线抽样相结合的方法，较好地解决了非

正态变量情况下的可靠性分析问题，避免了非正态

变量向正态变量转换时功能函数非线性程度增加

而导致的求解困难问题。针对同时存在随机基本变

量和模糊基本变量的可靠性分析问题，文献[9]提出
了一种模糊可靠度隶属函数求解的迭代线抽样方

法，等等。但是针对减小线抽样分析结果方差的问

题，目前基本没有文献提出相应的解决办法。本文

针对这一问题，提出将条件期望应用于线抽样方法

的可靠度和灵敏度计算公式的推导中，并且将公式

进一步转化为与基本变量维数无关的形式，求解时

采用核密度估计的方法，这样，在不增加抽样的前

提下，提高了计算结果的收敛性和稳定性。 

1  基于条件期望的线抽样方法 

1.1  线抽样法求解失效概率的基本思想 
线抽样法求解失效概率的基本思想是在标准

正态空间中沿重要方向(坐标原点指向设计点的方
向)进行抽样，由这些重要方向抽样得到样本点对应
的失效概率的平均值来估算非线性极限状态函数

的失效概率。 
根据文献[12―13]，需要对基本变量和功能

函数标准正态化，得到标准正态空间的基本变

量 1 2[ , , , ]n= u u uu L 和功能函数 ( )g u ，抽样过程如
图 1所示。在标准正态空间内，通过改进一次二阶
矩方法，或者马尔科夫链方法求得设计点 *u 和单位
重要方向 / || ||= * *

αe u u 。由基本变量的联合概率密

度函数 ( )fU u 产生 N 个标准正态的样本点
( 1, 2, , )j j = Nu L ，则与 ju 对应的垂直于单位重要

方向 αe 的向量 j
⊥u 为 ,j j j

⊥ = − α αu u e u eá ñ ，其中，

, jαe uá ñ表示向量 αe 与 ju 的内积。 
给定的3个系数 1 2c c、 和 3c ，根据已经求得的

j
⊥u ，得到过 ju 且与 αe 平行的直线 jl 上的3个向量

ji i jc ⊥= +αu e u ( 1,2,3)i = 。对所得的这 3个点

1 1( , ( ))jc g u 、 2 2( , ( ))jc g u 和 3 3( , ( ))jc g u 进行三点二

次 插 值 可 近 似 得 出 点 ( , ( ))j jc g u%% ， 其 中 ，

j j jc ⊥= +αu e u% % ， ( ) = 0jg u% 。 

ju% 即为直线 jl 与极限状态方程 ( ) 0g =u 的交

点，系数 jc% 为 ju% 所对应的可靠度指标，样本点 ju 所

对应的失效概率 jP 如下式所示： 
( )j jP cΦ= − %               (1) 

则极限状态函数 ( )g u 的失效概率 fP 可表示为空间
中所有点对应的失效概率 jP 的均值，即： 

f [ ] [ ( )]P E P E cΦ= = − %           (2) 
其中： c%是 jc% 的母体； P是 jP 的母体。 

由线抽样法求解失效概率 jP 的过程可知，抽样
样本点 1 2[ , , , ]j j j jnu u uu = L 与相应的可靠度指标

jc% 有一一对应的关系，所抽取的 N 组样本点对应关

系如下式所示： 
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因此，失效概率 fP 可通过下式估计： 
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图 1  标准正态空间中线抽样法的示意图 

Fig.1  Line Sampling diagram in the standard normal space 

1.2  基于条件期望的线抽样法 
由全期望公式可知，线抽样法求得的失效概率

式(2)可表示为条件期望均值的形式如下： 

f [ ( )] [ ( ( ) | )]
i i iuP E c E E c uΦ Φ

−
= − = −u% %    (5) 

其中： 1 1 1[ , , , , ]i i i nu u u u− − +=u L L ； iu 表示随机变
量u中第 i个变量； ( | )

i iE u
−u i 表示随机变量中 iu 为

固定值； i−u 随机变化时所得到的均值。 
式 (5) 将 fP 由 [ ( )]E cΦ − % 改 为

[ ( ( )| )]
i i iE E c uΦ

−
−u u % 的原因是 ( ( ) | )

i iE c uΦ
−

−u % 的方
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差 [ ( ( ) | )]
i i iuV E c uΦ

−
−u % 不 大 于 ( )cΦ − % 的 方 差

[ ( )]V cΦ − % ，这是由下式所示的全方差公式保证的。 
( ( )) [ ( ( )| )]

i i iuV c V E c uΦ Φ
−

− = − +u% %  

[ ( ( )| )] [ ( ( ) | )]
i i i ii iu uE V c u V E c uΦ Φ

− −
− −u% %≥u  (6) 

由于 ( ( ) | )
i iE c uΦ

−
−u % 的方差不大于 ( )cΦ − % 的

方差，基于 ( ( )) [ ( ( ) | )]
i i iuE c E E c uΦ Φ

−
− = −u% % ，因此

用 [ ( ( ) | )]
i i iuE E c uΦ

−
−u % 来求解 fP 比用 [ ( )]E cΦ − % 来

求解的收敛性和稳定性更好，文献[14]也提出类似
的减小模拟法方差的方法。 
由式(5)条件期望的均值求解失效概率涉及双

重概率矩，因此若直接由数字模拟来求解，将需要

双重循环，导致较大的计算量，若将式(5)作如下转
换则可由传统线抽样法的样本，求得方差更小的失

效概率估计值： 

f |( ) ( )d ( )d
ii U i iC UP c f c c f u uΦ= − =∫ ∫ %% % %  

,( ) ( , )d d
i i iC Uc f c u c uΦ −∫∫ %% % %            (7) 

其中： ( )
iU if u 、 | ( )

iC Uf c% % 和 , ( , )
i iC Uf c u% % 分别表示 iu 的

PDF(Probability Distribution Function)， iu 的条件下
c%的 PDF和 c%与 iu 的联合 PDF。 
若能估计出 , ( , )

i iC Uf c u% % ，则通过数值积分可直

接求得失效概率的估计值 f̂P 。根据 1.1节线抽样过
程得到的式(3)，可以采用核密度函数估计方法[15]

由 ( , ) ( 1,2, , )j jc j N=u L 的 对 应 关 系 估 计 出

, ( , )
i iC Uf c u% % 。 
通过以上分析过程可得，采用核密度估计，基

于条件期望的线抽样方法求解失效概率的流程图

如图 2所示。 
1.3  基于条件期望线抽样法的可靠性灵敏度计算 

可靠性灵敏度定义为：失效概率对基本变量分

布参数的偏导数[1]。根据文献[16]，将式(2)两边分
别对随机变量 ( 1,2, , )ku k n= L 的分布参数

kuθ (包
括均值

kxµ 和标准差
kuσ )求偏导数，可得到可靠性

灵敏度估计值 f /
kuP θ∂ ∂ 如下式所示： 

f

k k ku u u

P P P cE E
cθ θ θ

   ∂ ∂ ∂ ∂
= = ⋅      ∂ ∂ ∂ ∂   

%
%

     (8) 

其中， /P c∂ ∂ %、 /
kuc µ∂ ∂% 和 /

kuc σ∂ ∂% 的表达式分别

如式(9)、式(10)和式(11)所示。 
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基本变量标准正态化，得到标准正态空间功能

函数          ，置初始值         ，给定抽样点数1j =( )g u N

抽取标准正态随即样本点     ，并
  求      对应的垂直     的向量

ju
ju αe j

⊥u

?j N=

根据所得的    个     和      个     ，通过
核密度估计方法 拟合得到   

jc%
, ( , )

i iC Uf c u% %
N N

积分计算                                           ，得到,( ) ( , )d d
i i iC Uc f c u c uΦ −∫∫ %% % %

f̂P

利用改进一次二阶矩或马尔科夫

链方法求设计点      ，并计算*u αe

uj

 
图 2  基于条件期望的改进线抽样可靠性分析流程图 

Fig.2  The reliability analysis flow diagram for the improved 
line sampling based on the conditional expectation 

21 exp( / 2)
2π

P c
c

∂
= − ⋅ −

∂
%

%
            (10) 

1/2
2 2

1

k

l

k

nu
l u

l

ec

e

α

α

µ
σ

=

∂
= −

∂  
 
 
∑

%
              (11) 

其中， keα 表示 eα的第 k 个分量。 

结合式(9)、式(10)和式(11)，可得传统线抽样
方法可靠性灵敏度分析的计算公式如下： 

2
f exp

22π
k

k

u

eP cEα

µ

  ∂
= −   ∂   

%
         (12) 

2 2
f exp

22π
k

k

u

eP cE cα

σ

  ∂
= −  ∂    

%%        (13) 

根据 1.2 节应用全方差理论的分析过程可得，
用条件期望的均值来代替原有的期望形式，能有效

地减小计算结果的方差，因此可将可靠性灵敏度计

算公式进一步转化如下。 
2

f exp
22π i i

k

k
i

u
u

eP cE E uα

µ −

   ∂
 = −  

∂     
u

%
    (14)

2 2
f exp

22π i i

k

k
i

u
u

eP cE E c uα

σ −

   ∂
 = −  

∂     
u

%%   (15) 

类似于失效概率的条件期望抽样法，若直接用
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数字模拟法计算式(14)、式(15)，由于估计值涉及双
重循环，调用功能函数的次数会增大，从而导致整

体计算量很大。因此可将两式进一步转换为如下与

维数无关的形式。 
2

f
,exp ( , )d d

22π i
k

k
i iC U

u

eP c f c u c uα

µ
 ∂

= − 
∂  ∫∫ %

% % %   (16) 

2 2
f

,exp ( , )d d
22π i

k

k
i iC U

u

eP cc f c u c uα

σ
 ∂

= − 
∂  ∫∫ %

%% % %  (17) 

其中： ( )
iU if u 、 | ( )

iC Uf c% % 和 , ( , )
i iC Uf c u% % 同 1.2节含义

相同，可通过核密度估计法根据式(3)所示的 ( , )j jcu  
( 1,2, , )j N= L 对应关系同时得到。然后分别经过式

(16)和式(17)相应的数值积分就可得到灵敏度的估
计值 f̂ /

kuP µ∂ ∂ 和 f̂ /
kuP σ∂ ∂ 。 

以上内容实现了对线抽样可靠性和灵敏度分

析方法的改进，同传统方法相比，改进的线抽样方

法在转换的过程中并没有增加样本的抽取量，并且

实现了减小计算结果方差的目的，提高了计算结果

的收敛性和稳定性，下面通过算例验证理论的正  
确性。 

2  工程应用实例 
算例 1. 如图 3 所示，一矩形截面悬臂梁受到均布
载荷，以其自由端挠度不超过 L/325 为约束建立极
限状态函数为 4( , , ) / 325 / (8 )g b L L bL EIω ω= − 。式中

ω、 b、 L、 E、 I 分别为单位载荷、截面尺寸、
梁的长度、弹性模量、截面惯性矩。其中 E为已知
常量，E=26GPa， I 是b的函数为 4 / 12I b= ，其他

变量均服从正态分布，分布参数如表 1所示。 
表 1  随机变量的分布参数 

Table 1  The distributional parameters of random variables 

随机变量 ω  L  b  

均值 1000N/m2 6m 250mm 
变异系数 0.1 0.15 0.15 

表 2  可靠性和灵敏度估计值及方差估计 
Table 2  The results of reliability, sensitivity and variance 

 估计值(×10−4) 方差(×10−13) 

 MCS LS 本文 LS 本文 

fP  51.7 51.5 51.5 1021.7 502.1 

f /P ωµ∂ ∂  0.1868 0.1844 0.1846 0.0105 0.0052 

f / LP µ∂ ∂  80.46 80.27 80.33 1989.3 976.6 

f / bP µ∂ ∂  −3.43 −3.42 −3.42 3.616 1.775 

f /P ωσ∂ ∂  0.047 0.059 0.059 0.0008 0.0004 

f / LP σ∂ ∂  100.1 100.2 100.3 2267.3 1112.5 

f / bP σ∂ ∂  7.62 7.59 7.60 13.01 6.38 

注：算例中MCS计算所抽取的样本量为 106，LS(传统线抽样)和本
文(改进线抽样)计算抽取样本均为 1000，方差为重复 50 次计
算得到，以下算例同。 

 
图 3  悬臂梁结构 

Fig.3  Cantilever beam structure model 

算例 2. 如图 4 所示一屋架，屋架的上弦杆和其他
压杆采用钢筋混凝土杆，下弦杆和其他拉杆采用钢

杆。设屋架承受均布载荷 q作用，将均布载荷 q化
成节点载荷 / 4p ql= 。结构力学分析可得C点沿垂

直地面方向位移：
2 3.81 1.13

2C
C C S S

ql
A E A E

∆
 

= + 
 

，其中

CA 、 CE 、 SA 、 SE 、 l分别为混凝土和钢杆的横
截面积、弹性模量、长度，假设所有随机模量均服

从独立的正态分布，它们的分布参数参见表 3。考
虑屋架的安全性和适用性，以屋架顶端C 点的向下
挠度不大于3cm为约束条件。根据约束条件可建立
结构的功能响应函数 0.03 Cg ∆= − 。 

表 3  随机变量的分布参数 
Table 3  The distributional parameters of random variables 

变量 q  l  SA  CA  SE  CE  

均值 20000 12m 9.8×10−4m 0.04m2 1011Pa 2×1010Pa 
变异系数 0.07 0.01 0.06 0.12 0.06 0.06 

表 4  可靠性和灵敏度估计值及方差估计 
Table 4  The results of reliability, sensitivity and variance 

 估计值 方差(×10−5) 

 MCS LS 本文 LS 本文 

fP  0.0093 0.0094 0.0092 0.001 0.0004 

f / qP µ∂ ∂  1.110×10−5 1.110×10−5 1.098×10−5 9×10−10 5×10−10 

f / lP µ∂ ∂  0.0405 0.0407 0.0403 11.75 6.57 

f / AS
P µ∂ ∂  −185.5 −188.4 −186.3 251600 140800 

f / AC
P µ∂ ∂  −2.116 −2.042 −2.019 29.56 16.54 

f / ES
P µ∂ ∂  −1.8×10−12 −1.9×10−12 −1.8×10−12 0 0 

f / EC
P µ∂ ∂  −3.8×10−12 −3.7×10−12 −3.7×10−12 0 0 

f / qP σ∂ ∂  1.590×10−5 1.612×10−5 1.599×10−5 9×10−10 6×10−10 

f 1
/ cP σ∂ ∂  0.0181 0.0186 0.0184 0.0013 0.0009 

f 2
/ cP σ∂ ∂  204.6 195.3 193.7 139100 94500 

f / rP σ∂ ∂  2.515 1.869 1.854 12.74 8.66 

f 1
/ FP σ∂ ∂  2.0×10−12 1.9×10−12 1.9×10−12 0 0 

f 1
/ tP σ∂ ∂  2.0×10−12 1.6×10−12 1.5×10−12 0 0 
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图 4  屋架结构 
Fig.4  Roof truss structure model 

算例 3. 如图 5 所示的单自由度无阻尼非线性振荡
器[17]，随机变量的分布参数见表 5，极限状态方程

为
2
0 11

1 2 1 1 2
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2
tFg m c c r F t r
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1 2
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图 5  非线性振荡器 
Fig.5  Non-linear oscillator 

表 5  随机变量的分布参数 
Table 5  The distributional parameters of random variables 

随机变量 m  1c  2c  r  1F  1t  

均值 1 1 0.1 0.5 1 1 
变异系数 0.05 0.1 0.1 0.1 0.2 0.2 

表 6  可靠性和灵敏度估计值及方差估计 
Table 6  The results of reliability, sensitivity and variance 

 估计值 方差(×10−8) 

 MCS LS 本文 LS 本文 

fP  0.0387 0.0387 0.0387 5.297 3.488 

f / mP µ∂ ∂  −0.289 −0.293 −0.294 220.8 146.6 

1f / cP µ∂ ∂  −0.049 −0.047 −0.047 5.685 3.775 

2f / cP µ∂ ∂  −0.049 −0.047 −0.047 5.685 3.775 

f / rP µ∂ ∂  −0.736 −0.736 −0.737 1392 924.3 

1f / FP µ∂ ∂  0.277 0.277 0.277 197 130.8 

1f / tP µ∂ ∂  0.241 0.241 0.242 149.4 99.2 

f / mP σ∂ ∂  0.0947 0.0905 0.0906 11.63 7.86 

1f / cP σ∂ ∂  −0.0005 0.0047 0.0047 0.031 0.021 

2f / cP σ∂ ∂  −0.0002 0.0005 0.0005 0.0003 0.0002 

f / rP σ∂ ∂  0.595 0.571 0.572 462.4 312.4 

1f / FP σ∂ ∂  0.307 0.323 0.323 148.1 100.1 

1f / tP σ∂ ∂  0.220 0.245 0.245 85.26 57.6 

通过上述 3个算例可以看出，线抽样计算效率
很高，在样本为 1000 时已收敛于精确解，并且传
统和改进线抽样法计算的准确度基本相同，但是在

方差计算上，改进线抽样比传统线抽样小。为了进

一步比较两种方法的收敛性与稳定性，以本例中的

失效概率计算为代表，计算其方差随着样本量的变

化情况，结果如图 6所示。 
由图 6可以看出，随着样本量的变化，本文方

法的方差一直比传统方法小，因此本文方法的收敛

性和稳定性更好。由此也证明了本文提出的基于条

件期望的改进线抽样方法理论的正确性。 

 
图 6  随着样本量的增加两种方法得到的方差比较 

Fig.6  The comparison of the variance results by the two 
methods along with increasing sample amount  

3  结论 
本文应用全方差原理，提出了基于条件期望的

改进线抽样方法，并采用核密度估计的方法进行求

解。理论分析和算例计算均表明该方法相对传统方

法在不增加抽样样本的前提下，减小了线抽样失效

概率和灵敏度的计算方差，提高了计算结果的收敛

性和稳定性。计算机技术和密度估计方法的局限会

影响该方法优越性的充分体现，但随着科学技术的

发展，本文方法的优势会更明显地体现出来。总之，

本文方法具有可行性，相对传统方法具有优越性，

可广泛应用于工程可靠性与灵敏度分析问题中。 
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