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结构随机地震反应与可靠度的

概率密度演化分析研究进展 
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(同济大学土木工程学院，土木工程防灾国家重点实验室，上海 200092) 

摘  要：结构随机动力反应与可靠度分析对保障工程结构在灾害性动力作用下的安全性至关重要。数十年来，国

内外学者进行了大量的研究，取得了丰硕的成果，但在多自由度非线性系统随机动力反应与可靠度分析方面遇到

了巨大的困难。概率密度演化理论提供了全新的处理方法。该文在评述已有研究方法的基础上，着重讨论了概率

密度演化理论及其在结构随机地震反应与整体可靠性分析应用方面的新进展。 
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PROBABILITY DENSITY EVOLUTION METHOD FOR STOCHASTIC 
SEISMIC RESPONSE AND RELIABILITY OF STRUCTURES  

CHEN Jian-bing , LI Jie 
(School of Civil Engineering & State Key Laboratory of Disaster Reduction in Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

Abstract:  Stochastic dynamic response and reliability analysis is of paramount importance to guarantee the 
safety of engineering structures subjected to disastrous dynamic actions. In the past decades, great efforts have 
been devoted to this field, yielding important progress. However, the stochastic dynamic response analysis and 
reliability evaluation of MDOF nonlinear systems are still challenging. The probability density evolution method 
provides a new perspective to this end. In the present paper, the new advances of the probability density evolution 
method and its applications to seismic response and global reliability of structures, as well as the existing 
approaches, are outlined and reviewed. 
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土木工程结构的设计基准期一般为50年或100

年，其实际服役时间往往更长。在结构的服役期内，

很难避免地震、强风等灾害性动力作用。在这些发

生时间、地点和强度都具有强烈随机性的灾害性动

力作用下，结构将不可避免地进入非线性状态[1]。

同时，结构本身的力学特性也往往具有很大的随机

性[2]。因而，为了确保工程结构的安全性，需要考

虑参数具有随机性的复杂工程结构在随机激励作

用下的非线性反应与可靠度分析问题。 

在经典理论中，对上述问题通常采用分离式处

理方法，即分别考虑确定性参数结构在随机激励下

的响应分析、随机参数结构在确定性激励作用下的

响应分析和二者均具有随机性的结构分析问题。传

统上，这三种情况分别称为随机振动、随机结构分

析与复合随机振动分析问题[3]。针对前两类问题，

人们发展了截然不同的基本理论与方法。在随机振

动研究中，针对线性结构分析问题人们发展了完整

的二阶统计量(矩或功率谱密度函数)分析方法[4―6]。
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但是，在试图推广到非线性问题时遇到了所谓的不

封闭性问题[7]。对白噪声及过滤白噪声激励系统，

人们导出了 FPK 方程，并对非线性系统 FPK 方程
的求解付出了不懈的努力[8―10]。遗憾的是，对于工

程中遇到的高维问题 FPK方程的瞬态解答，迄今仍
然面临巨大的挑战。在随机结构分析中，则分别发

展了随机模拟方法[11]、随机摄动技术[12]和正交多项

式展开理论等多种途径[13,2]。最近，人们进一步将

正交多项式展开理论推广，发展了广义混沌多项式

方法，进而结合随机配点法，可以处理更为广泛的

分布类型及更大自由度的随机结构分析问题[14]。然

而，对非线性随机结构分析问题，同样遇到了难以

逾越的困难。 
分析上述主要研究思路不难发现：在随机振动

研究中，人们主要利用集合信息与集合运算工具将

随机问题转化为确定性分析问题，而在随机结构分

析中，人们主要利用对随机变量本身的处理(例如直
接抽样、Taylor展开或正交展开)将随机结构分析问
题转化为确定性分析问题。这一差别显然是由于对

不同来源的随机性其表征形式不同，因而导致了方

法上、甚至主要研究目标上的差别。例如，在随机

振动理论中，FPK方程占有重要地位，而在随机结
构分析中，人们没有提出类似于 FPK方程那样、以
概率密度函数求解为目标的方程[2,13]。而在这两类

问题中，要打破非线性与随机性的耦合，都遇到了

巨大的困难。只有利用物理随机系统研究的基本思

路，才有希望对上述问题进行统一的处理，从而解

决非线性与随机性耦合造成的困境[15―16]。 
有意思的是，尽管人们早已意识到考虑地震动

随机性的重要性，但在当前的研究与工程实践中，

人们对结构随机地震反应与可靠度分析却没有给

予应有的重视。这是值得深思的。事实上，结构地

震反应分析是随机振动理论中最早获得发展和应

用的工程领域之一。早在 1947 年，著名地震工程
学家 Housner就提出了地震动随机过程的白噪声描
述模型，因而事实上提出了随机激励下工程结构的

响应分析问题[17]。大约十年之后，Crandall 于美国
麻省理工学院组织了随机振动暑期研讨班，被认为

是随机振动作为一个学科诞生的标志[18]。在此同

期，日本学者提出了后来获得广泛应用的地震动随

机过程的 Kanai-Tajimi谱模型[19]。前苏联、美国、

中国和日本等国的学者随即开展了平稳与非平稳

随机地震反应分析方面的研究。例如，1962年，我

国学者胡聿贤、周锡元不仅研究了平稳随机地震动

作用下的结构随机反应分析问题，而且研究了非平

稳地震动过程平稳化的可行性与合理性，并针对

Kanai-Tajimi 谱在零频率处的不合理性提出了修 
正[20]。1964年，王光远详细考察了非平稳地震动模
型及结构非平稳反应分析问题[21]。1968 年，Amin 
和Ang[22]及 Jennings等[23]分别报道了关于非平稳地

震动问题的研究结果。由此可见，结构随机地震反

应分析方面的进展，不仅有力地推动了经典随机振

动理论的早期发展，而且也是地震工程学界关注的

重点问题。 
事实上，结构随机动力反应分析的进步，取决

于人们对地震动随机性及其本质认识的深入、结构

动力非线性反应分析理论与技术的进步及非线性

随机动力学理论的进展。本文主要讨论结构随机动

力反应与可靠性分析、特别是概率密度演化理论及

其进展。 

1  结构随机动力反应分析问题 

简单地说，结构非线性随机动力反应分析，就

是求解如下多自由度非线性体系的概率信息解答： 

pm pF( ) ( , , ) ( )t+ =M X F X X&& &Θ Θ ξ       (1) 

其中：M为 n n× 阶质量矩阵； pmΘ 为质量矩阵中

的随机因素； ( )tξ 为确定性或随机激励向量。 ( )⋅F
包括了阻尼力和恢复力向量，当 pF( , , ) =F X X& Θ  

pc pk( ) ( )+C X K X&Θ Θ 时，上述结构为线性结构，否

则为非线性结构，这里 pF pc pk( , )=Θ Θ Θ ， pcΘ 、 pkΘ

分别为阻尼与刚度中含有的随机因素。当 ( )tξ 为随

机过程时，可以表示为随机函数 e( ) ( , )t t= fξ Θ ，

其中 eΘ 为激励中的基本随机向量，详见下节。进而，

记 pm pF e( , , )=Θ Θ Θ Θ ，式(1)可以表示为： 

( ) ( , , ) ( , )t+ =M X F X X f&& &Θ Θ Θ      (2) 

通常，对于所要研究的结构，可以采用不同的

离散化方法(如有限单元法[24])将其转化为式(1)的
表达形式。进入强非线性的实际工程结构，上述方

程中的非线性恢复力往往很难用形如 Duffing 振子
的多项式形式表达[1]，甚至也难以用统一微分方程

形式如 Bouc-Wen模型表达[25]，而需要根据本构方

程耦合求解实时确定[24,26―28]。这一特点，给寻求上

述问题的解析解答带来了极大困难。特别值得指出

的是，如此形成的非线性系统，由于含有内变量(如
损伤变量)，即使在白噪声激励下，一般由速度与位
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移向量合并构成的状态向量过程也不是 Markov 过
程，因而不存在相应的 FPK方程。 
地震动和强风等动力作用具有强烈的随机性，

并将导致结构反应的显著变异性，因而在工程应用

中其随机性必须加以合理的考虑，这已是研究者和

工程师公认的事实[29]。例如，根据当前的结构抗震

设计规范，选取数条地震动加速度作为输入，即使

在加速度峰值相同而其他特性满足规定要求的情

况下，也可能导致结构响应(效应)数倍乃至上十倍
的差异，从而给设计决策带来困难。另一方面，人

们对例如抗震设计中是否需要考虑结构参数的随

机性则仍然存在争论。事实上，最常用的工程材料

中，混凝土的强度具有 14.1% ~ 23.3%的变异性，
即使被认为变异性较小的钢材，热轧带肋钢筋中

HPB235的变异系数亦可达 8.95%、HRB335的变异
系数达 7.43%[30]，而不同类型的 FRP拉伸强度亦达
5% ~ 9%[31]。在静力情况下，结构反应的变异性与

基本参数的变异性通常在同一个量级，但在动力情

况下，这将导致结构非线性反应产生大幅度涨落。

例如，研究表明[32]，同时考虑参数与激励随机性时

非线性结构反应的标准差与仅考虑激励随机性时

的反应标准差差异可达两倍以上。显然，这将对结

构的动力可靠度产生显著影响。 

2  随机激励的建模与表达 

随机激励的模型在随机动力学中具有基础性

的重要地位。在某种意义上，甚至可以说，随机激

励的模型决定了所采用的随机反应分析方法[33]。例

如，当激励采用白噪声模型时，将导出 FPK 方    
程[6―7]；而采用一般的功率谱模型时，对线性系统

反应的二阶统计特性则可以建立功率谱传递关  
系[34]、亦可采用虚拟激励法求解[35]。然而，对非线

性系统，不存在激励功率谱与输出功率谱之间的简

单传递关系，因而采用随机过程的时域描述是必要

的。遗憾的是，经典的时域模型描述、无论是具有

全部概率信息的有限维联合分布、还是二阶统计特

征，都存在一系列困难[36]。特别是，难以建立集合

统计信息与具体物理过程之间的直接对应关系。这

时，随机过程的随机函数模型、即物理过程关于基

本随机变量和时间的显式函数表达，是结构非线性

反应分析的基础。 
2.1  基于物理机制的物理随机模型 
工程中的动力激励(如地震和强风)往往都具有

明确的物理机制[37]。例如，给定工程场地的地震动

过程，是不同震源机制、传播途径和场地效应的综

合作用结果[38―39]。由于在上述三个环节中都不可避

免地具有随机性，从而导致地震动加速度过程的随

机性。因此，地震动加速度过程可以表达为： 
g ( ) ( , , , )x t f S P L t=&&            (3) 

其中， S、 P和 L分别表示与震源机制、传播途径
和场地效应有关的综合随机变量或随机向量。一般

来说，要在时域上获得上述函数 f 的显式表达式并
非易事。但上述三个因素可以认为是次第作用的，

在考虑传播途径和场地效应均为线性作用的情况

下，在频域上可以表示为简单的传递关系： 
(f)
g 1 2 3( ) ( , ) ( , ) ( , )x f S f P f Lω ω ω ω= ⋅ ⋅&&   (4) 

其中， 1f 、 2f 和 3f 分别表示震源机制、传播途径
和场地效应的频域描述函数。这些频域函数的表达

式形式相对简单。对式(4)进行 Fourier 逆变换即可
获得时域表达式(3)。在此基础上，根据实测地震动
记录，可以识别基本随机参数(或参数向量) S、P和
L的一系列样本值，进而依据这些样本通过统计方
法给出它们的概率密度函数或其他统计量估计。 

由此，即完整地给出了一个随机过程关于基本

随机变量的显式表达式。根据这一思路，近年来较

为完整地建立了工程随机地震动[39]及随机地震动

场[40]和脉动随机风场[41]的物理模型。 

2.2  基于数学分解的随机过程表达 
在长期的研究中，人们获得了很多随机过程的

统计描述模型，例如地震动加速度过程的 Kanai- 
Tajimi谱[19]、胡-周谱[20]、Clough-Penzien谱[42]、脉

动风速的 Davenport谱和 Kaimal谱[43]、海浪波高的

Jonswap 谱[44]等，以及非平稳过程的相关函数或包

络函数模型[21―22]。如何利用这些已有的集合统计模

型获取随机过程的样本时程，是一个普遍关心的问

题。当前，在工程中较为常用的有 Karhunen-Loève
分解[13,45]和谱表达方法[46]。前者利用相关函数的特

征分解及能量积聚性质进行近似截断，而后者利用

具有随机相位的不同频率谐波叠加进行合成。遗憾

的是，采用这些方法，为了较高精度地逼近目标功

率谱密度或自相关函数，通常需要保留数百项乃至

上千项，因而导致必须处理具有数百个乃至上千个

随机变量的问题，从而带来一系列困难。因此，寻

求具有较少随机变量数目的表达形式成为人们研

究的一个重要问题[47]。随机过程的二重正交分解，

也是这一努力的结果[48]。 
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有意义的是，可以证明：一个随机过程的标准

差谱，即在该随机过程作用下的单自由度体系稳态

反应的标准差作为该单自由度体系的频率和阻尼

比的函数，与该随机过程的功率谱密度函数是一一

对应的[49]。亦即，不同的功率谱密度函数将具有不

同的标准差谱，因而以标准差谱逼近为准则，可以

在谱表达方法基础上发展一类频率优选方法，可将

随机变量的数目降到20个~50个左右的水平。最近，
我们进一步发展了随机过程的随机谐和函数表  
达[50]。以第二类随机谐和函数表达为例，一个随机

过程可以表达为： 

1
( ) cos( )

N

n n n
n

X t A tω φ
=

= +∑ %         (5) 

其中： nφ 是[0,2π]之间的独立均匀分布随机变量；

nω% 是在频率剖分区间 (p) (p)
1[ , ]n nω ω− 上均匀分布的独

立随机变量，幅值 (p) (p)
1( )( )/πn n n nA S ω ω ω −= −% ，其

中 ( )S ω 是目标功率谱密度函数。由于 nω% 是随机变
量，幅值 nA 也是随机变量。可以证明，对于任意的
N，上述 ( )X t 的功率谱密度函数都精确地等于目标
功率谱。因而，它是一类仅需很少的随机变量即可

精确表达随机过程的方法。 

3  结构随机动力反应分析的概率密度 
演化理论 

3.1  广义概率密度演化方程 
工程中的动力系统一般都是适定的动力学系

统，即其解答存在、唯一且连续地依赖于初始条件。

为此，可将式(2)的解答表示为： 
( , )t=X H Θ               (6) 

事实上，在工程实际求解中，往往不仅对位移、速

度和加速度感兴趣，还需要其他物理量(如关键截面
的内力、变形或关键点的应力和应变等)的信息。一
般地，这些物理量 T

1( , , )mZ Z=Z L 可以通过本构关

系及变形协调关系等最终与 X 及 X& 建立关系[24]，

从而它们也可以表达为基本随机变量的函数： 
( , )t= ZZ H Θ              (7) 

而其时间变化率(速度)则可以表示为： 
( , )t= ZZ h& Θ               (8) 

显然， ( , ) ( , ) /t t t= ∂ ∂Z Zh HΘ Θ 。式(7)、式(8)事实

上是问题的物理解答。 
式(8)本身可以认为是一个随机动力过程，其中

的随机性完全来自Θ 。在整个演化过程中，扩展随

机系统 ( ( ), )tZ Θ 中既没有随机因素消失、也没有新

的随机因素加入，因而 ( ( ), )tZ Θ 是一个概率保守系

统。根据概率守恒原理的随机事件描述，有[51]： 
d ( , , )d d 0
d t

p t
t θΩ Ω×

=∫ z zq qZΘ       (9) 

其中： ( , , )p tz qZΘ 是 ( ( ), )tZ Θ 的联合概率密度函

数； t θΩ Ω× 表示在 t时刻空间中与初始时刻空间中
的任意区域 0 θΩ Ω× 相对应的区域。经一系列推导，

由式(9)可得[33]： 

1

( , , ) ( , , )( , ) d 0
m

j
j j

p t p tZ t
t zθΩ

=

 ∂ ∂
+ =  ∂ ∂ 
∑∫

z z&q q
q qZ ZΘ Θ  

(10) 
其中， ,( , ) ( , )j jZ t h t= Z

& q q ， , jhZ 是 ( , )t⋅Zh 的第 j个

分量。 
考虑到 θΩ 的任意性，式(10)可以进一步化为： 

1

( , , ) ( , , )( , ) 0
m

j
j j

p t p tZ t
t z=

∂ ∂
+ =

∂ ∂∑z z&q q
qZ ZΘ Θ  (11) 

值得指出的是，这一方程的维数 m是所需要的物理
量的个数，而不是 2n(原系统式(2)转化为状态方程
之后的维数)。特别地，在一般情况下，逐个获得物
理量的信息即已足够，此时，式(11)自然地退化为
一维方程： 

( , , ) ( , , )( , ) 0Z Zp z t p z tZ t
t z

∂ ∂
+ =

∂ ∂
&q q
qΘ Θ   (12) 

其中， Z表示所感兴趣的单个物理量。 
式(11)、式(12)称为广义概率密度演化方程。它

们是完全解耦的偏微分方程。应该强调的是，在方

程解耦的过程中，未引入任何近似假定，而且同时

适用于线性与非线性问题。 
在给定的初始条件和边界条件下求解偏微分

方程式(12)获得解答之后，即可进一步获得物理量
Z的概率密度函数： 

( , ) ( , , )dZ Zp z t p z t
Ω

= ∫ q q
Θ

Θ       (13) 

3.2  概率空间剖分、点演化与群演化 
考虑空间ΩΘ 的一个剖分 pt, 1,2, ,q q nΩ = L ，满

足 pt
1

n
q qΩ Ω= =∪ Θ 和 Pr{ } 0,  q r q rΩ Ω∈ = ∀ ≠∩Θ ，

这里Pr{}⋅ 表示随机事件的概率。式(13)可变为： 
pt pt

1 1
( , ) ( , , )d ( , )

q

n n

Z Z q
q q

p z t p z t p z t
Ω

= =

= =∑ ∑∫ q qΘ  (14) 

其中： 
( , ) ( , , )d

q
q Zp z t p z t

Ω
= ∫ Q q q        (15) 



 工    程    力    学 5 

 

令 

( , )d ( , , )d d
q

q q ZP p z t z p z t z
Ω

∞ ∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ q qΘ  

( )d
q

p
Ω∫ q qΘ                        (16) 

可见 qP 是 ( , )qp z t 的归一化常数。它正是剖分子域

qΩ 内的概率，可称之为赋得概率。 

将式(10)中的任意区域 θΩ 取为上述剖分区域

pt, 1,2, ,q q nΩ = L ，则当 1m = 时，式(10)变为： 

( , ) ( , , )( , ) d 0
q

q Zp z t p z tZ t
t zΩ

∂ ∂
+ =

∂ ∂∫ & q
q qΘ   (17) 

或 
( , )

( , ) ( , , )d 0
q

q
Z

p z t
Z t p z t

t z Ω

∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∫ & q q qΘ  (18) 

值得指出，这一偏微分-积分方程是精确成立的。 
若在每个剖分子域 qΩ 中选取一个代表点 qq ，

则式(18)变为： 

pt
( , ) ( , )

( , ) 0,  1,2, ,q q
q

p z t p z t
Z t q n

t z
∂ ∂

+ = =
∂ ∂

& Lq (19) 

求解上述 ptn 个方程，即可获得 ( , )qp z t 的解答并进
一步通过式(14)获得物理量的概率密度函数。这一
思路，可称之为点演化途径。在点演化途径中，概

率空间剖分与代表点的优选是重要的任务。 
若存在某种方式，可以对剖分子域 qΩ 中的完

整信息加以直接处理，从而求解式(17)中的耦合问
题并获取 ( , )qp z t 的解答，则有望获得精度更高的解
答。这一途径，可称之为群演化途径[33]。在此方面

的研究亟待深入开展。 

4  工程结构的动力可靠性与整体 
可靠性 
工程结构的动力可靠性与整体可靠性，是研究

者和工程师们普遍关心的重要问题[52―53]。迄至 20
世纪 70 年代后期，关于结构动力可靠性，已经分
别发展了扩散过程理论与跨越过程理论两类方法。

扩散过程理论通过求解倒向 Kolmogorov 方程或广
义 Pontryagin方程获得可靠性函数的解答。对白噪
声激励系统，该方法原则上是精确的。遗憾的是，

对多自由度系统求解上述高维偏微分方程存在极

大的困难[4,7]。跨越过程理论则基于 Rice 公式计算
期望穿越率、进而基于穿越事件性质假定采用随机

点过程理论获得可靠度解答。这一方法采用分离式

步骤，能够处理自由度数更多的系统，但由于多个

环节引入了假定(如关于物理量及其速度的联合分
布通常引入正态分布假定、关于穿越事件通常引入

泊松过程或 Markov 过程假定)，精度难以得到保  
证[6,54―56]，而且，对多自由度非线性系统仍然存在

巨大的困难。在概率密度演化理论的框架下，可以

方便地处理上述问题。 
4.1  结构动力可靠性 
这里仅讨论首次超越破坏问题。一般地，基于

首次超越破坏准则的结构动力可靠度定义为： 
 s  ( ) Pr{ ( ) ,   0 }R t Z tτ Ω τ= ∈ ≤ ≤对所有  (20) 

其中，  sΩ 表示安全区域。该式表明，一旦该物理

量越出安全边界，则该结构失效，因而相应随机事

件所携带的概率即不再返回安全域内，这等价于施

加一个吸收边界条件[57]： 
 f  ( , , ) 0 ,  Zp z t z Ω= ∈当Θ q       (21) 

其中，  fΩ 表示失效区域。在上述边界条件下求解  

式 (12)，获得“剩余”联合概率密度函数
( , , )Zp z t( qΘ ，则结构可靠度为： 

 s

( ) ( , , )d dZR t p z t z
Ω Ω

= =∫ ∫
(

 

q q
Θ

Θ  

( , , )d dZp z t z
Ω

∞

−∞∫ ∫
(

 

q q
Θ

Θ            (22) 

第二个等号成立是由于吸收边界条件式(21)。 
应该指出，施加吸收边界条件式(21)不是唯一

的途径。事实上，根据式(12)的意义及式(20)的定义，
要使得失效时间所携带的概率不再返回安全域内，

采用下述条件也是等价的： 

 f ( , ) 0 ,   Z t z Ω= ∈& 当q          (23) 
式(20)也可以理解为，若 ( )Z τ 在 0 tτ≤ ≤ 区间

内的极值不超过安全边界，则结构是可靠的。因此，

若令 ext 0
( ) Extreme{ ( )}

t
Z t Z

τ
τ=

≤ ≤

，则式(20)等价于： 

ext
 s

ext  s( ) Pr{ ( ) } ( , )dZR t Z t p z t z
Ω

Ω= ∈ = ∫  (24) 

这里
ext

( , )Zp z t 为 ext ( )Z t 的概率密度函数。例如，若
可靠性定义为 b( ) Pr{| ( ) | ,  0 }R t Z z tτ τ= ≤ ≤ ≤对所有 ，

则 可 定 义 ext 0
( ) max{| ( ) |}

t
Z t Z

τ
τ=

≤ ≤

， 从 而 ( )R t =  

b

ext0
( , )d

z
Zp z t z∫ 。 

通过构造相应的随机过程，可以求解相应的广

义概率密度演化方程获得
ext

( , )Zp z t ，从而将动力可

靠度问题转化为上述一维积分问题[58]。 
4.2  极值演化概率密度方程与结构整体可靠度 
复杂结构的破坏准则往往十分复杂。经典的结

构体系可靠性从不同破坏模式的失效概率入手。长
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期以来，人们难以解决失效模式的组合爆炸及失效

相关性问题[59]。由于经典结构可靠度分析主要依赖

于理想弹塑性极限分析，难以准确地把握结构的实

际性态与可靠度。事实上，整体结构的可靠性应从

结构的非线性发展全过程加以把握[60]。有鉴于此，

我们认为，采用结构整体可靠性这一提法较之结构

体系可靠性更为合理[3]。基于点估计与高阶矩方法

的结构可靠度理论[61―63]，可以认为本质上是在这一

方向的重要努力。而概率密度演化理论，亦为从结

构非线性发展全过程中提取合适的信息，从而得到

结构的整体可靠度提供了基本工具。 
结构整体可靠度可表示为： 

1  s,( ) Pr{ [ ( ) ],   0 }m
j j jR t Z tΞ τ Ω τ== ∈ ≤ ≤对所有 (25) 

其中， ( )Ξ ⋅ 表示不同物理量之间的复合关系。显然，

直接在合适的吸收边界条件下求解 m 维广义概率
密度演化方程式(11)，对剩余概率密度函数积分，
即可获得上述整体可靠度。但 3m > 的多维偏微分

方程的求解一般计算工作量太大。在此情况下，可

构造一个等价极值过程： 
( )( )

ext 1
( ) Extreme { ( , )}jj m

Z t Z tΞΞ =
≤ ≤

Θ       (26) 

这一极值过程的构造与复合方式 ( )Ξ ⋅ 有关。例如，

当式(25)中的复杂破坏准则变为： 

1( ) Pr{ [| ( ) | ],  0 }m
j j jR t Z b tτ τ== ∩ ≤ ≤ ≤对所有 (27) 

时，则等价极值过程式(26)成为： 
max 1

( ) max{| ( , ) |}jj m
Z t Z t=

≤ ≤

Θ         (28) 

注意到式(26)本身是一个与式(7)类似的动力系
统，其中的全部随机因素均来自于Θ ，因而

( )
ext( ( ), )Z tΞ Θ 是一个概率保守系统，从而有如下广义

概率密度演化方程： 
( ) ( )
ext ext( )

ext

( , , ) ( , , )
( , ) 0Z Zp z t p z t

Z t
t z

Ξ ΞΞ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

&
q q

qΘ Θ  (29) 

这是时变极值的概率密度演化方程。 
据此，即可求解获得 ( )

ext ( )Z tΞ 的概率密度函数

( ) ( )
ext ext

( , ) ( , , )dZ Zp z t p z tΞ Ξ
Ω

= ∫ q q
 Θ

Θ
。 

在此情况下，式(25)定义的整体可靠度转化为： 
( )
ext  s( ) Pr{ ( ) ,   0 }R t Z tΞ τ Ω τ= ∈ ≤ ≤对所有  (30) 

由 此 ， 可 对 式 (29) 施 加 吸 收 边 界 条 件
( )
ext

 f( , , ) 0,   Zp z t zΞ Ω= ∈当
Θ

q 求解获得剩余概率密

度 ( )
ext

( , , )Zp z tΞ
( q

Θ
，进而得到上述整体可靠度

( )
ext s

( ) ( , )dZR t p z t zΞ
Ω

= ∫
(

。 

式(30)还可以进一步转化为极值分布的形式。
此时，令 ext ext0

( ) Extreme{ ( )}
t

Z t Z Ξ

τ
τ=%

≤ ≤

，即有： 

ext s
ext  s( ) Pr{ ( ) } ( , )dZR t Z t p z t z

Ω
Ω= ∈ = ∫ %

%  (31) 

ext ( )Z t% 可称为 0 tτ≤ ≤ 区间内的等价极值[64]。 

显然，在此方面还有一系列饶有意义的问题值

得进一步深入研究和探讨。 

5  数值求解算法 
5.1  点集优选 
当具有多个随机变量时，式(13)在形式上是一

个多维积分。更加细致的研究表明，它与一般的多

维积分具有本质上的差别[65]。因而，虽然一般的高

维数值积分方法对上述问题的求解具有借鉴意义，

但并非所有在一般高维积分中行之有效的数值方

法均可用于上述问题的求解。一般地说，考察高维

数值积分问题： 

[0,1]
( ) ( )dsI f f= ∫ x x           (32) 

其中 1( , , )sx x=x L ，[0,1]s是 s 维单位超立方体。

该高维积分的数值近似解答可表示为： 

1
( ) ( )

n

n k k
k

Q f a f
=

= ∑ x          (33) 

当要求上述问题具有最高阶次代数精度时，上

式即成为高斯积分问题，其中 kx 为高斯点， ka 为
高斯权重。在多维情况，人们发展了一系列方法(如
稀疏网格法[66]、完全对称点法[67]和拟对称点法[68]

等)，使得满足一定代数精度的 s维积分所需的点数
远小于 1

sn ，这里 1n 为一维高斯积分点数目。但是，
这些方法中，通常权重 ka 不完全非负。近年来，在
随机力学分析中，上述方法已经得到了应用[14]。 

当 kx 为随机数、而 1/ka n= 时，式(33)成为
Monte Carlo近似计算公式[69]。当 kx 为数论方法给
出的一系列确定性点集而 1/ka n= 时，上式即为数

论方法的数值积分公式[70]。此时，对有界变差函数，

存在 Koksma-Hlawka不等式[70]： 

1

1( ) ( ) ( ) TV( )
n

k n
k

I f f D f
n =

− ⋅∑ x ≤ P    (34) 

这里，TV( )f 是函数 ( )f ⋅ 的总变差。通常，函数 ( )f ⋅
越不规则，TV( )f 越大。 ( )nD P 是点集 nP 的偏差，

点集偏差越小，则点集均匀性越好。该式给出了数

值积分的误差估计。最近，该不等式已被推广到考

虑赋得概率的非等权重及一般的多维非均匀、非正



 工    程    力    学 7 

 

态随机变量的情形中去[71―72]。据此，进一步提出了

点集的广义 F-偏差并给出了一类基于概率空间剖
分与广义 F-偏差的点集优选方法和点集重整技术。 
5.2  广义概率密度演化方程的求解 
广义概率密度演化方程的求解，可以采用下述

步骤进行： 
① 对基本随机变量概率空间进行剖分获得剖

分子域 pt, 1,2, ,q q nΩ = L ，同时可以获得赋得概率

(式(16))； 
② 求解式(18)，其中 ( , )Z t& q 的信息需结合物

理方程式(2)的求解获取。在此，由于通常直接求
解式(18)较为困难，可采用点演化途径求解式(18)，
而其中 ( , )qZ t& q 可通过求解当{ }q= qΘ 时的动力方

程式(2)获得。求解偏微分方程式(19)可采用具有
TVD性质的有限差分格式[3,51]。当采用吸收边界条

件方法求解结构动力可靠度问题时，需要考虑边界

条件式(21)或等价条件式(23)。当采用极值分布或等
价极值分布求解动力可靠度或整体可靠度时，需要

求解时变极值概率密度演化式(29)； 
③ 根据式(14)，对上述结果进行合成。 

6  典型工程实例应用 
概率密度演化理论已经在一些重大工程得到

应用，并引起了不同学科研究者的兴趣[73―75]。这里

以一个 10 层剪切型框架结构的随机地震反应分析
为例说明上述最新进展的应用。结构各层质量均值

从底层到顶层依次为 2.2、2.0、1.8、1.8、1.8、1.8、
1.8、1.8、1.8 和 1.6(单位：105kg)，刚度均值从底
层到顶层依次为 3.5、3.2、3.0、2.8、2.8、2.8、2.8、
2.8、2.8 和 2.6(单位：105kN/m)。各层质量服从对
数正态分布，各层间刚度服从 Weibull 分布，共计
20个基本随机变量，所有随机变量变异系数均取为
0.2。恢复力滞回关系采用 Bouc-Wen模型，其中模
型的参数取值为 0.04α = ， 1A = ， 1n = ， 0.25q = ，

1000p = ， 0.5λ = ， 0.05φ = ， 0.99ζ = ， 5dφ = ，

1000vd = ， 1000dη = ， 280β = ， 160γ = 。典型

的恢复力滞回曲线见图 1，从中可见结构已经进入
严重的非线性状态。采用 Rayleigh 阻尼：

a b= +C M K ，其中， 0.4602a = ， 0.0041b = 。

激励采用 El Centro波的南北分量。 
考察的物理量为底层位移。图 2给出通过概率

密度演化理论获得的均值与标准差时程及其与

10000 次 Monte Carlo 模拟的对比(图中分别标注

PDEM 和 MCS)，可见所建议的方法具有很高的精
度。图 3给出底层层间位移反应的概率信息，包括
在三个不同时刻的概率密度函数 (图 3(a))、三个不
同时刻的概率分布函数及其与 Monte Carlo模拟结
果的对比(图 3(b))、给定时间段内的概率密度演化
曲面(图 3(c))和相应的等概率密度函数线(图 3(d))。
本文算例中的计算工作量相当于 350次确定性分析
的工作量，与 Monte Carlo 模拟结果的比较表明，
所建议的方法具有较高的精度，而效率则提高一到

两个数量级。 

 
图 1  典型恢复力曲线 

Fig.1  Typical restoring force curve 

 
图 2  底层位移均值和标准差时程 

Fig.2  The mean and standard deviation of the first story 

 
(a) 3个典型时刻概率密度函数 
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(b) 3个典型时刻分布函数 

 
(c) 给定时间区段内的概率密度演化曲面 

 
(d) 等概率密度线 

图 3  应用重整点集计算得到的典型时刻概率密度信息 
Fig.3  Typical PDF and CDF by proposed point set 

7  结论与讨论 
具有强烈随机性的地震作用下结构的随机反

应与可靠度分析至关重要。经过数十年的发展，已

有较为成熟的方法处理线性问题。但在经典理论框

架下，多自由度非线性系统瞬态随机反应分析遇到

了巨大的困难。基于物理随机系统的基本思想与概

率守恒原理，在概率密度演化理论中导出了完全解

耦的广义概率密度演化方程，为上述问题提供了全

新的视角。本文讨论了概率密度演化理论的若干新

进展。尚需要进一步研究的问题包括： 
(1) 工程动力激励物理随机过程模型的深入研

究和完善； 
(2) 基于群演化的概率密度演化方程稳健求解

方法； 
(3) 基于物理的结构整体可靠性深入研究。 
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