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摘 要: 针对多目标决策问题,提出一种新的基于一般变权原理的求解方法. 利用一般变权原理提出激励策略可行

解,证明其为多目标决策的均衡有效解,并给出求激励策略可行解的步骤. 通过实际算例表明,所提出算法正确有效,

且相对于线性加权和法、平方加权和法而言,具有较好的均衡性.
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Abstract: Aiming at the multi-objective decision making, this paper proposes the multi-objective programming method

based on the ordinary variable weight principle. Firstly, the incentive strategy feasible solution to multi-objective decision

making is introduced with variable weight synthesis, and is proved to be the equilibrium and non-inferior solutions of multi-

objective decision making. Then, the steps of solution is introduced. Finally, the example shows that the proposed method

is correct and effective, and has better synthetical performance of equilibrium compared with the linear weighted summation

and square weighted summation method.
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0 引引引 言言言

在许多科学领域,基于实际问题建立规划模型需

要考虑多目标,这种一组约束条件具有多目标函数的

优化问题即称为多目标决策. 多目标决策方法已经成

为决策科学、系统工程、管理与运筹等领域的研究热

点,研究有效实用的多目标决策方法具有重要的意义.

汪培庄于 20世纪 80年代率先提出变权综合思

想[1]. 文献 [2-7]对变权的本质和原理进行了系统研

究,定义了变权向量、状态变权向量和均衡函数等概

念, 提出了变权综合原理, 并得到一种变权向量构造

方法. 近几十年来,国内外许多学者对多目标决策规

划求解方法进行了研究,并取得了较多研究成果.徐

南荣等[8-9]提出交互式方法. 徐泽水[10-11]提出目标贴

近度方法. 柯宏发等[12]利用灰色关联度将多目标规

划转化为单目标规划问题求解. 卢子芳等[13]利用已

有单目标优化问题较为成熟的求解方法,提出一种多

目标优化问题的典型思路. 本文利用一般变权原理提

出了多目标决策的激励策略可行解,激励策略可行解

对低于满意度进行惩罚, 对高于满意度进行激励, 并

通过实例表明该方法是正确有效的.

1 主主主要要要结结结论论论

多目标决策中,将多目标函数中求最小统一转化

为求最大,多目标决策模型可以表示为

max 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑚(𝑥));

s.t. 𝑔𝑖(𝑥) ⩽ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
其中: 𝑥为𝑛维优化向量; 𝑔𝑗(𝑥)为多目标决策模型约

束函数; 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑚(𝑥)为目标函数. 记𝐴 =

{𝑥∣𝑔𝑖(𝑥) ⩽ 0}, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 上述目标函数有时

相互矛盾, 或者具有不可公度性, 即目标函数之间没
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有统一的度量标准,难以进行比较. 或者说,采用某一

种方案去改进某一个目标函数,可能牺牲另外一个目

标函数的值,因此难以达到令所有目标函数的值最优.

定义 1 第 𝑖个单目标决策模型表示为

max 𝑓𝑖(𝑥);

s.t. 𝑔𝑖(𝑥) ⩽ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
设最优解和最劣解分别为 𝑓∗

𝑖 和 𝑓
′
𝑖 ,则称 𝑓∗ = (𝑓∗

1 , 𝑓
∗
2 ,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓∗
𝑚)和 𝑓

′
= (𝑓

′
1, 𝑓

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓

′
𝑚)分别为多目标决策

模型解域中的理想点和负理想点.

定义 2 设𝑥∗ ∈ 𝐴,若不存在𝑥 ∈ 𝐴使得 𝑓(𝑥) ⩾
𝑓(𝑥∗)(𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥∗))成立, 则称𝑥∗为有效解 (弱有效

解).

大多数情况下,理想点无法达到,可以寻求距离

𝑓∗最近的 𝑓作为模型 (MOP)的满意解. 单个目标值

均不宜太低,因此提出均衡解定义.

定义 3 设𝑥∈𝐴,若存在某个 𝑖0 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚},

使得 𝑓𝑖0(𝑥) = min
𝑥∈𝐴

𝑓𝑖0(𝑥), 则称𝑥为非均衡可行解, 否

则称为均衡可行解; 若𝑥是均衡的且是有效的, 则称

𝑥为均衡有效解.

均衡有效解在多目标决策模型中具有重要的实

际意义,它反映了目标之间的不可替代性, 特别在可

持续发展战略中意义非常突出.

定义 4 每个目标函数的隶属度函数定义为

𝜇𝑖(𝑓𝑖) =
𝑓𝑖(𝑥)− 𝑓

′
𝑖

𝑓∗
𝑖 − 𝑓

′
𝑖

,

满足: 1) 0 ⩽ 𝜇𝑖(𝑓𝑖) ⩽ 1; 2)𝜇𝑖(𝑓𝑖)关于 𝑓𝑖单调递增.

定义 5 在目标函数 𝑓𝑖上决策者希望达到的水

平值 𝑓 𝑖称为目标函数 𝑓𝑖的期望值,称

𝑝𝑖 =
𝑓 𝑖(𝑥)− 𝑓

′
𝑖

𝑓∗
𝑖 − 𝑓

′
𝑖

为目标函数的满意度.

为求简便, 设𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝑚)为目标函数

的隶属度状态向量, 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑚)为决策者的

期望度.记 0= (0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)T和 𝑒= (1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1)T均为
𝑚维列向量; 𝑤(𝜇) = (𝑤1(𝜇), 𝑤2(𝜇), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑚(𝜇))为𝑚

维函数列向量. 向量 𝑎 ⩾ 𝑏表示 𝑎的各分量大于或等

于 𝑏的对应分量,其他类似.

通过上述分析，可以得到多目标规划模型的求

解模型为

max 𝑣 = 𝑤T(𝜇)𝜇;

s.t. 𝑔𝑖(𝑥) ⩽ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
定义 6 若𝑤(𝜇), 𝑣(𝜇)满足: 1)𝑤(𝜇)是以 𝑝为激

励策略的变权向量; 2) 𝑣 = 𝑤T(𝜇)𝜇最优, 且𝜇𝑖 ∕= 0,

∀𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}. 则称满足上述要求的𝑥为激励策

略可行解.

定理 1 若𝑥∗是激励策略可行解, 则𝑥∗也是多

目标决策的均衡可行解.

证证证明明明 假设𝑥∗是激励策略可行解, 但不是多目

标决策的均衡可行解, 由定义 3可知, 存在某个 𝑖0

∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}, 使得 𝑓𝑖0(𝑥) = min
𝑥∈𝐴

𝑓𝑖0(𝑥). 可以得到

𝜇𝑖0(𝑓𝑖0) = 0,与定义 6中 ∀𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}有𝜇𝑖 ∕= 0

相矛盾,故定理 1成立. 2
定理 2 若𝑥∗是激励策略可行解, 则𝑥∗也是多

目标决策的有效解.

证证证明明明 假设𝑥∗是激励策略可行解, 但不是多目

标决策的有效解,则存在𝑥− ∈ 𝐴,对于任意 𝑖, 𝑓𝑖(𝑥−)

⩾ 𝑓𝑖(𝑥
∗), 且存在 𝑘使得 𝑓𝑘(𝑥) > 𝑓𝑘(𝑥

∗). 由定义 4可

知𝜇𝑘(𝑓𝑘(𝑥
−)) > 𝜇𝑘(𝑓𝑘(𝑥

∗)),由𝑤(𝜇)是 𝑝激励策略变

权可知, ∀ 𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚},有

∂𝑣

∂𝜇𝑗
=

𝑚∑
𝑘=1

∂𝑤𝑘

∂𝜇𝑗
𝜇𝑘 + 𝑤𝑗 > 0.

因此 𝑣关于每个变元严格单调递增,有 𝑣− > 𝑣∗,与 𝑣∗

最优矛盾,故定理 2成立. 2
推论 1 若𝑥∗不是激励策略可行解, 则𝑥∗也不

是多目标决策的有效解.

定理 3 若𝑥∗是激励策略可行解, 则𝑥∗也是多

目标决策的均衡有效解.

若𝑥∗是激励策略可行解,变权𝑤(𝑥)的激励策略

𝑝 = 𝑒, 则称𝑥∗是惩罚型均衡有效解; 若𝑥∗是激励策

略可行解,变权𝑤(𝑥)的激励策略 𝑝 = 0,则称𝑥∗是激

励型均衡有效解;若𝑥∗是激励策略可行解,变权𝑤(𝑥)

的激励策略 𝑝 ∈ (0, 1),则称𝑥∗是混合型均衡有效解.

推论 2 设

𝑣(𝜇) =
[ 𝑚∑

𝑖=1

𝜇𝑞
𝑖 (𝑥)𝑤𝑖(𝜇)

]1/𝑞
, 1 ⩽ 𝑞 < +∞,

𝑤(𝜇)是以 𝑝激励策略变权向量, 𝑤(𝜇) > 0, 𝑥∗是 𝑣(𝜇)

最优解,则𝑥∗是多目标决策的均衡有效解.

证证证明明明 对于任意𝜇1, 𝜇2 ∈ 𝑅𝑚, 𝜇1 = (𝜇1
1, 𝜇

1
2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝜇1
𝑚)T, 𝜇2=(𝜇2

1, 𝜇
2
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇2

𝑚), 𝜇1, 𝜇2>0,设𝜇1<𝜇2,有
𝑚∑
𝑖=1

(𝜇1
𝑖 (𝑥))

𝑞𝑤𝑖(𝜇) <

𝑚∑
𝑖=1

(𝜇2
𝑖 (𝑥))

𝑞𝑤𝑖(𝜇),

于是有[ 𝑚∑
𝑖=1

(𝜇1
𝑖 (𝑥))

𝑞𝑤𝑖(𝜇)
]1/𝑞

<
[ 𝑚∑

𝑖=1

(𝜇2
𝑖 (𝑥))

𝑞𝑤𝑖(𝜇)
]1/𝑞

,

即 𝑣(𝜇1) < 𝑣(𝜇2). 𝑣(𝜇)关于𝜇是严格增函数, 𝑤(𝜇)是

变权向量, 𝑥∗是 𝑣(𝜇)最优解,故定义 6成立. 因此, 𝑥∗

是多目标决策的激励策略解, 𝑥∗也是多目标决策的均

衡有效解. 2
依据上述定义和定理,给出求解多目标决策激励

策略可行解的方法,具体步骤如下.

Step 1: 求出多目标决策的理想点和负理想点分
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别为 𝑓∗ = (𝑓∗
1 , 𝑓

∗
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓∗

𝑚), 𝑓
′
= (𝑓

′
1, 𝑓

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓

′
𝑚);

Step 2: 根据决策者的主观偏好, 对每个目标赋

初始权重和满意度,分别为𝑤0 = (𝑤0
1, 𝑤

0
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤0

𝑚)和

𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑚);

Step 3: 根据定义 6,将多目标决策转化为单目标

决策;

Step 4: 求解单目标决策, 得出多目标函数最优

值 𝑓(𝑥∗);

Step 5: 结束.

2 双双双目目目标标标投投投资资资组组组合合合的的的激激激励励励策策策略略略可可可行行行解解解

利用企业债券的交易数据研究企业债券的信用

风险, 构造投资组合的收益函数和损失函数, 建立期

望收益最大化和期望损失最小化的双目标投资组合

优化模型[14]. 设投资者持有𝑛种企业债券, 𝑥𝑖为第

𝑖种债券的投资比例, 𝑟𝑖为第 𝑖种债券收益率, 𝑝𝑖为第

𝑖种债券的违约率, 𝐼∗为不发生违约, 𝐼
′
为发生违约,

则该组合的收益函数表示为

𝐺 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑟𝑖𝐼
∗.

期望收益函数为

𝐸(𝐺) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝐸(𝑟𝑖)𝐸(𝐼∗) =
𝑛∑

𝑖=1

𝑥𝑖𝐸(𝑟𝑖)(1− 𝑝𝑖).

该组合的损失函数为

𝐿 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝐼
′
.

期望损失函数为

𝐸(𝐿) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝐸(𝐼
′
) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖.

企业希望期望收益最大,同时期望损失最小. 令

𝑓1(𝑥) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝐸(𝑟𝑖)(1− 𝑝𝑖), 𝑓2(𝑥) = −
𝑛∑

𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖.

建立双目标模型为

max {𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥)}.

s.t.

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

选取 16家企业债券为投资对象, 利用这些债券

2010年 8月 26日∼ 2011年 8月 26日的交易数据求

出企业债券 1年内的平均收益率𝐸(𝑟𝑖)和违约概率 𝑝𝑖,

结果如表 1所示. 由此可以得到双目标函数模型如下:

max
{
𝑓1(𝑥)=

16∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝐸(𝑟𝑖)(1− 𝑝𝑖), 𝑓2(𝑥)=

16∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖

}
.

s.t.

16∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (2)

表 1 16家企业债券交易数据

代码 名称 违约概率 期望收益率

120605 06三峡债 0.016 20 0.053 7

126002 06中化债 0.006 83 0.048 1

126007 07日照港 0.017 50 0.054 5

126005 07武钢债 0.007 67 0.048 6

126003 07云化债 0.0158 3 0.053 5

111041 08铁岭债(7) 0.060 16 0.080 1

122009 08新湖债(6) 0.059 50 0.079 7

126016 08宝钢债 0.009 33 0.049 6

126017 08葛洲债 0.011 50 0.050 9

122013 08北辰债(5) 0.034 83 0.064 9

126015 08康美债 0.025 67 0.059 4

126013 08青啤债 0.010 00 0.050 0

126008 08上汽债 0.008 50 0.049 1

112019 09宜化债(10) 0.0238 33 0.058 3

126019 09长虹债 0.032 833 0.063 7

122043 09紫江债(8) 0.031 667 0.063 0

求解步骤如下.

Step 1: 求出多目标决策的理想点和负理想点分

别为

𝑓∗
1 (𝑥) = 0.075 3, 𝑓

′
1(𝑥) = −0.047 7,

𝑓∗
2 (𝑥) = 0.006 8, 𝑓

′
2(𝑥) = −0.060 2.

Step 2: 根据决策者的主观偏好, 对每个目标赋

予初始权重和满意度, 分别为𝑤0 = (0.7, 0.3)和 𝑝 =

(0.5, 0.5).

Step 3: 根据定义 6,将多目标决策转化为单目标

决策,有

max 𝑤T𝜇.

s.t.

16∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝜇𝑖(𝑓𝑖) > 0, 𝑖 = 1, 2, 3. (3)

其中

𝑤𝑖(𝑥1, 𝑥2) =
𝑤0

𝑖 𝑠𝑖(𝜇1, 𝜇2)
3∑

𝑗=1

𝑤0
𝑗 𝑠𝑗(𝜇1, 𝜇2)

, 𝑖 = 1, 2;

𝑠(𝜇) = (sin(2π𝜇1), sin(2π𝜇2)).

Step 4: 求解单目标决策,得出目标函数最优值

𝑓(𝑥∗) = (0.059,−0.029).

Step 5: 结束.

若取权重为𝑤0 = (0.5, 0.5), 则利用国内外比较

成熟的线性加权和法、平方加权和方法等方法求解的

结果分别为

(𝑓∗∗
11 , 𝑓

∗∗
12 ) = (0.075 1,−0.059 8),

(𝑓∗∗
21 , 𝑓

∗∗
22 ) = (0.075 3,−0.060 2).

本文结果与之相比, 具有较好的综合均衡性能,
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不会出现为追求某一目标的最大化而大幅度牺牲另

外一个目标的情况.

3 结结结 论论论

本文提出一种新的基于一般变权原理的求解多

目标决策的方法. 利用一般变权原理提出了激励策略

可行解,激励策略可行解是对低于满意度的可行解进

行惩罚,对高于满意度的进行激励. 通过实际算例表

明,该方法正确有效,且相对于线性加权和法、平方加

权和法而言, 具有较好的均衡性, 因此具有良好的应

用前景.
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