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研究论文

岩土抗拉模量值修正与桩土作用理论解答研究
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摘要 地基土的变形模量值不仅和土层所受的先期固结压力大小直接相关，还受桩土作用产生的附加体积应变

的影响.首先，针对岩土散体材料分析其本构关系的主要影响因素，研究模量随埋藏深度和体积应变的变化规

律，并对 Duncan--Chang本构模型进行抗拉模量值修正. 其次，综合考虑岩土材料拉压模量不等修正以及桩土

作用位移边界特点，应用变分理论推导桩土作用造成的位移、应变和应力场理论解答.最后，应用已有的经典土

压力理论和小孔扩张理论对理论推导结果进行对比和分析验证.研究结果对桩基础设计施工、相应环境保护措

施的选择和设计有较大的指导作用.
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引 言

桩基础广泛应用于场地及地基条件复杂、对承

载力和变形要求较高的土木及水利工程，包括港口

码头、跨海越江大桥、大型动力设施和高层建筑等工

程，以解决变形和稳定性问题 [1-2].

目前，针对桩土作用效应的研究 [3-6] 较多. 陈

文 [7] 对半无限长桩展开研究，得到了轴对称问题

的弹塑性解答，但解答中假设竖向位移不随埋深变

化，竖向应变为零，不符合实际问题.朱宁 [8] 应用叠

加原理对现有的球孔扩张方法进行修正，得到了半

无限空间内球孔张位移解，并进一步得到静压桩施

工产生的挤土位移场的理论解答. Sagaseta等 [9-10]针

对桩土作用问题，假定基桩所在地基变形为位移问

题，提出源--汇法求解桩土作用引起的桩周土体位移

场，并应用地表边界应力叠加的方法来拟合地面为

自由面的实际桩土作用工程问题.上述文献应用叠加

原理研究桩土作用效应，使问题的处理方法可行，

结果简单，但与土的非线性特性相差较大. 同时，

基于拉压模量接近或相等的本构理论的研究所得到

应力解答，均出现较大程度不符合实际情况的拉应

力 [3] .

本文针对三维桩土作用问题，以岩土体的体积

应变为主要本构修正参数对 Duncan--Chang本构模

型进行修正，分析研究岩土材料拉压模量不等的性

质，建立考虑岩土体变形模量随深度变化的应力应

变关系.通过综合考虑岩土材料拉压模量不等修正以

及地面自由、桩长有限和岩土材料的其他非线性，

应用变分理论推导桩土作用造成的位移、应变和应

力场解答.

此外，对于变分理论解答，待定系数项足够多

时，以能量积分泛函取极值为依据的位移变分解答

会收敛于精确解. 而收敛速度快慢则和位移函数设

定的合理性有关，所以本文拟对不同个数待定系数

的情况进行计算和分析比较，主要目的是研究待定

系数个数增加时，理论解答收敛于合理解答或精确

解答的速度.

1 岩土本构关系拉压不等修正

考虑岩土材料的非线性，本文采用 Duncan--

Chang模型 [11]，该模型是国内外广泛采用的岩土模

型，在各类岩土的计算及应用中积累了较丰富的经

验，并给出了多种岩土体的计算参数取值范围. 但

是，应用 Duncan--Chang模型进行应力计算，当计算

区域出现较大拉应变时，将出现不符合实际情况的

较大拉应力，所以本文基于下述分析结论对该模型

进行修正，如图 1所示.
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(a)体积应变为 0时散粒的重新排列

(a) Grain rearrangement when the volumetric strain equals 0

(b)修正 Duncan--Chang模型 σ-- f (ε1, εv)曲线

(b) Correction of Duncan--Chang model curveσ-- f (ε1, εv)

图 1 变形规律和修正 Duncan--Chang模型

Fig. 1 Deformation rule and amendatory Duncan--Chang model

(1) 如果材料某计算点以受压为主，即附加体

积应变呈现收缩特征时，计算参数取值完全符合

Duncan--Chang模型. 如果以受拉为主，即附加体积

应变为膨胀时，对 Duncan--Chang模型进行修正；

(2)根据图 1(a)，当体积应变等于 0或没有体积

变化 (即土颗粒数量不变且每个颗粒均不产生压缩

变形)，但排列方式发生变化 (即产生压应变和拉应

变)时，土体内并未产生应力，说明拉压性质不同的

散体材料与拉压模量相同材料的工程性质有本质不

同；

(3)根据图 1(a)分析，某计算点体积应变等于 0

时，此计算点的压应变和拉应变不产生压应力和拉

应力，因此本文推论并认为散体材料体积膨胀时也

不产生应力，即模量为 0；

(4) 对于具有黏聚力的黏土材料在拉应变较小

时，可能出现较小拉应力，如有需要考虑该应力可

通过下式的系数 k值调整来满足.

所以本文本构关系修正的基本原则是：当某空

间点体积应变 εv 为正 (压缩) 时，模量大小完全符

合 Duncan--Chang模型计算结果，当出现负体积应变

时，模量等于 0或趋于 0，模量修正表达式为

Ex =
[
tan−1(kεv)

]
/π + 0.5

当 k = 100,E1 =
[
tan−1(100εv)

]
/π + 0.5

当 k = 1 000,E2 =
[
tan−1(1 000εv)

]
/π + 0.5

见图 1(b)，k取值越大，当出现负体积应变时，模量

趋于 0的速度越快.

由文献 [11]可得

σd =
ε1

1
Ei

+
ε1

(σd)f
Rf

(1)

式中，Ei = Kpa(σ3/pa)n 为初始弹性模量，(σd)f =

(2ccosϕ + 2σ3 sinϕ)/(1 − sinϕ) 为破坏时的侧限抗

压强度，可根据 Mohr--Coulomb准则推得；Rf =

(σd)f/(σd)ult 为破坏比，Rf 为 0.75∼1.0；c 和 ϕ 为土

的黏聚力和内摩擦角；σ3 取土的前期固结压力；pa

为大气压；K 和 n为实验常数，K 可能小于 100，也

可能大于 3 500，对于软黏土可取 50∼200，对于硬黏

土可取 200∼500，n一般为 0.2∼1.0.

根据图 1引入修正项 E2 = [tan−1(kεv)]/π + 0.5，

得修正 Duncan--Chang模型 σ-- f (ε1, εv)

Esec = E2
σd

ε1
=

[
tan−1(kεv)

]
/π + 0.5

1
Ei

+
ε1

(σd)f
Rf

(2)

对于空间轴对称问题,主应变 ε1, ε3由式 (3)计算.

ε1

ε3

=
εr + εz

2
±

√
(εr − εz)2

4
+
γ2

zr

4
(3)

式中，εr , εz, εθ 分别为径向应变、竖向应变和环向应

变. Duncan--Chang模型的体积变形模量为

Kt = Kbpa

(
σ3

pa

)m

(4)

式中，Kb和 m为实验常数，m可取 0∼1.0，Kb随 σ3

改变，有大约 10倍的变化幅度.

根据弹性常数之间的换算关系可得泊松比

vt =
3Kt −Gt

6Kt
(5)
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式中，Gt =
3KtEt

9Kt − Et
.

2 桩土作用数学模型

由于桩扩孔挤土作用符合简单加载过程，由适

合非线性材料形变描述的变分原理 [12]，在满足约束

条件的容许位移函数中，使式 (6)泛函取驻值或极值

的位移函数及对应系数值为变分问题的解

∏
=

∫∫∫

V

[
A(εi j ) − Fiui

]
dV −

∫∫

S1

P̄iuidS (6)

式中，Fi 为体积力，S1为应力边界，P̄i 为 S1上力的

取值，ui 为位移

A(εi j ) =

∫ εr

0
σr (εi j )dεr +

∫ εθ

0
σθ(εi j )dεθ+

∫ εz

0
σz(εi j )dεz +

∫ γzr

0
τzr(εi j )dγzr

为势能密度，εi j 为 εr , εθ, εz, γzr 4个应变分量.

泛函式 (6) 必须满足的变分约束条件为式

(7),(8).应变位移关系式 (以压为正)

εr = −∂ur

∂r
, εθ = −ur

r

εz = −∂w
∂z

, γzr =
∂ur

∂z
+
∂w
∂r


(7)

式中，ur 和 w为轴对称问题的径向和竖直向位移，

εr , εθ, εz为径向、环向、竖向正应变，γzr为 rz方向的

剪应变.

位移边界条件

u
∣∣∣g(z,r)=0 = ū(r, v) (8)

式中，ū(r, z)为位移边界上的位移函数，g(r, z) = 0为

位移边界曲线方程.

2.1 位移函数构造

首先，建立图 2所示的桩土作用物理模型，模型

假设场地土中有一初始小孔，沉桩过程模拟为小孔

孔身径向扩张为主，孔底向下挤压扩张并得到等效

实际桩径尺寸的桩孔 [13].

根据图 2可建立图 3所示的桩土作用模型，桩

周地基土区域由一族曲线 (图 2中的虚线)覆盖，曲

线方程为

f (z, r, z0) = 0 (9)

式中，z0为曲线族参数 (z0 > H).

图 2 桩孔扩张法变分解答物理模型

Fig.2 Pile hole expansion method and physical model

本文采用二次曲线族方程为

f (z, r, z0) =
z0r2

(z0 − H + r0)2
− z0 + z = 0 (10)

式中，z0为曲线族参数，H为桩长，r0为初始小孔孔

口半径，当 z0 = H 时，式 (10)收敛到孔壁边界曲线

方程如下

z = H
[
1− (r2/r2

0)
]

(11)

图 3 桩孔扩张数学模型和曲线族

Fig. 3 Model of pile cavity expansion and family of curves

曲线族方程式 (10)及边界曲线方程式 (11)满

足：

(1)对边界曲线方程式 (11)，当 z = 0时，r = r0;

当 z = H，r = 0.

(2) 对曲线族方程式 (10)，z0 = H 时，

f (z, r, z0)
∣∣∣z0=H = g(z, r) = 0，g(z, r)为连续可导函数.

(3)空间轴对称问题的要求 ∂ f /∂r
∣∣∣r=0, z>H = 0，

且曲线族中任意曲线都连续可导，保证积分泛函构

造过程可行.

根据上述分析和文献 [3]可得

ur = ur0 +
∑
m

Amurm

w = w0 +
∑
m

Bmwm


(12)
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式中，w0 = u0Tt cosα, ur0 = u0Tt sinα 为初始位

移项，w1 = u0TtMt cosα, ur1 = u0TtMt sinα，w2 =

u0TtM2
t cosα, ur2 = u0TtM2

t sinα，· · · 为系数待定位
移函数项，Am, Bm 为相互独立的 2m个待定系数，

初始位移项在桩土作用边界位移值为 w0 = u0 cosα,

ur0 = u0 sinα，u0为该边界曲线上点的法向位移值，

urm, wm在该边界位移值为 0，Tt = r0/(z0 − H + r0)，

Mt = 1− H/z0. α为任意曲线上某点的外法线与 z轴

的夹角，图 3所示曲线方程的外法线方向余弦为

cosα =
fz√

f 2
z + f 2

r

, sinα =
fr√

f 2
z + f 2

r

(13)

式中，fz =
∂ f (z, r, z0)

∂z
, fr =

∂ f (z, r, z0)
∂r

.

此外，上述函数 ur ,w设定主要根据如下 3点假

设：

(1)当 z = 0且 r > r0时，r 轴上任一点的位移大

小满足式 (13)，沿对应曲线对应点的外法线方向

urd = u0r0/rd (14)

式中，u0 为孔壁或桩土作用边界位移值，沿孔壁外

法线方向，rd为曲线与地面交点的坐标值，见图 3.

(2)当 z> H且 r = 0时，z轴上任意点的位移由

式 (14)表示，沿 z轴正方向

uzz = u0
r0

z0 − H + r0
(15)

(3)当 z0 和 rd 位于同一曲线上，假设同一曲线

上的所有点的位移大小相同，可得

u(z, r, z0)|z0=C = urd = uzz⇒ rd = z0 − H + r0 (16)

2.2 几何方程

由于 ur ,w中存在曲线族参数 z0，所以式 (7)所

表达的几何方程需进一步写为

εr = −
(
∂ur

∂r
+
∂ur

∂z0

∂z0

∂r

)

εz = −
(
∂w
∂z

+
∂w
∂z0

∂z0

∂z

)
, εθ = −ur

r

γzr =
∂ur

∂z
+
∂ur

∂z0

∂z0

∂z
+
∂w
∂r

+
∂w
∂z0

∂z0

∂r



(17)

式中，
∂z0

∂r
= − fr (z, r, z0)

fz0(z, r, z0)
，
∂z0

∂z
= − fz(z, r, z0)

fz0(z, r, z0)
，fz0 =

∂ f (z, r, z0)
∂z0

.

2.3 势能密度

对应某一桩土作用边界位移增量 ∆u，根据上述

修正本构关系和泊松比分析结果，可得相应的应力

分量为

σr = E (vtεv + εr ) + v0γz

σθ = E (vtεv + εθ) + v0γz

σz = E (vtεv + εz) + γz, τzr = Eγzr/2


(18)

式中

E =
Esec

1 + vt
, v0 =

v0

1− v0
, vt =

vt

1− 2vt

εv = εr + εθ + εz

εr , εθ, εz, τrz由式 (17)确定，v0为土扩孔前的泊松比，

γ为土的重度；γz为先期固结应力.

综上，势能密度是 z, r, z0的函数，即

A(εi j ) =

∫ ∆u

0
D(z, r, z0,u0, Ā, B̄)du0 (19)

式中

Ā = {A1,A2, · · · ,Am} , B̄ = {B1, B2, · · · , Bm}

D(z, r, z0,u0, Ā, B̄) = σr (εi j )
∂εr

∂u0
+ σθ(εi j )

∂εθ
∂u0

+

σz(εi j )
∂εz

∂u0
+ τzr(εi j )

∂γzr

∂u0

式 (19)必须满足约束方程 f (z, r, z0) = 0.

3 实例计算与比较验证

理论上，在待定系数项足够多时，以能量积分

泛函取极值为依据的位移变分解答会收敛于精确解.

而收敛速度快慢则和位移函数设定的合理性有关，

所以算例对不同个数待定系数的情况进行计算和比

较，主要目的是为了确定待定系数个数增加时，本文

解答收敛于合理解答或精确解答的速度，收敛速度

越快越好.因此，本文分别使用上述推导得到的桩土

作用的理论解答、圆孔扩张法和极限平衡理论方法

对工程实例 [14]进行计算并比较.

桩长 H = 6 m，桩径 d = 50 cm.考虑地基土初

始变形模量随土层埋置深度增加而增大，较深土层

的力学性质指标对计算结果影响较大，算例计算的

黏聚力和摩擦角取淤泥质黏土和黏土 (见表 1)的均

值. c和 ϕ为固结不排水指标，c = 14 kPa,ϕ = 13.25◦.

根据文献 [11]，理论计算使用的本构参数为：破坏比

Rf = 0.8；初始弹性模量 Ei = Kpa(σ3/pa)n，K = 200，

n = 0.5；体积变形模量 Kt = Kbpa(σ3/pa)m，Kb = 50,

m = 0.5.
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表 1 土工参数

Table 1 Soil parameter

Stratum Depth/m
Unit weight/

(kN·m−3)

Cohesion

c/kPa

Frictional angle

ϕ

Elasticity

modulus/MPa

Poisson′s
ratio

silty clay 0∼2 18.5 12 18◦ 34 0.29

mucky clay 2∼4 17.0 13 12◦ 90 0.46

clay > 4 17.5 15 14.5◦ 32 0.42

3.1 基于圆孔扩法的侧向应力结果

根据圆孔扩法 [15]，水平和竖向应力增量在塑性

区内的分布为

∆σr = 2cu ln
Rp

r
+ cu , ∆σz = 2cu + ln

Rp

r
(20)

在弹性区应力增量为

∆σr = cu

(
Rp

r

)2

, ∆σz = 0 (21)

式中，Rp = Ru

√
E/[2(1 + µ)cu]为塑性区半径，根据表

1塑性区半径 Rp ≈ 5Ru，Ru为桩孔半径.

3.2 基于被动土压力的随深度变化的侧向应力

圆孔扩张理论可以较准确计算出桩径比与侧压

力的关系，但由于 CEM理论基于平面轴对称假定，

无法准确计算侧压力随深度改变. 本文拟应用极限

平衡理论计算侧压力随深度变化规律 [3] 为

σr = γztan2
(
π

4
+
ϕ

2

)
+ 2c tan

(
π

4
+
ϕ

2

)
(22)

由于不同土层容重 γ 不同，所以计算得到的被动土

压力曲线随深度变化为折线，如图 6所示.

3.3 理论解答、CEM 和被动土压力计算结果比较

为分析系数待定函数的个数对位移和应力计算

结果的影响，并为实际应用时待定系数的取法提供

原则，对下述 3种情况进行计算和比较验证：

(1)只包含位移初始项 (即含有 0个待定系数的

函数项)，计算可得侧向应力沿径向坐标变化图 5(a)

和侧向应力沿深度变化图 6(a)；

(2)根据式 (18)计算可得含有 2个待定系数时的

位移和应力解答，侧向应力沿径向坐标变化图 6(b)

和侧向应力沿深度变化图 6(b)；

(3)根据式 (18)计算可得含有 4个待定系数时的

位移和应力解答，侧向应力沿径向坐标变化图 5(c)

和侧向应力沿深度变化图 6(c).

根据图 5和图 6可得下述结论：

(1)由于不管取几个系数待定的函数项，桩孔壁

位移等于位移初始项的孔壁位移，所以在桩壁上位

移不受待定系数的影响. 待定系数函数项只对非孔

壁处位移应力值进行调节.

(2)从图 5(a)和图 6(a)可知，没有待定系数函数

项时，即只有初始位移项时，与经典的圆孔扩张理论

和极限平衡理论计算结果相比，侧向应力随径向坐

标的变化和随深度的变化都与实际的应力变化规律

不符.

(a)无待定导数函数项

(a) No undetermined coefficient

(b) 2个待定导数函数项

(b) 2 undetermined coefficients

(c) 4个待定导数函数项

(c) 4 undetermined coefficients

图 5 沿径向侧向挤土压力

Fig. 5 Stress variation along radial direction
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(a)无待定导数函数项

(a) No undetermined coefficient

(b) 2个待定导数函数项

(b) 2 undetermined coefficients

(c) 4个待定导数函数项

(c) 4 undetermined coefficients

图 6 沿深度侧向挤土压力

Fig. 6 Stress variation along depth

(3)从图 5(b)，5(c)和图 6(b),6(c)可知，取 2个或

4个待定系数函数项时，除桩尖附近区域满足桩孔扩

张的特有变化规律外，桩身段与经典的圆孔扩张理

论和极限平衡理论计算结果相比，都吻合地较好.

(4)相对于只含有两个待定系数的情况，待定系

数的增加对求解结果的影响或精度的提高并不很明

显. 如果考虑公式推导的繁杂性和优化计算的工作

量，对于桩孔扩张问题，位移函数取两个待定系数

已经比较合理.

(5)由图 5(c)知：变分理论解答和圆孔扩张计算

结果基本吻合，但在桩尖附近 1倍桩径范围内本文

解答和圆孔扩张计算结果大小变化趋势相反，圆孔

扩张计算结果不符合桩尖附近及以下区域的实际的

衰减变化规律.

(6)由图 6(c)知：深度 0∼4.5 m范围内，侧 (径向)

压力随 z坐标的变化与极限平衡理论计算结果基本

吻合.深度大于 5 m，理论值小于极限平衡理论结果

并随深度增大而迅速衰减，符合桩土作用机理.

(7)由图 6(c)知：由于考虑岩土散粒材料的体积

应变对本构关系的影响. 桩端处以竖直向下挤压为

主，在桩端侧面小范围内会产生较大的拉应变，使

该处岩土材料体积应变趋于负值 (膨胀)，所以该处

模量值降低、侧压力计算值偏小.

(8)由图 6(c)知：由于本文考虑挤土的三维特性

和桩端的几何形状，桩端附近既有侧向挤压，也有竖

向挤压，埋深最大的桩尖点将只有竖向挤压，所以在

桩端附近侧向挤压幅度有减小的趋势.

4 结 论

(1)分析了模量随埋藏深度和体积应变的变化规

律，对 Duncan-Chang模型进行抗拉模量值修正.

(2)考虑岩土材料拉压模量不等修正，应用变分

理论推导桩土作用造成的位移、应变和应力场理论

解答.

(3)应用已有的经典土压力理论和小孔扩张理论

对理论推导结果进行对比和分析验证，计算结果说

明本文得到的位移变分理论解答可以较快收敛于精

确解.

(4)研究方法可以作为进一步理论探索的基础，

研究结果对桩基础设计施工、相应环境保护措施的

选择和设计有较大的指导作用.
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RESEARCH OF CONSTITUTIVE RELATION CORRECTION OF GEOTECHNICAL

MATERIALS AND THEORETICAL SOLUTION DUE TO PILE-SOIL INTERACTION 1)

Gao Zikun∗,2) Shi Jianyong†
∗(Civil Engineering Department of Putian University，Putian351100，China)
†(Geotechnical Research Institute of Hohai University，Nanjing210098，China)

Abstract The size of modulus is directly related to the value of pre-consolidation pressure and the additional volume

strain due to pile-soil interaction for geotechnical materials. First, the paper analyzes the main factors of constitutive

models for the materials, considering its changes with depth and volumetric strain. Tensile modulus in Duncan-Chang

constitutive model is revised based on the above analysis. Then, the mechanical model due to pile-soil interaction is

established considering the effect of the displacement boundary of the interaction and the above-mentioned non-linearity

of the materials. The theoretical solutions of soil displacement, strain and stress, are obtained based on the variation

principle. Finally, comparisons are made to prove the reasonability of the results, using the classical CEM results and the

passive soil pressure theory.

Key words pile-soil interaction，geotechnical materials，constitutive relation correction，solution based on variation

principle
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