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摘 要: 针对滑模控制中传统趋近律存在收敛速度慢、时间长和抖振严重等不足,提出一种利用双幂次趋近律提高

系统状态收敛速度的设计方案.该双幂次趋近律无论在远离滑动模态还是在接近滑动模态的空间内均具有快速收敛

能力. 理论分析表明,该双幂次趋近律具有二阶滑模特性,当系统存在不确定性时,系统状态及其导数可以快速收敛

到平衡零点的邻域内.仿真结果表明,双幂次趋近律与传统幂次趋近律、指数趋近律、快速幂次趋近律相比,具有更

快的收敛速度和更好的运动品质.
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Abstract：：：A double power reaching law is proposed which can solve the problems in the traditional reaching law of the

sliding mode control such as low convergence speed, long convergence time and severe chattering. The double power

reaching law proposed which can reduce chattering has a fast speed either away from or approach to the sliding surface. It

is indicated through theoretical analysis that the reaching law has the characteristic of second-order sliding mode, and the

system state and its derivative can converge to a neighborhood of the origin quickly. Simulation results show that the reaching

law proposed is faster than other reaching laws such as the traditional power reaching law, the exponential reaching law and

the fast power reaching law. It also shows a better movement quality of the proposed reaching law.
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0 引引引 言言言

滑模控制能够实现系统解耦控制,并对匹配不确

定性具有不变性,但是传统的滑模控制方法抖振严重.

现阶段解决此不足的主要手段有高阶滑模控制[1-2]和

非奇异终端滑模控制[3-4]. 高阶滑模控制尽管去除抖

振效果显著,但往往不适用于一阶系统;非奇异终端

滑模控制能够有效去除系统控制量的抖振,而且能够

在有限时间内使系统状态收敛于平衡点,但如果考虑

趋近滑动模态的能力,即便快速终端滑模控制在靠近

滑动模态的空间位置时,其趋近速度相对于指数趋近

率也非常慢,所以非奇异终端滑模的无抖振是以控制

性能的降低为代价的. 滑模控制系统具有其优越鲁棒

性的前提条件是系统状态运动在滑动模态上,而在趋

近阶段滑模控制系统仍对参数不确定性和外扰敏感,

因此如何最小化趋近阶段并在此过程中去除抖振仍

是现今研究的热点之一.

高为炳教授提出采用等速趋近律、指数趋近律

和幂次趋近律等实用的滑模趋近律来消除系统抖振

并保证滑动模态的实现[5],通过选取适当参数保证系

统在趋近运动阶段的运动特性,保证了滑动模态的实

现. 然而, 等速趋近律趋近速度很慢, 而且趋近速度

单一;指数趋近律是在等速趋近律基础上增加一指数

项,虽然趋近速度快, 但在接近滑动模态时系统抖振

较大;幂次趋近律采用幂次项技术使得系统接近滑动

模态时趋近速度放缓,有利于削弱抖振, 不足之处是

在状态远离滑动模态的趋近阶段存在速度过小, 运

动时间过长的问题.文献 [6]利用传统幂次趋近律与

指数趋近律的线性组合提出一种快速幂次趋近律,解
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决了传统幂次趋近律存在的问题.李鹏等[7]对此趋近

律进行了细致分析并得出其具有二阶滑模特性. 文

献 [8]提出了一种双幂次趋近律用以实现机器人控制

中状态快速收敛问题,但没有解决受扰时控制作用抖

振问题,而且对该趋近律的特性缺乏定性分析.

本文在以上文献的基础上对双幂次趋近律特性

进行分析并提出解决系统有界不确定扰动影响的方

案.理论分析表明: 该趋近律不仅可以有效地去除抖

振,而且无论在远离还是接近滑动模态时均具有很快

的趋近速度; 在有限的收敛时间后具有二阶滑模特

性,即𝜎 = �̇� = 0;当存在有界外扰时, 𝜎和 �̇�分别收敛

于平衡零点的有界邻域内.仿真算例结果表明, 双幂

次趋近律较之传统幂次趋近律、指数趋近律、快速幂

次趋近律,均具有更快的趋近速度和更好的运动品质.

1 双双双幂幂幂次次次趋趋趋近近近律律律及及及其其其特特特性性性分分分析析析

基于以上分析,双幂次趋近律如下[8]:

�̇� = −𝑘1∣𝜎∣𝛼 sgn(𝜎)− 𝑘2∣𝜎∣𝛽 sgn(𝜎). (1)

其中: 𝛼 > 1, 0 < 𝛽 < 1, 𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0. 当系统状态远

离滑动模态 (∣𝜎∣ > 1)时, 式 (1)中第 1项起主导作用;

当系统状态接近滑动模态 (∣𝜎∣ < 1)时,第 2项起主导

作用,两项结合可以保证系统状态在趋近滑动模态过

程中的运动品质.

1.1 双双双幂幂幂次次次趋趋趋近近近律律律的的的二二二阶阶阶滑滑滑模模模特特特性性性分分分析析析

定定定理理理 1 对于系统 (1), 状态𝜎及 �̇�在有限时间

内收敛于平衡零点,即在有限收敛时间后有𝜎= �̇�=0.

证证证明明明 根据滑模可达性, 结合式 (1)及条件𝛼 >

1, 0 < 𝛽 < 1, 𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0,有

𝜎�̇� = 𝜎[−𝑘1∣𝜎∣𝛼sgn(𝜎)− 𝑘2∣𝜎∣𝛽sgn(𝜎)] =
− 𝑘1∣𝜎∣1+𝛼 − 𝑘2∣𝜎∣1+𝛽 < 0, (2)

因此滑动模态可在有限时间内到达平衡零点. 下面假

设系统初始状态𝜎(0) > 1,分 2个阶段进行有限时间 𝑡

的计算.

1) 𝜎(0) → 𝜎 = 1. 此时,因为𝛼 > 1, 0 < 𝛽 < 1,所

以式 (1)中第 1项起主导作用, 远大于第 2项的作用,

从而可以忽略第 2项的影响.由式 (1)可得

�̇� = −𝑘1∣𝜎∣𝛼sgn(𝜎). (3)

对式 (3)两边积分,可得

𝜎1−𝛼 = −(1− 𝛼)𝑘1𝑡+ 𝜎(0)1−𝛼. (4)

由此可计算得到𝜎(0) → 𝜎 = 1所需时间为

𝑡1 =
1− 𝜎(0)1−𝛼

𝑘1(𝛼− 1)
. (5)

2) 𝜎=1→𝜎=0. 同样,因为𝛼 > 1, 0 < 𝛽 < 1,所

以式 (1)中第 2项起主导作用, 远大于第 1项的作用,

从而可以忽略第 1项的影响.由式 (1)可得

�̇� = −𝑘2∣𝜎∣𝛽sgn(𝜎). (6)

对式 (6)两边积分,可得

𝜎1−𝛽 = −(1− 𝛽)𝑘2𝑡+ 1. (7)

由此可计算得到𝜎 = 1 → 𝜎 = 0所需时间为

𝑡2 =
1

𝑘2(1− 𝛽)
. (8)

因此收敛时间为两个趋近阶段各收敛时间的总和,即

𝑡 = 𝑡1 + 𝑡2 =
1− 𝜎(0)1−𝛼

𝑘1(𝛼− 1)
+

1

𝑘2(1− 𝛽)
. (9)

当𝜎(0) < −1时,同样可以分 2个阶段进行收敛

时间的研究.此时,系统状态收敛时间为

𝑡 = 𝑡1 + 𝑡2 =
1 + 𝜎(0)1−𝛼

𝑘1(𝛼− 1)
+

1

𝑘2(1− 𝛽)
. (10)

进一步,由式 (1)可知,当𝜎 = 0时 �̇� = 0. 2
注注注 1 显然收敛时间 𝑡是系统初始状态的连续

函数; 因为在求取收敛时间时忽略了次要因素,所以

实际收敛时间小于式 (9)和(10).

注注注 2 当𝜎 = 0时 �̇� = 0,因此当状态达到滑动

模态时速度减小为零, 与滑动模态实现了光滑过度,

大大削弱了系统抖振. 适当增大参数 𝑘1和𝛼可以加快

远离滑动模态时的趋近速度.同理,适当增大参数 𝑘2

和 𝛽可以加快接近滑动模态时的趋近速度.

1.2 双双双幂幂幂次次次趋趋趋近近近律律律的的的干干干扰扰扰稳稳稳态态态界界界分分分析析析

当系统存在不确定性有界外扰时,状态𝜎和 �̇�不

能保证在有限时间内收敛到 (0, 0), 而仅能收敛到 (0,

0)的一个邻域内.为便于分析,首先引入以下引理[9].

引引引理理理 1 令𝑥∈𝐷 ⊂ 𝑅𝑛, �̇�= 𝑓(𝑥), 𝑓 : 𝑅𝑛 →𝑅𝑛

为定义在平衡零点邻域𝐷内的连续函数. 假设存在连

续函数𝑉 : 𝐷→𝑅满足以下条件: 1) 𝑉 正定; 2) �̇� 除平

衡零点外负定; 3)存在实数 𝑘>0, 𝛼>0和一邻域𝑁 ⊂
𝐷使得 �̇� +𝑘𝑉 𝛼⩽0. 则函数 �̇�=𝑓(𝑥)关于平衡零点有

限时间收敛.

根据引理 1, 考虑系统 (1)存在不确定性外扰时

状态的收敛特性,可得如下定理.

定定定理理理 2 考虑存在不确定性的系统

�̇� = −𝑘1∣𝜎∣𝛼sgn(𝜎)− 𝑘2∣𝜎∣𝛽sgn(𝜎) + 𝑑(𝑡), (11)

假设 ∣𝑑(𝑡)∣ ⩽ 𝛿, 𝛿 > 0为正常数,则系统 (11)的状态𝜎

和 �̇�在有限时间内收敛到以下区域:

∣𝜎∣ ⩽ min
(( 𝛿

𝑘1

)1/𝛼

,
( 𝛿

𝑘2

)1/𝛽)
, (12)

∣�̇�∣ ⩽ min
(
𝛿, 𝑘1

( 𝛿

𝑘2

)𝛼/𝛽)
+

min
(
𝑘2

( 𝛿

𝑘1

)𝛽/𝛼

, 𝛿
)
+ 𝛿. (13)

证证证明明明 选取Lyapunov函数

𝑉 = 0.5𝜎2. (14)

式 (14)两端对时间求导数并将式 (11)代入,得
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�̇� = 𝜎�̇� =

𝜎[−𝑘1∣𝜎∣𝛼sgn(𝜎)− 𝑘2∣𝜎∣𝛽sgn(𝜎) + 𝑑(𝑡)] =

− 𝑘1∣𝜎∣1+𝛼 − 𝑘2∣𝜎∣1+𝛽 + 𝜎𝑑(𝑡) ⩽

− 𝑘1∣𝜎∣1+𝛼 − 𝑘2∣𝜎∣1+𝛽 + ∣𝜎∣∣𝑑(𝑡)∣. (15)

式 (15)经过变形可得

�̇� ⩽− 𝑘1∣𝜎∣1+𝛼 − 𝑘2∣𝜎∣1+𝛽 + ∣𝜎∣∣𝑑(𝑡)∣ =
− 𝑘1∣𝜎∣1+𝛼 − ∣𝜎∣(𝑘2∣𝜎∣𝛽 − ∣𝑑(𝑡)∣). (16)

如果满足 𝑘2∣𝜎∣𝛽 − 𝛿 ⩾ 0,则

�̇� ⩽ −𝑘1∣𝜎∣1+𝛼 = −𝑘1𝑉
(1+𝛼)/2. (17)

由引理 1可知, 系统关于平衡零点有限时间收敛, 因

此区域

∣𝜎∣ ⩽
( 𝛿

𝑘2

)1/𝛽

(18)

能够保证有限时间的收敛性.

式 (15)亦可变形为

�̇� ⩽− 𝑘2∣𝜎∣1+𝛽 − 𝑘1∣𝜎∣1+𝛼 + ∣𝜎∣∣𝑑(𝑡)∣ =
− 𝑘2∣𝜎∣1+𝛽 − ∣𝜎∣(𝑘1∣𝜎∣𝛼 − ∣𝑑(𝑡)∣). (19)

如果满足 𝑘1∣𝜎∣𝛼 − 𝛿 ⩾ 0,则

�̇� ⩽ −𝑘2∣𝜎∣1+𝛽 = −𝑘2𝑉
(1+𝛽)/2. (20)

由引理 1可知, 系统关于平衡零点有限时间收敛, 因

此区域

∣𝜎∣ ⩽
( 𝛿

𝑘1

)1/𝛼

(21)

同样能够保证有限时间的收敛性. 综合式 (18)和 (21)

可得𝜎在有限时间内收敛到区域

∣𝜎∣ ⩽ min
(( 𝛿

𝑘1

)1/𝛼

,
( 𝛿

𝑘2

)1/𝛽)
. (22)

将上式代入式 (11),可得

∣�̇�∣ ⩽ 𝑘1∣𝜎∣𝛼sgn(𝜎) + 𝑘2∣𝜎∣𝛽sgn(𝜎) + 𝑑(𝑡) ⩽
𝑘1∣𝜎∣𝛼 + 𝑘2∣𝜎∣𝛽 + ∣𝑑(𝑡)∣ ⩽

𝑘1 ⋅min
(( 𝛿

𝑘1

)1/𝛼

,
( 𝛿

𝑘2

)1/𝛽)𝛼

+

𝑘2 ⋅min
(( 𝛿

𝑘1

)1/𝛼

,
( 𝛿

𝑘2

)1/𝛽)𝛽

+ 𝛿 =

min
(
𝛿, 𝑘1

( 𝛿

𝑘2

)𝛼/𝛽)
+min

(
𝑘2

( 𝛿

𝑘1

)𝛽/𝛼

, 𝛿
)
+ 𝛿.

(23)

综上,定理 2得证. 2
注注注 3 在实际控制系统应用中, 可通过设计干

扰观测器在线估计不确定性以消除其影响,保证二阶

滑模特性𝜎 = �̇� = 0的成立.

2 仿仿仿真真真算算算例例例及及及分分分析析析

考虑非线性单入单出系统

�̇� = 𝑢+ 𝑑(𝑡), (24)

其中 𝑑(𝑡)为系统存在的不确定性,假设系统初始状态

𝜎(0) = 6. 当 𝑑(𝑡) = 0时,分别利用指数趋近律、幂次

趋近律、快速幂次趋近律和本文提出的双幂次趋近律

设计控制律𝑢并进行仿真,以检验本文算法的有效性;

当 𝑑(𝑡) = 0.5 sin(2𝑡) + 0.3 cos 𝑡时,检验本文提出的双

幂次趋近律的稳态界是否正确.

2.1 各各各趋趋趋近近近律律律仿仿仿真真真对对对比比比

当系统不存在不确定性, 即 𝑑(𝑡) = 0时, 分别利

用各趋近律设计的控制律如下:

1)指数趋近律

𝑢1 = −𝑘𝑧𝜎 − 𝜀sgn(𝜎); (25)

2)幂次趋近律

𝑢2 = −𝑘𝑚∣𝜎∣𝛼𝑧 sgn(𝜎); (26)

3)快速幂次趋近律

𝑢3 = −𝑘𝑠1𝜎 − 𝑘𝑠2∣𝜎∣𝛼𝑠sgn(𝜎); (27)

4)双幂次趋近律

𝑢4 = −𝑘1∣𝜎∣𝛼sgn(𝜎)− 𝑘2∣𝜎∣𝛽sgn(𝜎). (28)

分别利用上述控制律进行仿真实验,状态𝜎和 �̇�

的收敛情况如图 1和图 2所示.
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图 1 𝜎变化曲线
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图 2 �̇�变化曲线

由图 1和图 2可见:指数趋近律尽管收敛速度较

快, 但含有常数项,使得系统状态在接近滑动模态阶

段出现较严重的抖振; 幂次趋近律尽管消除了抖振,

但在远离滑动模态阶段收敛速度过小,导致收敛时间

过长;快速幂次趋近律和双幂次趋近律在消除抖振的

同时, 趋近速度明显高于指数趋近律和幂次趋近律.

相比于快速幂次趋近律,双幂次趋近律具有更好的运

动品质: 系统状态远离滑动模态时,双幂次趋近律的

速度高于其他趋近律;系统状态接近滑动模态时, 双

幂次趋近律速度则低于其他趋近律,实现了与滑动模
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态的光滑过渡,有利于削弱系统抖振;初始误差越大,

双幂次趋近律的速度优势越明显.

2.2 双双双幂幂幂次次次趋趋趋近近近律律律稳稳稳态态态误误误差差差界界界仿仿仿真真真

当不确定性 𝑑(𝑡) = 0.5 sin(2𝑡) + 0.3 cos 𝑡时, 利用

式 (28)进行系统仿真,以检验式(12)和 (13)的正确性.

在式 (28)中,令 𝑘1=0.7, 𝑘2=2, 𝛼=1.5, 𝛽=0.5,代入式

(12)和 (13)可得 ∣�̇�∣ ⩽ 1.477 6.仿真结果如图 3和图 4

所示.
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图 3 受扰时𝜎收敛曲线
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图 4 受扰时 �̇�收敛曲线

由图 3和图 4可见:在受扰情况下,系统状态𝜎和

�̇�不会收敛至零点,而仅在有限时间内收敛至稳态界

限内, 其稳态误差不超过式 (12)和 (13)的计算结果;

在参数相同的情况下, 采用快速幂次趋近律的系统

状态𝜎和 �̇�稳态界[7]的计算值为 ∣𝜎∣ ⩽ 0.361 2, ∣�̇�∣ ⩽
1.604 0,大于图 3和图 4中稳态误差值,因此即使在存

在不确定性情况下, 相比于快速幂次趋近律,双幂次

趋近律仍具有更好的运动品质.

2.3 实实实际际际应应应用用用中中中扰扰扰动动动解解解决决决方方方案案案探探探讨讨讨

从仿真算例可以看出,当存在有界性外扰时,双

幂次趋近律不能使系统状态收敛至平衡零点,仅能使

其收敛至一稳态界限内.系统建模误差同样会对该趋

近律的收敛性产生影响.针对系统建模误差与有界性

外扰构成的有界性集总扰动,可以在实际系统中应用

滑模干扰观测器进行消除,以保证系统状态的收敛性.

滑模干扰观测器技术能够在线估计有界性集总

扰动,已被广泛应用于高精度运动控制系统. Shtessel

等[10-13]基于多时间尺度双回路控制的设计思想,利用

SMDO技术、动态逆控制和滑模控制技术设计了一

系列飞行器控制系统,内容涉及可重复使用航天器再

入、卫星编队飞行、刚体航天器等.然而, Shtessel等

设计的SMDO是基于传统滑模设计思想并通过等效

控制估计干扰,虽然其中包含的高频抖振通过低通滤

波器予以消除,但其后果是干扰的估计精度较低.基

于齐次高阶鲁棒精确微分器技术,文献 [13]设计了一

种齐次滑模干扰观测器,用于拦截器的自动驾驶仪设

计,以估计来袭飞行器的加速度信息.它的不足是当

系统初始误差较大时, 系统状态收敛速度慢, 这是由

齐次系统所固有的性质决定的.基于Levant等[14]提

出的非齐次高阶鲁棒精确微分器技术,李鹏[7]设计了

一种非齐次干扰观测器来加快系统状态收敛速度,并

应用于无尾飞行器姿控系统,结果表明, 此观测器对

于干扰的跟踪速度快、精度高,但计算略显复杂,且初

始估计误差过大.

下一步可基于超螺旋算法设计高阶滑模干扰观

测器来消除文献 [10-13]中等效控制一阶滤波作用带

来的抖振, 同时解决文献 [7]中滑模观测器初始估计

误差较大的问题.对于超螺旋算法中需要集总扰动项

的导数上界的问题,基于自适应超螺旋算法研究如何

减小系统的保守性具有重要的实际意义.

3 结结结 论论论

本文提出了一种双幂次趋近律设计方案,旨在解

决传统趋近律收敛速度过慢、收敛时间过长,或者抖

振严重等缺陷.理论分析表明: 所提出的趋近律不仅

可以有效地去除抖振,而且无论在远离还是接近滑动

模态时均具有很快的趋近速度;在有限的收敛时间后

具有二阶滑模特性,即𝜎 = �̇� = 0;当存在有界外扰时,

𝜎和 �̇�分别收敛于平衡零点的有界邻域内.如何在实

际控制系统中设计滑模干扰观测器来克服集总扰动

的影响尚有待进一步研究.
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