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摘 要: 针对大型群组多属性决策问题,给出了备选对象的优势集和 Pareto有效率,并讨论了二者的性质. 证明并指

出了只有备选对象为 Pareto解时,其Pareto有效率才可能不为 0. 将Pareto备选对象的 Pareto有效率作为其“最优决

策”的先验概率分布,然后利用Bayes公式和群组专家们决策的后验概率对其加以修正,即可得到“最优决策”概率

最大的备选对象.该方法在充分利用专家组决策信息的前提下避免了寻找一个主观集结规则的决策问题,不需要集

结出一个权重结果,从而减少了决策过程中主观因素的影响,并且当将每位专家的决策看成一个独立的随机实验时,

理论上专家人数越多,决策结果越精确. 最后以一个算例说明了所提出方法的有效性.
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Abstract：：：Aiming at the multi-attribute large group decision-making, this paper presents the superior set of candidates and

Pareto valid probability and then discusses the characteristics of them. The results show that the candidate set may not be zero

only if it is the Pareto solution. This paper takes candidate’s Pareto valid probability as the priori probability distribution of

“optimal decision” and then corrects them using the posterior probability in Bayes formula and experts’ decisions in groups.

As a result, the candidate with the largest probability of “optimal decision” can be achieved. This method avoids finding

a subjective aggregation rules after taking full advantage of the information from experts in group decision-making. More

experts in groups can make the more accurate result when reducing subjective factors in decision-making process and taking

each expert’s decision as an independent random experiment. Finally, a numerical example shows the effectiveness of the

proposed method.
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0 引引引 言言言

管理决策中常常面临如下多属性决策问题: 有

𝑚个选择对象𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝐵𝑚, 𝑥𝑖=(𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥𝑖𝑛)
T

是表征𝐵𝑖属性的向量,其中𝑥𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗 ⩾ 0)表示𝐵𝑖的第

𝑗个属性指标值, 𝑖=1,𝑚, 𝑗=1, 𝑛. 令𝑆= {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑚},则有如下多目标问题:

LVP max
𝑥∈𝑆

𝑍 = 𝑥,

即在𝑚个选择对象𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝐵𝑚中按“各属性指标

值越大越好”的原则选出最好的.在多目标的Pareto

原则下, LVP的最优选择一般情况下不是唯一的.实

践中, 为了得到该问题唯一最佳选择,常常通过专家

组群体决策确定出属性指标间权重 �̄� = (�̄�1, �̄�2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
�̄�𝑛)

T,最终通过比较各 �̄�T𝑥𝑖(𝑖 = 1,𝑚)选出最大者.

实践中, 个体决策受专业能力差异、经验、知识

面、决策时的精神状态、情绪和偏好等随机因素的影

响,决策结果具有随机性.可以将专家的决策水平比

作一把“尺子”,将备选对象比作“测量对象”,此时决
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策过程就是“用尺子测量某对象长度”的过程, 就像

尺子测量值是随机波动的一样,各专家的决策结果具

有随机性. 尽管当前理论界已有学者注意到群决策过

程中某些随机因素的影响,但并没有给出一个概率偏

好集结规则[1-2]. 目前,已有的概率偏好集结规则有群

体概率的Bayes集结法[3-6]、加权集结法[7]、概率乘积

法[8]、利用极大熵原理建立起来的概率集结模型[9]和

最大似然估计法[10]等. 概率集结规则是人为的选择,

常常具有主观性[11]. 本文的研究思路与以往学者具

有明显不同,在吸纳、认可每个专家决策结果的前提

下,给出“某个备选对象最好”发生的主观概率,然后

将它用于贝叶斯公式对备选对象的 Pareto有效率进

行修正,进而得出“备选对象最好”概率的排序.本文

方法还有一个优点是专家人数越多,理论上决策结果

越精确.

1 备备备选选选对对对象象象的的的优优优势势势集集集

考察对应于LVP线性加权意义下的如下单目标

问题:

LSP�̄� max
𝑥∈𝑆

𝑍�̄� = �̄�T𝑥. (1)

其中: �̄�=(𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑛)
T ∈𝐸++

𝑛 = {�̄�=(𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜆𝑃 )∣诸𝜆𝑗 > 0}.

关于LVP和LSP�̄�,有如下两个引理[12].

引引引理理理 1 对于任一 �̄� ∈ 𝐸++
𝑛 , LSP�̄�存在最优解

�̄�,且 �̄�是LVP的 Pareto有效解.

引引引理理理 2 对于线性多目标规划LVP, �̄�是其任一

有效解,都必存在 �̄� ∈ 𝐸++
𝑛 ,使𝑥是LSP𝜆的最优解.

由引理 1和引理 2可知:“�̄�是LVP的Pareto有效

解”的等价表述是, 存在 �̄� ∈ 𝐸++
𝑛 , 使 �̄�是LSP�̄�的最

优解. 令 �̄� = {�̄�∣�̄� ∈ 𝐸++
𝑛 , �̄�是LSP�̄�最优解}, 则权

重集合 �̄�体现了 �̄�的作为LVP的有效解的属性特征.

定定定义义义 1 若 �̄�是LVP的有效解, 则称 �̄� = {�̄�∣�̄�
∈ 𝐸++

𝑛 , �̄�是LSP�̄�的最优解}是 �̄�的优势集.

定定定理理理 1 �̄�是LVP的有效解的充分必要条件是

�̄�的优势集 �̄�非空.

为讨论方便, 当 �̄�不是LVP的Pareto有效解时,

定义其优势集 �̄�为空集,即 �̄� = ∅.

推推推论论论 1 (必要条件) 任何集结规则𝐻下的大型

群组决策最优选择的对象 �̄�必是LVP的 Pareto有效

解.

2 备备备选选选对对对象象象的的的Pareto有有有效效效率率率
设𝑥0是备选对象𝐵𝑗0的属性向量,考察如下线性

规划问题:

LP

⎧⎨⎩
max 𝜃 = 𝜆T𝑥0;

s.t. 𝜆T𝑥𝑗 ⩽ 1, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑗 ∕= 𝑗0;

𝜆 ⩾ 0.

(2)

定定定理理理 2 𝑥0是LVP的 Pareto有效解的充分必要

条件是存在 �̄� > 0 (即 �̄� ∈ 𝐸++
𝑛 ), 使LP的最优值 𝜃 =

�̄�T𝐶𝑥0 = 1.

证证证明明明 1)充分性. 由存在 �̄� > 0使LP的最优值 𝜃

= �̄�T𝐶𝑥0 =1可知,对于 �̄� > 0, �̄�T𝐶𝑥0 ⩾ �̄�T𝐶𝑥𝑗 ,即𝑥0

的优势集非空,所以充分性成立.

2)必要性. 由𝑥0是LVP的有效解可知其优势集

非空,即存在𝜆′>0,使𝜆′T𝐶𝑥0⩾𝜆′T𝐶𝑥𝑗 , 𝑗=1,𝑚, 𝑗 ∕=
𝑗0. 令𝜇=𝜆′T𝐶𝑥0 > 0,取𝜆′=

1

𝜇
�̄�,即知存在𝜆′>0,使

LP的最优值 𝜃 = 𝜆T𝐶𝑥0 = 1. 2
令𝑆 = {𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥(𝑘)}是由LVP的所有 𝑘个

Pareto有效解构成的集合,其中 0 < 𝑘 ⩽ 𝑚.

定定定理理理 3 已知 �̄�是LVP的有效解,则其优势集

�̄� =
∩
𝑖

{�̄�∣�̄� ∈ 𝐸++
𝑛 , �̄�T�̄� ⩾ �̄�T𝑥(𝑖)}, (3)

其中𝑥(𝑖) ∈ 𝑆(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘)且𝑥(𝑖) ∕= �̄�.

由定理 1易证定理 3成立.

设𝑥(𝑖) ∈ 𝑆, 𝑖 = 1, 𝑘, 则其优势集𝐸𝑖分别具有如

下性质.

性性性质质质 1 (凸性) 对于任意𝜆1, 𝜆2∈𝐸𝑖, 𝜇1 +𝜇2=1,

0 ⩽ 𝜇1, 𝜇2 ⩽ 1,有𝜇1𝜆1 + 𝜇2𝜆2 ∈ 𝐸𝑖;

性性性质质质 2 (锥性) 对于任意𝜆 ∈ 𝐸𝑖, 𝑘 > 0,有 𝑘𝜆 ∈
𝐸𝑖;

性性性质质质 3 (可测性) 𝐸𝑖(𝑖 = 1, 𝑟)勒贝格可测;

性性性质质质 4 (可分离性) 𝐸𝑖与𝐸𝑗彼此是可分离的, 𝑖

∕= 𝑗, 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑗 = 1, 𝑘, 且𝑚(𝐸𝑖

∩
𝐸𝑗) = 0, 其中𝑚(∗)

表示集合“∗”的勒贝格测度;

性性性质质质 5 (覆盖性) 所有𝐸𝑖的并集恰好等于𝐸𝑝
++,

即
𝑘∪

𝑖=1

𝐸𝑖 = 𝐸𝑝
++.

证证证明明明 注意到引理 1、引理 3、定义 1以及定理 2,

易证性质 1∼性质 3和性质 5成立.下面证明性质 4

成立.

注意到定理 3,有

𝐸𝑖 =
∩
𝑙

{𝜆∣𝜆 ∈ 𝐸++
𝑛 , 𝜆T𝑥(𝑖) ⩾ 𝜆T𝑥(𝑙)}.

其中: 𝑥(𝑙) ∈ 𝑆, 𝑙 = 1, 𝑘, 𝑙 ∕= 𝑖.

𝐸𝑗 =
∩
𝑙

{𝜆∣𝜆 ∈ 𝐸++
𝑛 , 𝜆T𝑥(𝑗) ⩾ 𝜆T𝑥(𝑙)}.

其中: 𝑥(𝑙) ∈ 𝑆, 𝑙 = 1, 𝑘, 𝑙 ∕= 𝑗. 故

𝐸𝑖

∩
𝐸𝑗 ⊆ {𝜆∣𝜆 ∈ 𝐸++

𝑛 , 𝜆T𝑥(𝑖) = 𝜆T𝑥(𝑗)}.
注意到𝜆T𝑥(𝑖)−𝜆T𝑥(𝑗)=0是超平面,所以𝑚(𝐸𝑖

∩
𝐸𝑗)

= 0. 又任意𝜆 ∈ 𝐸𝑖, 𝜆
T𝑥(𝑖) − 𝜆T𝑥(𝑗) ⩾ 0,而任意𝜆 ∈

𝐸𝑗 , 𝜆
T𝑥(𝑖) − 𝜆T𝑥(𝑗) ⩽ 0,所以𝐸𝑖与𝐸𝑗彼此是可分离

的. 2
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定定定义义义 2 若 �̄�是LVP的可行解, �̄�是其优势集,

则称 𝜂 = 𝑚(�̄�)/𝑚(𝐸++
𝑛 )为 �̄�的 Pareto有效率.

由定理 1及优势集的性质 4和性质 5可知: 当 �̄�

不是LVP的有效解时,其 Pareto有效率 𝜂 = 0;当 �̄�是

LVP的Pareto有效解时,其Pareto有效率 0 ⩽ 𝜂 ⩽ 1.

由优势集的性质 4和性质 5易证如下定理成立.

定定定理理理 4 设𝑥(𝑖)∈𝑆, 𝑖=1, 𝑘, 𝑥(𝑖)的 Pareto有效率

为 𝜂𝑖,则
𝑘∑

𝑖=1

𝜂𝑖 = 1.

由上述讨论可知,非劣极点𝑥(𝑖)的 Pareto有效率

𝜂𝑖表示在决策者对LVP目标间的重要性完全“无知”

的状态下 (或者说权重为均匀分布),考虑目标权重时

𝑥(𝑖)成为最优解的可能性的大小,它可看成“𝑥(𝑖)是最

优选择”事件的先验概率, 这个先验概率可由Bayes

公式利用群体专家们的个体决策得到修正.

3 大大大型型型群群群组组组多多多属属属性性性决决决策策策Bayes概概概率率率修修修正正正法法法
定定定义义义 3 当群体决策系统𝐺由不低于 50个专

家构成时,称𝐺为大型群组决策系统.

假定本文的多属性决策问题客观上存在最优决

策 (选择),只是事前不知道是𝑆中的哪一个备选对象,

因而由大型群组先对各指标间的权重作出判断,最终

在某一理想集结规则下给出“最优决策”. 实践中,由

于群决策过程中某些随机因素的影响,这个“最优决

策”只是以一定概率为客观上确实最优的决策,并且

这个“最优决策”需要一个有效的集结规则才能得到.

以事件𝐵表示“大型群组专家作出的群组决策客观

上确实为最优决策”, 则 0 < 𝑃 (𝐵) ⩽ 1. 事实上不必

知道大型群组的“理想集结规则”及其规则下的结果,

便可利用Bayes公式修正𝑆中Pareto有效解为“客观

上是最优决策”的概率.

对于由 𝑡(𝑡 ⩾ 50)个专家组成的大型群组, 运用

定理 2可以轻易求得𝑚个选择对象𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑚的

Pareto有效解𝑥(𝑖) ∈ 𝑆, 𝑖= 1, 𝑘, 𝑥(𝑖)的优势集和 Pareto

有效率分别为𝐸𝑖和 𝜂𝑖.不妨设有 𝑠1个专家的决策向

量𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑠1落在𝐸1中;有 𝑠2个专家的决策向量

𝜆𝑠1+1, 𝜆𝑠1+2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑠1+𝑠2落在𝐸2中; ⋅ ⋅ ⋅ ; 有 𝑠𝑘个专家

的决策向量𝜆𝑠1+𝑠2+⋅⋅⋅+𝑠𝑘−1+1, 𝜆𝑠1+𝑠2+⋅⋅⋅+𝑠𝑘−1+2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜆𝑠1+𝑠2+⋅⋅⋅+𝑠𝑘−1+𝑠𝑘落在𝐸𝑘中, 𝑠1+𝑠2+ ⋅ ⋅ ⋅+𝑠𝑘−1+𝑠𝑘

= 𝑡.令事件𝐴𝑖表示“𝑥(𝑖)是最优决策”, 则𝐴𝑖发生的

初始概率即为备选对象的 Pareto有效率, 则对于 𝑖 =

1, 𝑘,有

𝑝(𝐴𝑖) = 𝜂𝑖, 𝑝
( 𝐵

𝐴𝑖

)
=

𝑠𝑖
𝑡
. (4)

由Bayes公式, 事后 (群体中的专家分别给出个

人决策后)的后验概率为

𝑝
(𝐴𝑖

𝐵

)
=

𝑝
( 𝐵

𝐴𝑖

)
⋅ 𝑝(𝐴𝑖)

𝑘∑
𝑖=1

𝑝
( 𝐵

𝐴𝑖

)
⋅ 𝑝(𝐴𝑖)

=
𝜂𝑖𝑠𝑖
𝑘∑

𝑖=1

𝜂𝑖𝑠𝑖

. (5)

4 应应应用用用算算算例例例

现有 7个城市,欲评价这些城市的经济运行状况,

择其最优者作为重点扶持对象, 建设新型工业发展

特区.分别考察表征该城市经济运行状况的两项重

要的效益型 (即越大越好)指标 (见表 1), 两项指标的

相对重要程度未知, 但已知由大型群组决策专家系

统𝐺(𝑡 = 50)给出的个体决策向量 (两项指标在 0-1之

间打分)如表 2所示.

表 1 城市的属性指标值

指标 城市 1 城市 2 城市 3 城市 4 城市 5 城市 6 城市 7

1 9 3 8 3.5 4 6 4

2 4 5 3 4 4.5 3.5 5

表 2 专家决策数据表

专家序号 决策向量 所属优势集 专家序号 决策向量 所属优势集

1 (0.2, 0.96) 𝐸1 26 (0.29, 0.98) 𝐸1

2 (0.13, 0.99) 𝐸2 27 (0.20, 0.98) 𝐸1

3 (0.27, 1) 𝐸1 28 (0.11, 0.99) 𝐸2

4 (0.11, 0.99) 𝐸2 29 (0.25, 1) 𝐸1

5 (0.37, 0.99) 𝐸1 30 (0.29, 1) 𝐸1

6 (0.320.99) 𝐸1 31 (0.21, 0.98) 𝐸1

7 (0.22, 0.99) 𝐸1 32 (0.22, 0.99) 𝐸1

8 (0.24, 0.99) 𝐸1 33 (0.28, 0.98) 𝐸1

9 (0.09, 1) 𝐸2 34 (0.28, 0.98) 𝐸1

10 (0.28, 0.99) 𝐸1 35 (0.09, 1) 𝐸2

11 (0.31, 0.99) 𝐸1 36 (0.25, 1) 𝐸1

12 (0.24, 0.99) 𝐸1 37 (0.29, 0.98) 𝐸1

13 (0.20, 0.98) 𝐸1 38 (0.20, 0.98) 𝐸1

14 (0.15, 0.99) 𝐸2 39 (0.26, 0.99) 𝐸1

15 (0.26, 1) 𝐸1 40 (0.25, 0.99) 𝐸1

16 (0.29, 0.98) 𝐸1 41 (0.26, 0.99) 𝐸1

17 (0.24, 0.99) 𝐸1 42 (0.29, 0.98) 𝐸1

18 (0.26, 0.99) 𝐸1 43 (0.22, 0.99) 𝐸1

19 (0.24, 0.97) 𝐸1 44 (0.16, 0.99) 𝐸2

20 (0.11, 0.99) 𝐸2 45 (0.27, 0.99) 𝐸1

21 (0.27, 0.99) 𝐸1 46 (0.26, 0.99) 𝐸1

22 (0.20, 0.98) 𝐸1 47 (0.17, 0.99) 𝐸2

23 (0.21, 0.99) 𝐸1 48 (0.26, 0.97) 𝐸1

24 (0.24, 1) 𝐸1 49 (0.27, 1) 𝐸1

25 (0.34, 0.99) 𝐸1 50 (0.24, 0.99) 𝐸1

首先运用模型LSP�̄�求得Pareto解如下: 城市 1

为 (9, 4)T; 城市 2为 (4, 5)T.对于城市 1, 可得其优势

集为𝐸1 =
{[

𝜆1

𝜆2

]
∈ 𝐸++

2 ∣5𝜆1 − 𝜆2 ⩾ 0
}

,见图 1. 可

求得该点的 Pareto有效率等于图 1中阴影扇形区域部

分的测度与作为第一象限的扇形区域的测度之比.即

𝜂1 =
𝑚(𝐸1)

𝑚(𝐸++
2 )

= lim
𝜌→+∞

w arctg5

0

w 𝜌

0
𝑟d𝑟w π/2

0

w 𝜌

0
𝑟d𝑟

=
2arctg5

π
≈

0.875.
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城市 2的优势集为𝐸2=
{[

𝜆1

𝜆2

]
∈𝐸++

2 ∣5𝜆1−𝜆2⩽0
}

,

其Pareto有效率为 𝜂2 = 1− 0.875 = 0.125.

0 1 λ
1

5

λ
2 λ

2
=5λ

1

图 1 城市 1的优势集

令事件𝐴1表示“城市 1是最优决策”,事件𝐴2表

示“城市 2是最优决策”, 𝐵表示“大型群组专家作出

的群组决策客观上确实为最优决策”, 则有 𝑝(𝐴1) =

0.875, 𝑝(𝐴2) = 0.125. 利用表 2可求得

𝑝
( 𝐵

𝐴1

)
=

42

50
= 0.84, 𝑝

( 𝐵

𝐴2

)
= 0.16.

于是

𝑝
(𝐴1

𝐵

)
=

𝑝(𝐴1) ⋅ 𝑃
( 𝐵

𝐴1

)
𝑝(𝐴1) ⋅ 𝑃

( 𝐵

𝐴1

)
+ 𝑝(𝐴2) ⋅ 𝑃

( 𝐵

𝐴2

) = 0.974,

𝑝
(𝐴2

𝐵

)
= 0.026.

所以最优选择是城市 1.

5 结结结 论论论

由于大型群组多属性决策受诸多随机因素的影

响, 专家组在某一理想集结规则下给出的“最优决

策”只是以一定概率为“客观上确实是最优的决策”.

注意到这一点, 本文在发现多属性备选对象优势集

的基础上, 给出了其 Pareto有效率, 并证明只有作为

Pareto解的备选对象的 Pareto有效率才可能不为零.

将这些 Pareto有效率作为相应备选对象为“最优决

策”的先验概率分布,利用贝叶斯公式和专家组决策

结果对其进行修正, 从而获得“最优决策”概率最大

的备选对象.由算例可以看出,本文方法在充分利用

专家组决策信息前提下避免了寻找一个主观集结规

则的决策问题,不需集结出一个权重结果,从而减少

了决策过程中主观因素影响,并且当将每位专家的决

策看成一个独立的随机实验时,理论上专家人数越多

决策结果越精确.
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