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外伸梁离散系统模态的若干定性性质
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摘要 在已证明外伸梁的差分离散模型频率和位移振型基本振荡性质的基础上，首先揭示了两跨外伸梁的共轭

系统是一端铰支一端固定并有一个中间铰的两跨连续梁，证明了两跨外伸梁的共轭梁的刚度矩阵是符号振荡矩

阵，进而确定了外伸梁的弯矩振型的符号改变数；由此进一步讨论了它的转角振型和剪力振型的符号改变数规

律以及位移振型的其他一些定性性质.
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引 言

工程实际中常见有 3种静定梁：悬臂梁、简支梁

和外伸梁. 前两种梁都是单跨梁,它们横振动的频谱

和模态的定性性质，在文献 [1-4]中已进行了充分的

研究.因外伸梁属于多跨结构，直到最近才对其定性

性质进行了讨论 [5-7]. 文献 [5]证明了属于正系统的

多跨梁柔度矩阵的振荡性，获得了属于正系统的多

跨梁差分离散模型频率和位移振型的基本振荡性质.

不过该文的结论对于外伸梁这类结构不适用. 文献

[6]讨论了任意支承多跨梁差分离散模型刚度矩阵的

符号振荡性，扩展了文献 [5] 所得结论的适用范围.

文献 [6] 的结果显然适用于外伸梁. 因此，文献 [7]

证明了两跨外伸梁的差分离散模型频率和位移振型

具有如下基本振荡性质：

性质 1 两跨外伸梁的频率全是正的和单的，

即

0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn−1

性质 2 两跨外伸梁的第一振型恰有 1个节点.

如果约定称节点与支座之间没有系统的质点的情况

为节点与支座重合，则此节点与支座重合.

性质 3 两跨外伸梁的第 i振型 u(i) 恰有 i−2 t

个节点 (i > 2). 其中 t 为 ũ(i) 线的节点与支座重合

的次数，0 6 t 6 1. ũ(i) 与 u(i) 的分量之间的关系

为 ũj = εjuj . 式中 εj = (−1)α−1，α 为外伸梁的差

分点 xj 所在的段数，α = 1, 2.

性质 4 当 ũ(i) 线与 ũ(i+1) 线的节点均不与

支座重合时，外伸梁的 u(i) 线与 u(i+1) 线 (i = 2,

3, · · · , n − 2) 除支座外的节点彼此相间；而当 ũ(i)

线与 ũ(i+1) 线的节点之一与支座重合时，外伸梁的

u(i) 线与 u(i+1) 线 (i = 2, 3, · · · , n − 2) 的节点不一

定彼此相间.

基于外伸梁在工程中的广泛使用 [8]，有必要进

一步讨论它的转角、弯矩和剪力振型的定性性质.

为此，首先导出了两跨外伸梁的共轭梁是左端铰支

右端固定并有一个中间铰的两跨连续梁；接着证明

了相应共轭梁的离散模型刚度矩阵属于符号振荡矩

阵，由此获得了共轭系统的 “位移” 振型，亦即外伸

梁的弯矩振型的符号改变数. 在此基础上进一步阐

明了外伸梁的位移、转角、弯矩和剪力振型的一系列

定性性质.

1 外伸梁的差分离散模型及其振动方程

考虑长为 l 的两跨外伸 Euler 梁. 梁材料的线

密度为 ρ(x)，截面抗弯刚度为 S(x) = E(x)J(x)，梁

的横向固有振动的模态方程是

(S(x)u′′(x))′′ = ω2ρu(x) , 0 < x < l (1)

其中，u(x)为梁的位移振型，ω 为固有圆频率.两跨

外伸梁的支承条件包括

u(0) = 0, u′′(0) = 0

S(l)u′′(l) = 0, (S(x)u′′(x))′|x=l = 0



 (2)
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u(c) = 0, u′(c) 和 u′′(c) 连续 (3)

文献 [6-7]证明了，若取 c点为差分点: 0 = x0 <

x1 < · · · < xr(= c) < xr+1 < · · · < xn = l，记

si = S(xi)，ρi = ρ(xi)，采用二阶中心差分公式并引

入参数变换

m0 =
ρ0l1
2

, mn =
ρnln

2

mr = ρr
lr + lr+1

2
, kr =

2sr

lr + lr+1

r = 1, 2, · · · , n− 1





(4)

即得图 1 所示的两跨外伸梁的差分离散模型. 图

中，li = xi − xi−1 (i = 1, 2, · · · , n; x0 = 0, xn = l)

是差分步长，mi (i = 0, 1, · · · , n) 是结点质量，ki

(i = 1, 2, · · · , n − 1) 则是连接 mi 两侧刚杆的转动

弹簧刚度. 以下称图 1 所示模型为系统 S1.

图 1 两跨外伸梁的弹簧 --质点 --刚杆模型

Fig.1 Spring-mass point-rigid rod model for a two-span beam

with an overhang

若记 λ = ω2，ui = u(xi)，文献 [6-7]已经证明，

可将系统 S1 的模态方程组写成以下向量形式

λM1u = A1u (5)

式中，u = (u1, u2, · · · , ur−1, ur+1, · · · , un)T 是系

统 S1 的位移振型，M1 = diag(m1,m2, · · · ,mr−1,

mr+1, · · · ,mn)是系统 S1的质量矩阵，A1是系统 S1

的刚度矩阵，它的表达式参见文献 [7] 中的式 (12).

2 外伸梁的共轭结构

为了进一步阐明外伸梁的其他几种振型的定性

性质，需要引入外伸梁的共轭结构. 记

M = diag(m1,m2, · · · ,mr, · · · ,mn)

K = diag(k1, k2, · · · , kr, · · · , kn−1)

E =




1 −1 0 · · · 0 0

0 1 −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 −1

0 0 0 · · · 0 1




n×n

Ē =




1 −1 0 · · · 0 0 0

0 1 −1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1 −1 0

0 0 0 · · · 0 1 −1




(n−1)×n

ū = (u1, · · · , ur−1, 0, ur+1, · · · , un)T

L = diag(l1, l2, · · · , ln)

以及两跨外伸梁的弯矩振型为

τ = (τ1, τ2, · · · , τn−1)T = KĒL−1ETū (6)

则方程 (5) 可以被改写为

λMū = EL−1Ē
T
KĒL−1ETū + Rre

(r) =

EL−1Ē
T
τ + Rre

(r) (7)

其中，e(r) 为第 r 个分量为 1 其余分量为 0 的 n 维

单位列矢量. 式 (7) 中包含了第 r 个质点即中间支

座处的平衡方程

0 =
1

mr

(τr − τr−1

lr
− τr+1 − τr

lr+1

)
+

Rr

mr
(8)

其中，Rr 为中间支座处的约束反力. 当视 mr 为无

穷大时，Rr/mr → 0. 进一步可以把式 (7) 改写为

λĒL−1ETū = ĒL−1ETM−1EL−1Ē
T
τ

或

λK−1τ = ĒL−1ETM−1EL−1Ē
T
τ (9)

此式显然可以看作某个具有 n− 1 个自由度的 “梁”

的模态方程，把此式所代表的振动系统称为两跨外

伸梁的共轭系统.由平衡方程 (8)和两跨外伸梁的边

界条件推知

τ0 = 0 , τ ′′0 = 0 , τn = 0 , τ ′n = 0 , τ ′′r /mr = 0

由此得到两跨外伸梁的共轭系统是如图 2 所表示的

左端铰支，右端固定，而在 xr = c处存在一个中间铰

链连接的两跨连续梁的离散系统. 这个系统具有参

数 {m̄i}n−1
1 = {k−1

i }n−1
1 ，̄ki = m−1

i (i = 1, 2, · · · , n；

i 6= r) 和 {li}n
1 并视 k̄r = m−1

r = 0，并以 τ =

(τ1, τ2, · · · , τn−1)T 为自己的 “位移” 振型.
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图 2 两跨外伸梁的共轭系统

Fig.2 The conjugated systems of two-span overhang beams

上面的推导过程直接表明，外伸梁的共轭系统

与外伸梁本身有完全相同的频谱.

3 外伸梁共轭系统的基本定性性质

3.1 两跨外伸梁共轭系统的刚度矩阵的符号振荡性

由式 (9)，上节导出的两跨外伸梁的共轭模型离

散系统的刚度矩阵是

A1τ = ĒL−1ETM−1EL−1Ē
T

注意到刚度矩阵 A1τ 的符号倒换矩阵

A∗
1τ = (ĒL−1ETM−1EL−1Ē

T)∗

是一系列完全非负矩阵的乘积，因而 A∗
1τ 必为完全

非负矩阵；不难检验，A∗
1τ 有正的次主对角元，还可

以证明，它的行列式 |A1τ | 必定大于 0. 这样，根据

振荡矩阵的判定准则 [1]，两跨外伸梁的共轭系统的

刚度矩阵是符号振荡矩阵.

3.2 外伸梁的弯矩振型的定性性质

既然两跨外伸梁的共轭系统的刚度矩阵 A1τ 是

符号振荡矩阵，它的质量矩阵 M1τ = diag{m̄i}n−1
1

是具有正元素的对角矩阵，则乘积M−1
1τ A1τ 仍为符

号振荡矩阵. 那么根据振荡矩阵的理论 [1]，若记与

ωi (i = 1, 2, · · · , n − 1) 相应的外伸梁的弯矩振型为

τ (i)，则两跨外伸梁的弯矩振型具有以下定性性质：

性质 5 τ (i) 有且仅有 i− 1 (i = 1, 2, · · · , n− 1)

个节点.

性质 6 τ (i) 线与 τ (i+1) 线 (i = 2, · · · , n − 2)

的节点彼此相间.

4 外伸梁的其他定性性质

(1) 考察两跨外伸梁的 ũ(i) 线的某一节点与支

座重合的情况. 根据 “位移振型遇支座变号” 的规

则，中间支座两侧紧邻的质点必在梁的平衡位置的

同一侧，如图 3所示. 这表明，当两跨外伸梁的 ũ(i)

线的某一节点与支座重合时，中间支座必是包含中

间支承点在内的位移振型 ū(i) 的一个零腹点. 于是,

图 3 ũ(i) 线的某一节点与支座重合的两种可能图案

Fig.3 Two possible patterns of the ū(i)-line when a node of

the respective ũ(i)-line overlaps with a support

尽管两跨外伸梁的第 i 振型 u(i) 只有 i − 2 t 个节

点，但与振型 u(i) 相应的 ū(i) 线则有 i 个零点 (一

个零腹点当作两个单零点计数).

(2) 设 us 是 u(i) 的一个内部极大值，即 us >
us−1，us > us+1. 由 τ 的定义

τs = ks

(us − us−1

ls
− us+1 − us

ls+1

)

和 τ (i) 有确定的变号数推知，上面两个不等式中等

号不能同时成立. 这样，当 us 是一个内部极大值时

τs > 0. 同理当 us 是一个内部极小值时 τs < 0.

(3) 如果定义两跨外伸梁的转角振型为 θ =

L−1Ē
T
n ū，Ēn 与前文定义过的 Ē 有完全相同的结

构，只是阶数为 n× (n + 1). 那么

性质 7 外伸梁的第 i 个转角振型 θ(i) (i = 1,

2, · · · , n) 的分量序列中恰有 i 个变号数.

事实上，根据两跨外伸梁的第 i 振型 u(i) 有且

仅有 i − 2 t 个节点和节点的定义，这些节点把 u(i)

的分量序列分成 i + 1 − 2 t 个同号段. 除包含自由

端的同号段外，每个同号段中至少存在一个极值位

置. 这样，在 u(i) 的分量序列中至少存在 i − 2 t 个

内部极值位置. 当外伸梁的 ũ(i) 线的节点均不与支

座重合时，t = 0；当两跨外伸梁的 ũ(i) 线的某一

节点与支座重合时，由图 3，中间支座两侧紧邻的

u(i) 的两个节点之间存在 ū(i) 线的 3 个极值位置.

于是 ū(i) 线的分量序列中至少存在 i 个内部极值位

置.另一方面，根据外伸梁的弯矩振型 τ (i) 恰有 i−1

(i = 1, 2, · · · , n − 1) 个节点即 τ (i) 的分量序列中恰

有 i− 1 个变号数和前文内容可知，ū(i) 线的分量序

列中至多存在 i 个内部极值位置. 这就表明 ū(i) 线

的分量序列中有且仅有 i 个内部极值位置. 每个极

值位置的两侧 θ(i) 显然改变符号一次，这样，θ(i) 的

分量序列中恰有 i 个变号数.

推论 除支座紧邻两侧外，在 u(i) 的正的 (负

的) 同号段中只有一个极大 (极小) 位置.

(4) 如果定义外伸梁的剪力振型为 ϕ =

L−1Ē
T
τ，则由 τ (i) 的节点数和 ū(i) 的零点数以及
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方程 (7)，类似的讨论可以给出：

性质 8 第 i 个剪力模态 ϕ(i) (i = 1, 2, · · · , n)

的分量序列中恰有 i 个变号数.

5 结束语

本文成功地导出了两跨外伸梁的差分离散系统

的共轭系统，证明了相应共轭系统刚度矩阵的符号

振荡性，进而阐明了外伸梁的转角振型、弯矩振型和

剪力振型的变号数以及其他一些在工程实际中有用

的定性性质. 关于三跨外伸梁可以完全相似的讨论.

顺便指出，文中关于共轭系统振荡性的讨论实

际上也就证明了左右两端为静定或超静定支承并有

中间铰连接的两跨和三跨连续梁的基本振荡特性.
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SOME QUALITATIVE PROPERTIES OF MODESOF DISCRETE SYSTEM OF

BEAM WITH OVERHANG 1)

Wang Qishen∗,2) Zhang Lihua∗ Wang Dajun†
∗(Department of Physics，Anqing Teachers College，Anqing 246011，China)

†(State Key Laboratory for Turbulence and Complex Systems and Department of Mechanics and Engineering Science，

Peking University，Beijing 100871，China)

Abstract Base on the basic oscillating properties of the frequencies and the displacement modes in the

discrete system of the beam with overhang, it is proved that the stiffness matrices of conjugated system of a

two-span beam with one cantilever is to be sign-oscillated. Then, the sign interchanges number of the flexural

moment modes of a beam with one cantilever are determined. Furthermore, some qualitative propertiesof its

displacement modes, rotation modes, moment modes and shearing force mode are given. The basic oscillating

properties about two-span and three-span continuous beams having middle pinned are obtained practically in

this paper as well.

Key words beam with overhang，conjugated system，flexural moment modes，rotation modes and shearing

force modes，qualitative properties
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