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梯度饱和土瞬态响应分析
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摘要 基于 Biot 多孔介质理论，建立了饱和土体在动载荷作用下的一维回传射线矩阵法的计算列式，其中考

虑了土体的非均匀性、惯性、黏滞以及固体颗粒和流体的可压缩性. 利用计算结果与已有结果相比较，二者相

吻合，验证了算法的正确性. 作为数值算例，考虑饱和土的物理力学性质沿深度方向按幂函数连续变化，利用

数值 Laplace 逆变换求解了在冲击性载荷作用下的位移，应力和孔隙压力等物理量的瞬态响应，重点分析讨论

了材料非均匀性对饱和土介质动力特性的影响.
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引 言

多孔介质动力响应问题的研究在岩土工程，生

物工程以及地震工程等领域内有着非常重要的应用

价值. 自 Biot[1-2] 提出描述饱和多孔介质动力特性

的基本方程以来，国内外众多学者从不同角度对多

孔介质动力学问题进行了研究. de Boer[3]，黄茂松

等 [4] 和 Schanz 等 [5] 对饱和多孔介质动力学方面

的研究成果做了较详细的综述，其中绝大部分工作

是基于土体具有统计各向同性且均匀等假设为前提

条件的. 然而土层通常由于环境、地理和气候等条

件的不同，致使土的物理力学性质等方面沿土层深

度有着明显的差别，即使是同一种类型的土，当层

厚较大时，也会表现出明显不同的物理力学性质，

因而具有非均匀性. 目前，关于非均匀土力学行

为的研究大部分是基于单相的连续介质理论 [6-8]，

而采用多孔介质理论的研究成果尚不多见. 秦小军

等 [9] 将饱和土体视为由弹性骨架和不可压缩流体

组成的两相孔隙介质,选取固相位移、液相位移和孔

隙水压作为场变量，利用伽辽金原理和逐步积分方

法导出了可进行二维非均匀饱和土体动力分析的有

限元解. Ke等基于 Biot孔隙介质波动理论，分别考

虑介质参数按指数函数 [10] 以及按线性函数 [11] 沿

深度变化的情形，获得了非均匀饱和土层中 Love波

的复频散方程，并且数值分析了非均匀性对 Love波

的传播的影响. Zhou 等 [12] 基于 Biot 多孔介质理

论，采用传递矩阵法分析了多层饱和土的波动响应.

自从材料科学家提出功能梯度材料的概念 [13]

以来，对材料特性沿空间连续变化的非均匀固体材

料力学行为的研究得到了广泛的关注并已取得了丰

硕的成果. 雷鸣等 [8] 将功能梯度材料的概念引入

到岩土工程中，提出了 “梯度土介质” 的概念，即用

梯度这个概念来描述土体的物理力学性质的连续变

化，从而克服了与实际不符的均质土介质假设. 考虑

到非均匀性是土体在形成过程中产生的一大特点，

本文基于 Biot饱和多孔介质理论，研究建立非均匀

一维饱和多孔土体的在动载荷作用下的回传射线矩

阵法计算列式，分析物理力学性质沿深度方向梯度

变化时应力、位移以及孔隙压力等物理量的变化规

律.

1 饱和多孔介质模型

1.1 基本方程

基于 Biot理论，均匀的饱和多孔介质的基本方

程如下：

物理方程为

σij = 2µεij + (λεkk − αp) δij (1)

ζ = αεkk + p/M (2)
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几何关系为

εij = (ui,j + uj,i)/2 (3)

运动方程为

σij,j = ρüi + ρfẅi (4)

−p,i = ρf üi + mẅi + ẇi/kf (5)

式中，σij 和 p 为饱和多孔介质的总应力分量和孔

隙流体压力 (i, j = 1, 2, 3)；ui 和 wi 表示固体骨架位

移和流体的相对位移，ζ = −wi,i；λ 和 µ 为固体骨

架 Lame 弹性常数；εij 表示固体骨架的应变；kf 表

示动力渗透系数；α和 M 为考虑二相材料压缩性的

Biot参数；m = ρf/n表示与孔隙水的质量密度及孔

隙几何特征有关的参数；ρ = (1− n) ρs +nρf 为混合

物介质的质量密度，其中，n 为孔隙率，ρs 和 ρf 分

别为固相和液相的密度.

1.2 无量纲化频域方程

引入下列无量纲化变量

x̄i =
xi

H
, ūi =

ui

H
, t̄ =

√
(λ + 2µ)/ρ

H
t

σ̄ij =
σij

λ + 2µ
, p̄ =

p

λ + 2µ
, λ̄ =

λ

λ + 2µ

µ̄ =
µ

λ + 2µ
, M̄ =

M

λ + 2µ
, ρ̄f =

ρf

ρ

m̄ =
m

ρ
, η =

H

kf

√
ρ (λ + 2µ)

(6)

将无量纲变量式 (6)代入方程 (1)∼(5)中，并对

时间变量 t̄ 进行 Laplace 变换，经过整理后可得到

用 ū-p̄ 表示的频域内饱和多孔介质动力问题的控制

方程

µ̄ū∗i,jj +
(
µ̄ + λ̄

)
ū∗j,ij − (α− β) p̄∗,i−

s2 (1− ρ̄fβ) ū∗i = 0 (7)

β

ρ̄fs2
p̄∗,ii − (α− β) ū∗i,i −

1
M̄

p̄∗ = 0 (8)

式中，s为 Laplace积分变换参数, β =
n

1 + nη/(ρ̄fs)
.

考虑具有刚性下卧层的饱和土层，在表面受到

沿水平面无限均匀分布的动载荷 f (t) 的作用.

对于上述一维问题，由方程 (7)和方程 (8)结合

方程 (1)∼(5) 可得到均匀饱和土体的位移和应力解

答为

ū∗ = U1er1sx̄ + U2er2sx̄ + U3e−r1sx̄ + U4e−r2sx̄ (9)

p̄∗ = a1U1er1sx̄ + a2U2er2sx̄ − a1U3e−r1sx̄−

a2U4e−r2sx̄ (10)

w̄∗i = −b1U1er1sx̄ − b2U2er2sx̄ − b1U3e−r1sx̄−

b2U4e−r2sx̄ (11)

σ̄∗x = c1U1er1sx̄ + c2U2er2sx̄ − c1U3e−r1sx̄−

c2U4e−r2sx̄ (12)

式中, U1，U2，U3，U4 为未知常数,

r1,2 =

√
B ±√B2 − 4AC

2A
, A =

β

ρ̄f

B = (1− βρ̄f)
β

ρ̄f
+ (α− β)2 +

1
M̄

C =
1
M̄

(1− βρ̄f)

a1 =
r2
1 − (1− βρ̄f)
(α− β) r1

s , a2 =
r2
2 − (1− βρ̄f)
(α− β) r2

s

b1 = β

(
r1a1

sρ̄f
+ 1

)
, b2 = β

(
r2a2

sρ̄f
+ 1

)

c1 = r1s− αa1 , c2 = r2s− αa2

2 回传射线矩阵法求解

由于材料非均匀性，导致问题的控制方程为变

系数偏微分方程组，一般情况下很难获得解析解答.

为此，通常将非均匀材料沿材料特性变化方向简化

为许多均匀材料薄层 (如图 1 所示)，层数 N 的

多少由问题所要求的精度决定. 对于简化以后的

层合模型，常用的分析方法是传递矩阵法，但是，

基于传递矩阵列式的数值计算会出现数值不稳定问

题 [14]. 近年来，Pao等 [15]提出回传射线矩阵法的波

动模型，并将其应用到层状介质中,取得了很好的效

果 [16-17].

图 1 饱和土的层合模型及局部坐标系示意图

Fig.1 The approximate laminate model of soil

2.1 散射关系

在对偶局部坐标系下的所有节点建立力的平衡
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和位移协调关系可得



1 1 1 1

−b1 −b2 −b1 −b2

c1 c2 −c1 −c2

a1 a2 −a1 −a2







U
i(i−1)
1

U
i(i−1)
2

U
i(i+1)
1

U
i(i+1)
2




=




−1 −1 −1 −1

b1 b2 b1 b2

c1 c2 −c1 −c2

a1 a2 −a1 −a2







U
i(i−1)
3

U
i(i−1)
4

U
i(i+1)
3

U
i(i+1)
4




或 di = Siai (i = 1, 2, · · · , N − 1) (13)

式中，di = [U i(i−1)
1 U

i(i−1)
2 U

i(i+1)
1 U

i(i+1)
2 ]T为入射

波波幅向量；ai = [U i(i−1)
3 U

i(i−1)
4 U

i(i+1)
3 U

i(i+1)
4 ]T

为出射波波幅向量；Si 称为节点 i 处的局部散射矩

阵.

考虑饱和土上表面透水且受载荷 f (t)作用，下

表面固定且不透水的边界条件，即

在 x̄ = 0 处 , σ̄∗x = q̄∗ (s) , p̄∗ = 0 (14)

在 x̄ = 1 处 , ū∗ = 0 , w̄∗ = 0 (15)

利用方程 (9)∼(12)，整理后得
[

c1 c2

a1 a2

][
U01

1

U01
2

]
=

[
c1 c2

a1 a2

][
U01

3

U01
4

]
+

[
q (s)

0

]

或

[
U01

1

U01
2

]
= d0 =

S0a0 + F 0 = S0

[
U01

3

U01
4

]
+ F 0 (16)

[
1 1

−b1 −b2

][
U

N(N−1)
1

U
N(N−1)
2

]
=

[
−1 −1

b1 b2

][
U

N(N−1)
3

U
N(N−1)
4

]

或

[
U

N(N−1)
1

U
N(N−1)
2

]
= dN = SNaN =

SN

[
U

N(N−1)
3

U
N(N−1)
4

]
(17)

式中，q̄∗ (s) 为载荷项 f (t) 的 Laplace 积分变换.

合并式 (13)，式 (16) 和式 (17) 可得

d = Sa + F (18)

其中

d =
[ (

d0
)T (

d1
)T · · ·

(
dN−1

)T (
dN

)T
]T

,

a =
[ (

a0
)T (

a1
)T · · · (

aN−1
)T (

aN
)T

]T

,

S =




S0
2×2 02×4 02×4 · · · 02×4 02×4

04×2 S1
4×4 04×4 · · · 04×4 04×2

04×2 04×4 S2
4×4 · · · 04×4 04×2

...
...

...
. . .

...
...

04×2 04×4 04×4 · · · SN−1
4×4 04×2

02×2 02×4 02×4 · · · 02×4 SN
2×2




称为整体散射矩阵.

2.2 相位关系和回传射线矩阵

同一点处的物理量可以在一对对偶局部坐标系

下同时表示，因此可得

a = P d̄ , d̄ = Ud (19)

式中，d̄ = [U10
1 U10

2 U01
1 U01

2 · · · U
(N−1)N
1

U
(N−1)N
2 ]T，P 为整体相位矩阵，定义为

P =




P 01 04×4 · · · 04×4

04×4 P 12 · · · 04×4

...
...

. . .
...

04×4 04×4 · · · P (N−1)N




P ij =




−erij
1 sh̄i 0 0 0

0 −erij
2 sh̄i 0 0

0 0 −erij
1 sh̄i 0

0 0 0 −erij
2 sh̄i




U 为整体置换矩阵，定义为

U =




U0 04×4 · · · 04×4

04×4 U0 · · · 04×4

...
...

. . .
...

04×4 04×4 · · · U0



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U0 =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0




将式 (19) 代入式 (18)，最终可得

d = (I −R)−1F , a = PUd (20)

式中，R = SPU 称为回传射线矩阵，I 为单位矩阵.

利用式 (20) 求出 d 和 a 后，结合方程

(9)∼(12)，就可以获得在频域中饱和土中任一点处的

位移，应力和流体压力等物理量，然后利用 Laplace

逆变换可得到时域上相应的物理量.

3 数值算例

考虑饱和多孔介质的材料特性沿厚度方向按幂

函数变化

G (x) = (G (0)−G (H))
(

H − x

H

)γ

+ G (H) (21)

式中，G (x) 表示在 x 处的 λ，µ，M，m，ρ，ρf，kf

等物理力学参数；γ 表示梯度因子.

在文中的具体数值计算中，为了简化起见，假设

各物理力学参数具有相同的变化趋势. 具体选用如

下材料参数 [18]：

上表面 (x̄ = 0)处：̄λ1 = 0.424 7，̄µ1 = 0.287 7，

M̄1 = 15.369 4，n1 = 0.48，α1 = 0.980 9，ρ̄f1 =

0.530 8，m̄1 = 1.105 8，η1 = 3.516 1× 103

下表面 (x̄ = 1) 处：̄λ2 = 0.250，µ̄2 = 0.375，

M̄2 = 0.845 7，n2 = 0.19，α2 = 0.777 8，ρ̄f2 =

0.406 8，m̄2 = 2.141 2，η2 = 8.392 6× 103

采用 Honig和 Hirdes提出的数值 Laplace逆变

换方法 [19], 图 2 和图 3 分别给出了不同梯度因子

γ 情形下，在 x̄ = 0.5 处的无量纲孔隙压力 p̄ 和无

量纲骨架位移 ū 随时间的变化曲线，从图中可以看

出，波的传播速度速度随梯度因子的不同而不同，

当 γ = 0，0.5，1，5，50 时，压缩波到达 x̄ = 0.5 处

所需要的无量纲化时间分别为 t̄ ≈ 0.113 4，0126 7，

0.140 1，0.250 0，0.320 1. 可见，随着不同梯度因子 γ

的增加，梯度饱和土的波速减小，并且非均匀土的波

速介于两种均匀介质之间，非均匀性对瞬态响应有

显著的影响.

图 2 孔隙压力变化曲线

Fig.2 Dimensionless fluid pressure

图 3 骨架位移变化曲线

Fig.3 Dimensionless displacement

4 结 论

基于 Biot多孔介质模型，建立了一维饱和土的

回传射线矩阵法计算列式，可以对物理力学性质沿

深度任意变化的饱和土动力响应问题进行分析. 假

设材料特性为幂函数变化，数值分析了上表面完全

透水, 下表面固定且完全不透水的边界条件下饱和

土的动力特性. 结果表明：

(1) 回传射线矩阵法对梯度非均匀饱和土动力

响应分析具有很好的适用性，其计算列式明了、计

算稳定，有利于求解复杂的波动问题，能得到非常

精确的早期瞬态响应；

(2) 非均匀饱和土的动力行为与均匀饱和土有

着明显的不同，非均匀性对瞬态响应有显著的影响.

当材料特性为幂函数变化时，非均匀土的波速介于

两种均匀介质之间.
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TRANSIENT DYNAMIC ANALYSIS OF GRADIENT FLUID-SATURATED

SOIL 1)

Zhou Fengxi∗,†,2) Lai Yuanming†
∗(School of Civil Engineering，Lanzhou University of Technology，Lanzhou 730050，China)

†(Cold and Arid Regions Environmental and Engineering Research Institute，Chinese Academy of Sciences,

Lanzhou 730000，China)

Abstract Based on the Biot’s theory of porous media, the calculation formula of reverberation ray matrix
method is established for one-dimensional transient response of fluid-saturated soil, where the non-homogeneous,
inertial, viscous and the compressible of solid particles and fluid are taken into account. The present method-
ology is validated by comparing solutions with some known result. As numerical examples, assuming that the
material properties of the saturated soil have an exponential law distribution along the thickness-coordinate, the
transient response, in terms of displacement, stress and pore press, are examined using numerical inverse Laplace
transform. The effect of non-homogeneous on transient responses of gradient saturated soil is demonstrated
and discussed.
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