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摘 要: 有效判定灰色模型的病态性是进行灰预测建模的关键.为了揭示灰色Verhulst拓展模型建模参数在原始

序列存在微小扰动下的变化规律,以矩阵谱条件数为工具对该模型灰导数的背景值进行分类证明. 结果表明,灰色

Verhulst拓展模型不存在严重病态性. 采用灰色Verhulst拓展模型进行预测建模,模型的解不会因系统原始数据在收

集过程中存在微小误差而产生显著漂移现象.
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Abstract: It is essential to effectively judge the morbidity of grey model in constructing grey predictive models. Aiming

to reveal the change law of modeling parameters of grey Verhulst extended model resulted from a small perturbation of

primitive sequence, the spectrum condition number of matrix is taken as a tool of measuring the morbidity of this model, and

the values of condition of coefficient matrix with the background value of this model in different case are analyzed. Research

result shows that grey Verhulst extended model has no unusually severe morbidity. The research conclusion suggests that,

in the grey prediction modeling process, while using the grey extended Verhulst model, the solution of this model will not

occur significant drift for the original data series of systems exist minor errors in collecting process.
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0 引引引 言言言

病态性问题在工程控制、统计分析等数据处理

中较为常见.病态方程微小的观测误差或计算中的舍

入误差均会导致计算结果产生明显误差,危害十分严

重. 寻求削弱和克服模型病态性的有效方法,是众多

数据处理领域面临的重要问题之一[1-4]. 在灰色预测

控制中,灰色模型的病态性会严重影响实际控制效果

的准确性和可靠性. 对灰色模型的病态性进行正确

诊断, 是削弱和克服其对模型参数估计不良影响的

数理基础. 近年来,灰色系统研究领域部分学者对多

种灰色模型的病态性问题进行深入探讨, 取得了一

系列丰硕成果[5-9], 对探寻有效克服灰色模型病态性

的途径具有重要意义.在众多灰色预测模型中, 灰色

Verhulst模型是一种针对原始数据序列具有近似单峰

特性的一类系统进行小样本建模的特殊灰色预测模

型. 该模型已受到灰色理论研究者们的广泛关注,众

多学者对其进行了深入研究[10-14],在一定程度上完善

了该模型的理论缺陷,增强了其建模绩效. 然而,已有

研究表明, 在一些具有非线性特征的系统 (如环境系

统)预测中,灰色Verhulst模型的建模效果并不令人满
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意. 针对这一问题,文献 [15]在灰色Verhulst模型的基

础上,构建了一种灰色Verhulst拓展模型,在环境系统

建模预测中取得了较好的应用效果.

目前关于拓展模型的病态性研究较为少见,而研

究其病态特性是提高该模型建模精度的重要手段之

一,对发展和完善灰预测理论具有重要意义.本文首

先介绍矩阵条件数的定义;然后对灰色Verhulst拓展

模型的灰导数背景值大小进行分类讨论,利用矩阵谱

条件数法对该模型的病态性进行度量; 最后得到灰

色Verhulst拓展模型出现严重病态性的一致性条件.

研究结论认为,通常条件下灰色Verhulst拓展模型并

不存在严重病态性.

1 病病病态态态方方方程程程组组组和和和矩矩矩阵阵阵条条条件件件数数数

设方程组𝐴𝑥 = 𝑏, 𝐴为非奇异矩阵 (下同), 𝑏为常

向量, 𝑥为方程组的解.

定义 1[16] 若𝐴或 𝑏的微变会引起𝐴𝑥 = 𝑏的解

产生显著变化, 则称其为病态方程组, 𝐴称为病态矩

阵.

定义 2[16] 设𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑚, ∥⋅∥为定义在𝑅𝑛×𝑚上

的矩阵,称

cond(𝐴)𝑣 = ∥𝐴−1∥𝑣∥𝐴∥𝑣, 𝑣 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,∞ (1)

为𝐴关于范数 ∥ ⋅ ∥的条件数.

通常情况下,若𝐴的条件数大,则称𝐴对于求解

的𝐴𝑥 = 𝑏是病态的, 反之是良态. 为了便于论证, 利

用谱条件数 cond(𝐴)2作为𝐴的条件数,即

cond(𝐴)2 = ∥𝐴−1∥2∥𝐴∥2 =

√
𝜆max(𝐴T𝐴)

𝜆min(𝐴T𝐴)
. (2)

当𝐴为实对称阵时,有

cond(𝐴)2 = ∣𝜆max∣/∣𝜆min∣, (3)

其中𝜆max和𝜆min依次为𝐴的按最大模和最小模时的

特征根.

2 灰灰灰色色色Verhulst拓拓拓展展展模模模型型型的的的病病病态态态性性性度度度量量量
最小二乘法是灰建模过程中常用的参数识别法,

下面采用其进行灰色Verhulst拓展模型的参数识别.

设𝐷 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝑦 ∈ 𝑅𝑚, 𝐷为该灰模型的系数矩阵,

若存在向量𝑥0 ∈ 𝑅𝑛,使得 ∥𝐷𝑥− 𝑦∥2最小,即

∥𝐷𝑥0 − 𝑦∥2 = min
𝑥∈𝑅𝑛

∥𝐷𝑥− 𝑦∥2,
则𝑥0为𝐷𝑥 = 𝑦的最小二乘解,也为灰模型的参数估

计结果.令

𝑓(𝑥) = ∥𝐷𝑥− 𝑦∥2 =

(𝐷𝑥− 𝑦)T(𝐷𝑥− 𝑦) =

𝑥T𝐷T𝐷𝑥− 𝑥T𝐷T𝑦 − 𝑦T𝐷𝑥+ 𝑦T𝑦,

由极值存在的前提条件

d𝑓(𝑥)

d𝑥
= 2𝐷T𝐷𝑥− 2𝐷T𝑦 = 0

可知, 𝐷T𝐷𝑥 = 𝐷T𝑦的解即为𝐷𝑥 = 𝑦的最小二乘解.

通常情况下, 𝐷为长方阵, 难以求解其条件数,

𝐷T𝐷为实对称阵, 𝐷T𝐷的条件数可求解. 采用𝐷T𝐷

的条件数测量灰模型的病态性.

定义 3[15] 设系统原始特征非负序列为

𝑋(0) = {𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)},
𝑥(0)(𝑘) ⩾ 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝑋(0)的一次累加序列为

𝑋(1) = {𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)},

𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝑋(1)的紧邻均值生成序列为

𝑍(1) = {𝑧(1)(1), 𝑧(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑛)},

𝑧(1)(𝑘) =
1

2
(𝑥(1)(𝑘) + 𝑥(1)(𝑘 + 1)),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
称𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘)/𝑘 = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))2为灰色Verhulst

拓展模型.

定理 1[9] 若 𝑎̂ = [𝑎, 𝑏]T为灰色Verhulst拓展模

型的参数向量,且

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(2)/2 (𝑧(1)(2))2

−𝑧(1)(3)/3 (𝑧(1)(3))2

...
...

−𝑧(1)(𝑛)/𝑛 (𝑧(1)(𝑛))2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘)/𝑘 = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))2的最小二乘估计

参数向量为 𝑎̂ = (𝐵T𝐵)
−1

𝐵T𝑌 , 即 (𝐵T𝐵)𝑎̂ = 𝐵T𝑌 ,

系数矩阵为

𝐵T𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2

−
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))3

𝑘

−
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))3

𝑘

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

𝐵T𝐵的伴随矩阵为

(𝐵T𝐵)∗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))4
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))3

𝑘

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))3

𝑘

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

下面论证𝐵T𝐵的谱条件数. 根据定义 2,有
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cond(𝐵T𝐵)2 =

∥(𝐵T𝐵)
−1∥2∥(𝐵T𝐵)∥2 →

→= ∥(𝐵T𝐵)∥2
∥∥∥ (𝐵T𝐵)

∗

∣𝐵T𝐵∣
∥∥∥
2

→

→=
1

∣𝐵T𝐵∣ ∥(𝐵
T𝐵)∥2∥(𝐵T𝐵)∗∥2 =

∣𝜆1∣∣𝜆∗
1∣

∣𝐵T𝐵∣ .

定理 2[17] 设𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 则𝐴的任一特征根𝜆

满足𝜆 ⩽ 𝑛max
𝑖,𝑗

∣𝑎𝑖𝑗 ∣. 根据定理 2有

cond(𝐵T𝐵)2 =
∣𝜆1∣∣𝜆∗

1∣
∣𝐵T𝐵∣ ⩽

4max ∣𝑎𝑖𝑗 ∣max ∣𝑎∗𝑖𝑗 ∣
∣𝐵T𝐵∣ .

定理 3[17] 若 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛)为实序列,则( 𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖

)2

⩽
( 𝑛∑

𝑖=1

𝑎2𝑖

)2

×
( 𝑛∑

𝑖=1

𝑏2𝑖

)2

,

仅当 𝑎和 𝑏线性相关时取等号.

定理 4 设

𝑋(0) = {𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)},
𝑥(0)(𝑘) ⩾ 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

𝑥(1)(𝑘)和 𝑧(1)(𝑘)如定义 3所示, 只要 𝑧(1)(𝑘) ∕= 𝑚/𝑘

(𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑚为常数且𝑚 > 0,下同)成立,则灰

色Verhulst拓展模型不会呈现严重病态性.

证证证明明明 下面分类进行论证:

1)若对于任意 𝑘均有 𝑧(1)(𝑘)> 1,则
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))4

为𝐵T𝐵与 (𝐵T𝐵)∗中模最大的元素,即

cond(𝐵T𝐵)2 ⩽
4max ∣𝑎𝑖𝑗 ∣max ∣𝑎∗𝑖𝑗 ∣

∣𝐵T𝐵∣ =

4
( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
)2

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
−
( 𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2
=

4

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
−

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4

.

由定理 3可知[ 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2
(𝑧(1)(𝑘)

𝑘

)]2
⩽

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
.

仅当(𝑧(1)(2)
2

,
𝑧(1)(3)

3
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧

(1)(𝑘)

𝑘
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧

(1)(𝑛)

𝑛

)
与 ([𝑧(1)(2)]2, ⋅ ⋅ ⋅ , [𝑧(1)(𝑛)]2)线性相关时, 等式成立.

若等式成立,则有 𝑧(1)(𝑘) = 𝑚/𝑘,即 𝑧(1)(𝑘) < 𝑧(1)(𝑘−
1), 这与 𝑧(1)(𝑘)的单调递增性相矛盾. 因此有 𝑧(1)(𝑘)

∕= 𝑚/𝑘. 通常而言,存在[ 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2
(𝑧(1)(𝑘)

𝑘

)]2
<

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
,

即

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
>

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
.

当

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
−

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
⩾ 1

时, cond(𝐵T𝐵)2最大取值为 4

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4, 由于灰

色系统理论研究的系统具有少数据、贫信息特性,

4

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4应为一个较小的常数,灰色Verhulst拓

展模型不存在严重病态性. 当

0 <

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
−

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
< 1

时, cond(𝐵T𝐵)2的值取决于( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2/ 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4,

接近
𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
的程度.当

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
→

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2

时,同理可得 𝑧(1)(𝑘) < 𝑧(1)(𝑘−1),这与 𝑧(1)(𝑘)的单调

递增性相矛盾. 因此有 𝑧(1)(𝑘) ∕= 𝑚/𝑘, 灰色Verhulst

拓展模型不会呈现严重病态性.

2)若 𝑧(1)(𝑘) = 1(𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),则𝑋(0)的第 1

项为 1,其他所有项均为 0. 显然,序列𝑋(0)已呈现规

律性,采用灰色Verhulst拓展模型进行建模毫无意义.
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3)当 1/𝑘 < 𝑧(1)(𝑘) < 1时, 𝐵T𝐵与 (𝐵T𝐵)∗中

模最大的元素也为
𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4, 如分类 1)所证, 灰

色Verhulst拓展模型无病态性.

4)若 0 < 𝑧(1)(𝑘) < 1/𝑘, 则
𝑛∑

𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2

为矩

阵𝐵T𝐵与(𝐵T𝐵)∗中模最大的元素,即

cond(𝐵T𝐵)2 ⩽
4max ∣𝑎𝑖𝑗 ∣max ∣𝑎∗𝑖𝑗

∣𝐵T𝐵∣ =

4
( 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2)2

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
−
( 𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2
=

4

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4 −

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2

.

当

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4 −

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2
⩾ 1

时, cond(𝐵T𝐵)2的最大值为 4

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2

. 同理,

灰色Verhulst拓展模型不存在病态性. 当

0 <

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4 −

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2
< 1

时, cond(𝐵T𝐵)2的值取决于( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2/ 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2

,

接近于
𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4的程度.当

( 𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]3

𝑘

)2

𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘)
𝑘

)2
→

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4

时,需有 𝑧(1)(𝑘) = 𝑚/𝑘,即 𝑧(1)(𝑘) < 𝑧(1)(𝑘 − 1). 这与

𝑧(1)(𝑘)的单调递增性相矛盾,故 𝑧(1)(𝑘) ∕= 𝑚/𝑘 ,因此

灰色Verhulst拓展模型无严重病态性.

由上述结果可知,灰色Verhulst拓展模型出现病

态性的条件为

[ 𝑛∑
𝑘=2

(𝑧(1)(𝑘))2
(𝑧(1)(𝑘)

𝑘

)]2
→

𝑛∑
𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)]4
𝑛∑

𝑘=2

[𝑧(1)(𝑘)
𝑘

]2
.

即存在 𝑧(1)(𝑘) = 𝑚/𝑘,也即 𝑧(1)(𝑘) < 𝑧(1)(𝑘−1),这与

𝑧(1)(𝑘)的单调递增性相矛盾,故 𝑧(1)(𝑘) ∕= 𝑚/𝑘 ,该模

型出现严重病态性的条件不成立. 因此, 利用灰色

Verhulst拓展模型进行建模预测不会产生严重病态性

问题. □

3 结结结 论论论

以矩阵谱条件数为研究工具, 深入分析了灰色

Verhulst拓展模型的灰导数背景值在不同取值时的

病态性问题. 研究结果表明, 通常情况下利用灰色

Verhulst模拓展模型建模不存在严重病态性. 因此,采

用灰色Verhulst拓展模型进行预测建模, 其解不会因

原始数据在收集过程中存在微小误差而产生显著漂

移现象.
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